Analiza matematyczna dla I roku informatyki.
Pula jawnych zadan na kolokwia.

Wydziat MIiM UW, 2018/19

9 grudnia
ostatnie poprawki: 9 grudnia 2018

Szanowni Panstwo,

na kazdym kolokwium ponad potowa zadan bedzie pochodzi¢ z ponizszej listy, lub bedzie
bardzo podobna do tych zadan.

Wsréd zamieszczonych nizej zadan sq tatwiejsze i trudniejsze. Prosze sie nie zrazaé, jesli
nie beda Panstwo umieli zrobi¢ wszystkich od razu.

1 Liczby rzeczywiste. Kresy zbiorow.

1. Udowodnié, ze liczba V/7 + V/3 jest niewymierna.

2. Rozstrzygnaé, czy liczba \/ V5 + 3+ \/ V5 — 2 jest wymierna.
Wskazéwka. Zbadaé sume i iloczyn liczb vV v/5 + 3 + V5 — 2.

3. Niech A C R bedzie zbiorem ograniczonym i A € R. Zbiér AA okreslamy wzorem
A = {la: a € A}.

Oznaczmy supA = M i inf A = m. Wyznaczy¢ kresy zbioru AA.

{W——m:n,mEN}.

4. Wyznaczy¢ kresy zbioru

n+m

5. Znalei¢ kresy zbioru {"™; :n,m € NJ.

6. Wyznaczy¢ kresy zbioru

e A={k+1:ke{0,1,2},neN},



e B=E+2.E gdzieE= {1+ :neN}

o C = {M23.phcNJ

n+1
o D= (™M n meNJ.
7. Znalezé kresy zbioru

i) {++1-L:k1LmeN},

k l m

(i) {(1 —4a)b®+a’ a,be(0,1)}.

8. Znalez¢ kres dolny zbioru

1 1

A= + :m,n e N},
{nm Vn }
9. Wyznaczy¢ kresy zbioru
a 2a n—-1)a,_ na
{_1+_2+..._|_( )n1+ t :al,ag,...,anﬁi,an>0}.
ay as an ay

2 Indukcja, nieréwnosci.
10. Wykazaé, ze jesli n jest liczbg naturalng parzysta, to liczba n® + 20n dzieli sie przez 48
(=324

11. Dany jest ciag (a,) taki, ze ay = 1, ay = 8 oraz a, = a,_1 + 2a,_o dla n > 3. Wykaza¢,
iea, =3-214+2.(-1)*dlancN.

12. Zaczynajac od 0, dwdch graczy na przemian dodaje 1, 2 lub 3 do biezgcej wartosci sumy.
Wygrywa gracz, ktéry pierwszy uzyska sume co najmniej 1000. Udowodnié, ze drugi gracz
ma strategie wygrywajaca, niezaleznie od strategii gracza pierwszego.

13. Wykazaé, ze dla n € N
i) 5t eN,
:s\ n®+5n
(i) =" € N.
14. Udowodnié, ze dla kazdego n € N zachodzi nieréwnosé

1 1

_|_
n n+1

PSP
on =12’




15. Zaléimy, ze (s;) jest ciggiem liczb rzeczywistych nieujemnych, s; < 1, i dla kazdego
k > 1 spelniona jest nierdwnosé

k
Spiq < 2k + 3ZS]'.

j=1
Wykazaé, 7e s, < T* dla wszystkich k naturalnych.

Wskazéwka. 2k < 1 + 2k < (1 + 2)¥ na mocy nieréwnosci Bernoulli'ego.
16. Udowodnié, ze

i<\"/§—1gi dlan > 1.
2n n

17. Wykazaé, ze dla dowolnego n > 1 zachodza nieréwnosci

(n!)? < ( (n + 1)é2n +1) >n |

4n < 2n
2-yn - \n/)’
18. Udowodnié, ze dla dostatecznie duzych naturalnych n zachodzi nieréwnosé

<1+g>n<n.

3 Granica ciagu.

19. Obliczy¢ granice:

. 1 1 1
31—{29<1—3><1—6>-”'<1—W> y

lim23—1 L | nd -1
nso25+1 3B 4+1 777 nd+1°

20. Udowodni¢, ze istniejq takie ciagi liczb wymiernych (a,) i (by,), ze
lim (an\/§+ bn\/g) = /5.

21. Obliczy¢ granice

lim ! + ! + L n
nso\n2+2 n?+4 " n%2+2n
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22. Sprawdzié, czy zbieiny jest ciag (a,) C R dany przez

a = a, Apig = 2 — dlan>2,

an
gdzie a > % W przypadkach, gdy ciag jest zbiezny, znalez¢ jego granice.
23. Sprawdzi¢, czy zbieiny jest ciag (a,) C R dany wzorem

n__nl
(i) aH=3 n"

2n

(2n)!

(H) an =

Jedli podany ciag jest zbieiny, znalez¢ jego granice.
24. Wyznaczy¢ granice ciagéw rekurencyjnych okreslonych wzorami
by =V2+bupy, by =V2,

1

= ) C = 1.
1+ Cn—1

Cn
25. Wykazaé, ze poniisze ciagi sq zbieine:

1 1 1
an=1+§+?+...+m,

bn=<1+%>.<1+%>....-<1+2in>.

26. Dany jest ciag (a,)n>1 taki, ze ay = ay = 1 oraz 2a,,9 = 2a,,1 +a, dlan =1,2,3....
Wykazaé, ze

a, =

V3\n —/3\n
%KHQ 3) _<1 2 3) ]
Obliczy¢ lim,_,., W/an,.

27. Dany jest ciag (a,) taki, ze ap,1 = /1 + a? dla kazdego n € N. Udowodni¢, ze ciag (a,)
jest rozbieiny.

28. Dany jest ciag (a,) taki, ze a; = 1 oraz a,,1 = 1/(a; + --- + a,) dla kazdego n € N.
Udowodnié, ze ciag (a,) jest zbieiny, a nastepnie znalezé jego granice.

29. Ciag a, jest dany przez réwnania rekurencyjne

22a, +1)

dla n € N.
a, +3

a = -2, anyy =
Zbadaé, czy ten ciag ma granice; jesli tak — znalezé ja.
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4 Szeregi liczbowe i okolice

Uwaga: wszedzie w tym podrozdziale symbol |x| oznacza czes$é catkowity (tzn. entier) liczby
rzeczywistej x, inaczej podtoge x, a symbol [x| — tzw. sufit liczby x, tzn. [x] = |[x]| dla
x €Zoraz [x| = |x|] +1dlax e R\ Z

30. Zbada¢ zbieznos¢ szeregdéw

() (2[0! 00 00
a Z:n?"' Z:\/ﬁlogw ; n4 3

n=1 n=

31. Zbada¢é zbiezno$é szeregdéw

= . no\" = (n!)® = 2"n!
;2 <n+1> ) Z(3n)!’ AWt

n=1 n=1

32. Niech (a,) ¢ R\ {0} bedzie ciggiem arytmetycznym. Zbada¢ zbieinosé szeregu
- 1

o1 an - Ap4t .

33. Dany jest ciag (a,) taki, ze 0 < a, < agn + agn1 dla n > 1. Wykazaé, ze szereg Y7, a

jest rozbieiny.

34. Udowodnié, ze jedli ciag liczb dodatnich (a,) jest ograniczony, to szereg Y, 1/(na,)

jest rozbiezny.

35. Zbada¢ zbieznosé¢ szeregu ¥ (vVn + 1-2\/n+v'n — 1). Jedli jest on zbiezny, wyznaczyé

jego sume.

36. Zbada¢ zbiezno$é szeregdéw

00 00 (1~$@)
n=1 n=1
37. Zbada¢ zbieinos¢ szeregu
Z (Inlnn)™"

n=

38. Znale7¢ wszystkie wartosci parametru a € R, dla ktérych szereg

iae" gdzie €, = !
= ERCES

jest zbieiny.
Wskazowka: dla kazdego ciagu (x,) C R\ {0} jest

n—oo Xh

=1.
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39. Znalezé wszystkie wartosci parametru p € R, dla ktérych szereg

(L)

jest zbieiny.

40. Niech fo;i a, bedzie dowolnym szeregiem zbieznym o wyrazach dodatnich. Czy sze-

regi:
o0 o0
4 .
E vad, b) E a,sina,
n=1 n=1

sq zbiezne? Uzasadnié¢ odpowiedz, podajac dowdd lub kontrprzyktad.
41. Wykazaé, ze jeieli Y7, a? jest zbieiny, to szereg Y -, an/n roéwniez jest zbieiny.

42. Niech Zi‘;i a, bedzie dowolnym szeregiem zbieznym o wyrazach dodatnich. Czy szereg

Z@

Inn

jest zbiezny? Uzasadni¢ odpowiedz.

43. Dowie$é, ze jezeli (a,) jest ciagiem liczb dodatnich, to szereg

; 1+ ay) 1+ag) (1 +an)

jest zbiezny. Znalez¢ jego sume w przypadku, gdy Y, a, jest szeregiem rozbieznym.

44. Zbadaé zbiezno$é szeregu

i In°(2n” + 13) + 10sin(n)
— nIn®(né + 2y/n — 1) In(In(n + (-1)2))

45. Zbada¢ zbieznos¢ szeregu

00 2(Vn+1-vn-1)
Z(—l)m_!_sinQnB] <Il +3Il+10> n+l

n? +5n + 17

n=>2

46. Zbada¢ zbieznos¢ szeregu

Z <c05\3/n3+ Vvn + 7 —cosy/n? —2\/H+3> .
—



47. Zbada¢ zbiezinos¢ szeregu

Z expn
exp(ny/n)In’n

n=>2

48. Obliczyé sume

< (n + 1)?
Z n!
n=0

49. Zbadaé zbieznos¢ szeregu

i (n + 1)!1(1121n+ 1)t .

)

=

50. Zbada¢ zbiezno$¢ szeregu

51. Niech
1
Sy 1= Z(_i)[ﬁj

Inn’
n=2

Czy ciag Sppp jest zbieiny? Czy ciag Sy jest zbieiny? Obie odpowiedzi prosz¢ uzasadnic.

52. Zbada¢ zbieznosé szeregu Y 7 an, gdzie

53. Dany jest ciag (a,) o wyrazach zespolonych taki, ze szereg Y, a, jest zbiezny. Niech
0 : N — N bedzie taka bijekcja, ze dla kazdego n € N zachodzi nieréwnos¢ |o(n) — n| < 13.
Wykazaé, ze wdwczas szereg

Do

n=1

jest zbieiny.

54. Wykazaé, ze jezeli szereg Z:i a, jest zbieiny i cigg wartosci bezwzglednych wyrazéw
szeregu, (|a,|), jest monotoniczny, to szereg

+00

3
D .a
n=1

jest zbiezny. Czy zatozenie o monotonicznosei (|a,|) jest niezbedne?




55. Zbada¢ zbieznos¢ szeregu

]2

(\/n2+7—\3/n3+8n+1> (In(n +1) —Inn).

I
-

n

56. Zbada¢ zbieznos¢ szeregu

= n Inn
;(—1)[13J m .

57. Korzystajac ze wzoru De Moivre’a i réwnosci sin kx = Im e'**, udowodnié, ze

(n+1)x

2

) x € (0, 27).

5, sin ZF sin
E sin(kx) = —
sin §

k=1 2

Znale7¢ analogiczny wzdr na sume cosinusow.

58. Czy szereg

i In n? <in (2n + 1)
— Vn +1 2

n=1

jest zbiezny? Uzasadni¢ odpowiedz.

59. Dany jest zbieiny szereg Y .-, a,. Czy wynika stad, ze szereg Y, a,/\/n jest a) zbiezny,
b) bezwzglednie zbiezny? Odpowiedz uzasadnié¢, podajac dowdd lub kontrprzyktad.

60. Szereg Y ,(—i)"a,, gdzie a, > 0 jest zbieiny. Czy jest zbiezny szereg Y ,(—1)"a,?
Odpowiedz uzasadnié, podajac dowdd lub kontrprzyktad.

61. Zbadaé zbieinos¢ szeregow

a) 1+1 1+1+1 1+1+1 1+
1 3 2 5 7 4 9 11 6
b) 1+1 1 1+1+1 1 1+
1 v2 V3 Vi VB V6 VT V8
1T 1+ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
) ——--=-—= + o —c— = - -5 - — +

n=1

jest rozbiezny. Czy odpowiedz zmieni sig, gdy pierwszy szereg szereg zamienimyna Y -, ( —1)"n 549



63. Wykazaé tozsamosé

> 2 1 4 1
I R A P U

n=>2
64. Zbada¢ zbiezno$¢ szeregu
0 (_1)n+1
; n + (—1)n+t”

65. Zbadaé zbieinoé¢ szeregu

— \?/H—l- (_1)n(n+1)/2°

66. Udowodnié¢ tozsamosé

cos 27 + cos Sl + cos o + cos el = -1
5 5 5 5

67. Udowodni¢, ze liczby zespolone z, w € C sq réwne wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi
nastepujacy warunek:

(%) expz = expw i dla pewnego a € C\ R spelniona jest rownosé exp(a -z) = exp(a - w).
68. Wykaza¢, ze dla kazdego w € C istnieje z € C takie, ze sinz = w.

69. Dla € > 0 potéimy

Se={z=x+iyecC:ey > |x

, |z < e} cC.

Niech f(z) = exp(1/z) dla z + 0. Wykaza¢, ze f: S¢ — C\ {0} jest surjekcja.

70. Poshugujac sie tylko definicja liczby st z wykladu i szeregiem definiujacym funkcje
cosinus, wykazaé, ie

a) > 2V2,
b) mt > 3.

71. Szereg Y, a, o wyrazach rzeczywistych jest zbiezny. Udowodnié, ze istnieje ciag nie-
ograniczony (b,)?>, liczb dodatnich taki, ze szereg Z;’ii a,b, tez jest zbieiny.

72 (). Niech a, > 0. Wykaza¢, ie

o0

o0
(@ -...-an)" < e-Zan .
=1 n=1

n
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