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O wyktladzie i o skrypcie

Niniejszy skrypt obejmuje wyktady analizy matematycznej dla studentow pierwszego roku
informatyki na Wydziale Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego.
Ta kolejna, zmodyfikowana, wersja skryptu powstawata jako podrecznik dla studentéw —
stuchaczy moich wykladéw z lat 2007/8 — 2009/10.

Semestr zimowy wyktadu (ok. 15 wyktadéow po 90 minut) to rozdzialty I — VI. Obejmuje
on kilka podstawowych dziatéw analizy matematycznej ujetych w sposob dosy¢ skrotowy, choé
zawierajacych najwazniejsze pojecia i twierdzenia. Omawiamy tu: szkic teorii aksjomatyczne;j
liczb rzeczywistych, teorie ciagdéw i szeregow liczbowych, funkcje jednej zmiennej — granice,
ciagtos¢, rachunek rézniczkowy oraz zbieznosé ciagdéw i szeregéow funkceyjnych.

Rozdziaty VII — XI to semestr letni (ok. 21 wyktadéw). Poza rachunkiem catkowym jed-
nej zmiennej (z catka Riemanna), stanowiacym uzupelnienie klasycznej tematyki ,,Analizy 1”
z semestru zimowego, jest to przeglad kilku dalszych waznych dziatow analizy matematycz-
nej lub innych dzialow matematyki z nig zwiazanych. 7 koniecznosci, w tej czesci wyktadu
bardzo wiele twierdzen musi by¢ formutowanych bez dowodéw. Pojawiaja sie tu przestrze-
nie metryczne, funkcje wielu zmiennych — ciagto$¢ i rachunek rézniczkowy, teoria miary (z
catka Lebesgue’a) uzyta do catkowania funkcji wielu zmiennych oraz réwnania rézniczkowe
zwyczajne. Po kazdym z rozdzialéw zamieszczony jest zestaw zadan.

Wyktad ten jest w zasadzie samowystarczalny, cho¢ Czytelnik moze z powodzeniem korzy-
sta¢ takze z wielu pozycji bogatej literatury obejmujacej powyzsze tematy. Sposréd zwieztych
ujeé¢ tematyki o nieco zblizonym zakresie polecam np.:

e (ad. rozdziaty I — VII) Kazimierz Kuratowski, Rachunek rézniczkowy i catkowy, PWN
(Biblioteka matematyczna, tom 22);
(
t

e (ad. rozdzialy VIII — XI) wybrane fragmenty ksiazki Witolda Koltodzieja Analiza ma-
ematyczna, PWN (Matematyka dla politechnik).

Oznaczenia edytorskie
(spis symboli matematycznych zamieszczony jest pod koniec skryptu)

O — koniec dowodu (ewentualnie jego szkicu)
B.D. — bez dowodu (choé¢ czasem brak dowodu jest sygnalizowany inaczej)
\v4 — (w zestawie zadan po kazdym rozdziale) zadanie ,obowiazkowe”, tj. do zrobienia

we wszystkich grupach ¢wiczeniowych
tekst mniejszej szerokosci niz zazwyczaj, zlozony taks wlasdnie czcionkg — materiat dodatkowy lub nieco
dtuzsza dygresja...
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I Liczby rzeczywiste — szkic teorii aksjomatycznej,
N, Z, Q, potega rzeczywista

[okolo 2% wykladu]

1. Nieco oznaczen

Punktem wyjscia do calej wlasciwie matematyki jest teoria mnogosci (tj. zbioréw) i logika
matematyczna. Potrzebujemy ich wiec takze w analizie matematycznej. Sporo elementéw po-
wyzszych teorii poznacie Panstwo na wyktadzie ,Podstawy matematyki”. Oczekuje, ze nie
jest Panstwu obca podstawowa symbolika logiczna (np. sens symboli =, V, A) i rachunku
zbioréw (np. sens U, N). Teraz wyjasnie zatem tylko kilka potrzebnych nam symboli — licze,
ze przynajmniej czesciowo znajomych.

e kwantyfikatory:
vV — ,dla kazdego” (od ang. ALL; wersja ,szkolna” — A),
4 — Jistnieje” (od EXISTS; wersja ,szkolna” — \/);

e ,indeksowane” dzialania na zbiorach (uogélnienia N i U):

jesli I to pewien zbiér (,indekséw”) oraz dla kazdego i € I dany jest zbiér X; bedacy
podzbiorem pewnego zbioru X, to

NX={reX: Vi, ze X},

iel

iel

e funkcje: f: A — B — funkcja ze zbioru A w zbiér B.

2. Aksjomaty liczb rzeczywistych

Co to sa liczby rzeczywiste, tj. jak si¢ nimi postugiwac, jakie obowigzuja dla nich reguty —
to do$¢ dobrze kazdy z Panstwa wie; przynajmniej macie juz Panstwo wyrobione nawyki i
rozwiniete intuicje ich dotyczace. Dla matematyka (i dla informatyka...) to jednak za malo.
My potrzebujemy $cistych regut rozumowania i narzedzi weryfikowania hipotez. Zapewni nam
to teoria aksjomatyczna. Najpierw przyjmujemy wiec kilka podstawowych pojeé (tzw. pojec
pierwotnych), takich, ktére w naszej teorii przyjmujemy bez definicji. Sa to: R — zbior liczb
rzeczywistych, dwie operacje + i -, dwa wyrdznione elementy zbioru R — mianowicie 0 i 1 oraz
relacje (porzadku) <. Wszystkie pozostate obiekty bedziemy musieli zdefiniowaé.

Drugi ,fundament” to aksjomaty (inaczej pewniki), czyli te wtasnosci dotyczace powyz-
szych poje¢ pierwotnych, ktore przyjmujemy za punkt wyjécia w naszej teorii. Przyjmujemy
je zatem bez zadnego dowodu, jako fakty niepodwazalne. Natomiast wszystkie inne twierdze-
nia (dla niektérych z nich bedziemy uzywali tez innych nazw: lemat, wtasno$¢, wniosek, fakt
itp.) beda juz wymagaly dowodu, ktéry bedzie musial byé Scistym logicznie rozumowaniem,
wykorzystujacym wylacznie aksjomaty (ktore whasciwe takze sa twierdzeniami, tyle ze niezbyt

1) Symbol := lub =: z formalnego punktu widzenia to to samo co =, natomiast bedziemy go uzywaé gléwnie
tylko wtedy, gdy wprowadzamy (definiujemy) jakie$ nowe oznaczenie; dwukropek ,:” jest wéwezas po stronie
definiowanego obiektu.
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Jtrudnymi”...) lub twierdzenia wezesniej udowodnione? . Oczywiscie aksjomaty beda wiasno-
Sciami w petni zgodnymi z nasza intuicja. Bedzie ich na tyle duzo, by ,wszystko co trzeba”
dalo si¢ przy ich pomocy udowodnié¢. Ponadto (co juz znacznie mniej wazne) na tyle mato, by
jedne z drugich nie wynikaly (tzw. niezaleznosé aksjomatow).

Oto one (jest ich kilkanascie, podajemy je ,po trochu”).

o Aksjomaty ciala uporzadkowanego

Pierwsze cztery méwia, ze tréjka (R,0,4) jest grupg przemienng, tzn.:

(D1.) ({gcznosé +) \V/Lwe]g (x+y)+z=x+(y+ 2);

(D2.) (neutralnosé 0) Voer 40 =0+ 2 =

(D3.) (istnienie elementu przeciwnego) \V/xeR HyER r+y=y+x=0;

(D4.) (przemiennosé +) \V/xvyeR r+y=y+u.
Uwaga. Same aksjomaty (D1.)—(D3.) stanowia de facto definicje grupy. Jako sprawdzian
zrozumienia powyzszej uwagi, proponuje samodzielne dokonczenie ponizszej definicji.
Definicja. Trojka (G,e,®), gdzie G — zbior, e € G, © — operacja w G (tzn. ©: GXG — G)
jest grupq wtedy i tylko wtedy, gdy?) ... Grupa ta jest przemienna (inaczej abelowa) wtw

Kolejne aksjomaty dotycza mnozenia i liczby 1. Dla wygody oznaczymy R* := R\{0}.

(M1.) ({gcznosé -) VLWE]R (x-y)-z=x-(y-=2);

(M2.) (neutralnosé 1) Voep -1 =12 = a:

(M3.) (istnienie elementu odwrotnego) \V/xeR* HyeR roy=vy-x=1;

(M4.) (przemiennosé -) \V/MeR Toy=y-c.
Analogia (M1.)-(M4.) do (D1.)-(D4.) narzuca si¢ sama, cho¢ wida¢ pewng réznice w (M3.)
(jaka?). Gdy dodamy nastepny aksjomat, a mianowicie

(01.) 0 # 1,
tatwo bedzie dowie$¢ (zachecam), ze \V/x7yeR* x-y # 0, a zatem, ze mnozenie - mozna ,,0bcig¢”
do mnozenia * w R* (tj. *: (R*) x (R*) = R*i 2%y ==z -y dla z,y € R*) i (R*, 1,7) jest grupa
(takze przemienna).

Kolejny aksjomat opisuje wazng wlasnos¢ dotyczaca jednoczesnie dodawania i mnozenia:

(DM.) (rozdzielnosé mnozenia wzgledem dodawania) \V/x,y7zeR r-(y+2)=z-y+z-z

Wymienione dotad aksjomaty stanowia razem definicje ciafa (a dokladniej — ciata prze-
miennego — gdyz niektérzy wylaczaja przemiennosé mnozenia z definicji ciata). Nastepne dwa
aksjomaty wiaza ze soba dziatania i relacje <:

(DP.) \v/r,y,zeR r<y=zr+z<y+ 2z,

(MP.) \V/%y,zeR (x<yNn0<z)=zz<yz.
Gdy dotozymy jeszcze cztery aksjomaty dotyczace samej relacji <:

(P1.) (zwrotnosé) V,er x < =,

(P2.) (staba antysymetria) \V/WE]R (x<yANy<z)=z=y,

(P3.) (przechodniosd) VI,WE]R (e<yANy<z) =<z

(P4.) (spdjnosé) \V/I,yeR r<yVy<uz,
to otrzymamy ciafo uporzgdkowane.

2) Uwaga! Ten idealistyczny program z koniecznosci bedziemy realizowali z licznymi odstepstwami — niektére
dowody bedziemy na wyktadzie pomijali lub skracali, a niektore znane, czy oczywiste dla Panstwa twierdzenia
(w tym pewne analogi sformulowanych juz twierdzef) bedziemy przemilczali. A to, by Pafistwa nie zanudzié i
by zdazy¢ na czas z obszernym programem.

3) Dalej ,wtedy i tylko wtedy, gdy” skracamy do wtw.
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¢ Kresy i zupelnosé

Pytanie, czy to juz wszystkie ,potrzebne” aksjomaty. Nie, bo zbior liczb wymiernych @Q ($cisle
zdefiniujemy go wkrétce) ze zwyktymi dzialaniami i nieréwnoscia wszystkie powyzsze aksjo-
maty spehia, a przeciez Q i R réznia si¢ miedzy soba wieloma wtasnosciami (np. jaka?). Na
szczescie, to czego brakuje to tylko jeden aksjomat, cho¢ juz nie tak intuicyjny, jak wcze$niej-
sze. By go zgrabnie sformutowaé, przyjmijmy nastepujace definicje:

Definicja. Niech A C R, b € R.

e b jest ograniczeniem gérnym (dolnym) Y zbioru A wiw \V/QEA a<b(b<a)

Zbior A jest ograniczony z gory (z dotu) wtw istnieje b € R, bedgce ograniczeniem
gornym (dolnym) A.

Zbior A jest ograniczony wtw jest ograniczony z gory i z dotu.

b jest elementem najwiekszym (najmniejszym) zbioru A wtw b € A/\\V/ae Aa<b
(b<a)

b jest kresem gérnym, czyli supremum (kresem dolnym, czyli infimum) zbioru A
wtw b jest elementem nagmniejszym (najwiekszym) zbioru wszystkich ograniczen gérnych
(dolnych) A.

Oczywiscie, jesli dla zbioru A istnieje kres gérny (dolny), to A musi by¢ ograniczony z goéry
(z dotu). Mozna wykazaé, ze implikacja odwrotna (dla A # ) nie wynika z wezesniejszych
aksjomatéw. Jest ona jednak tresdcig ostatniego aksjomatu:

(Z.) (aksjomat zupetnosci® ) Dla kazdego niepustego, ograniczonego z géry zbioru A C R
istnieje b € R taki, ze b jest kresem goérnym A.

A zatem ,nasza’ teoria liczb rzeczywistych opiera sie na zestawie siedemnastu aksjomatow.
Ale w skrécie R to po prostu cialo (przemienne) uporzadkowane, zupelne.

Tu nalezy sie Panstwu jedna wazna uwaga. W catej matematyce, obowiazuja dodatkowo
pewne ogodlne reguly. Obowigzuja one zatem takze w uprawianej przez nas teorii, niezaleznie
od podanych juz aksjomatéow. Sa to przede wszystkim reguly teorii mnogosci (czyli teorii
zbioréw) oraz logiki. Zawieraja one np. zasady postugiwania si¢ formutami matematycznymi,
kwantyfikatorami, czy relacja réwnosci (choéby to, ze jesli a = b, to b = a; albo ze jesli
a=0bib=c toa = c). Oczywidcie nie jesteSmy w stanie ich wszystkich tu omoéwi¢, ale
dla uspokojenia 0s6b rozczarowanych wspomne, ze sa one do$¢ naturalne i intuicyjne oraz ze
wiecej na ten temat dowiecie sie Pafistwo na wyktadach przedmiotu Podstawy Matematyki® .

Nie da si¢ ukry¢, ze uprawianie teorii aksjomatycznej, szczegdlnie na samym poczatku,
bywa do$é¢ zmudne. Ograniczymy si¢ wiec tylko do paru przyktadow pokazujacych ,jak to
dziala”, a inne znane nam dobrze elementarne wtasnosci liczb rzeczywistych przyjmiemy bez
dowodu, cho¢ zachgcam do samodzielnego uzupetniania tych luk.

¢ Element przeciwny, odwrotny, odejmowanie i dzielenie

Twierdzenie I.1. vxER E”yeR Dax+y=0

4 W ten sposéb, uzywajac nawiaséw, bedziemy czesto zapisywaé¢ dwie analogiczne definicje ,za jednym
zamachem”.
5)

6)

Bywa on czesto, a nawet czesciej, nazywany aksjomatem cigglosci.
Mozna tez przejrze¢ podreczniki o tytule zblizonym do ”"Wstep do matematyki”, badz inne, dotyczace
teorii mnogoéci i logiki matematyczne;j.

) El' — istnieje dokladnie jeden”.
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Dowéd.
Istnienie jakiegos y € R takiego, ze  +y = 0 gwarantuje nam (D3.). By wykaza¢ jednoznacz-
nosé¢, zatézmy, ze y,y € R sa takie, ze v +y = 01z + ¢y = 0. Zatem dodajac do drugiej
réwnosci y, dostajemy y + (z +3') = y + 0, zatem z (D1.) i (D2.) (y + z) + 3 = y, skad na
mocy naszego pierwszego zatozenia i (D2.) ¢’ = y. ]
Powyzsze twierdzenie pozwala nam zatem zdefiniowa¢® jednoznacznie element przeciwny
do z jako taki y € R, ze x +y = 0. Oznaczamy go —z. To z kolei pozwala zdefiniowa¢ operacje
odejmowania jako a — b := a + (—b).
Analogicznie postepujemy w przypadku mnozenia i dla x # 0 uzyskujemy element odwrotny
do x (oznaczany oczywiscie % lub z71), a nastepnie operacje dzielenia (,,—— lub ;) przez
liczby # 0.

¢ Istnienie kresu dolnego

Inny prosty przyklad elementarnego twierdzenia to dualna wersja aksjomatu zupetnosci (Z).
Prosze ja sformutowaé¢ samodzielnie zastepujac ograniczonosé z gory przez ograniczonosé z
dotu, a kres gorny — dolnym, a nastepnie prosze pomysle¢ nad $cistym dowodem. Uzyskamy
wiec:

Twierdzenie 1.2. ...

Dowéd.

¢ Inne relacje nieré6wnosci, modut

Dla wygody powinni$my jeszcze przyja¢ miedzy innymi nastepujace definicje:
ea>bsb<a
cea<be (a<bNha#d)
cea>b&sb<a

Definiujemy takze modul (inaczej wartosé bezwzgledng) liczby x € R wzorem:

2] = z dlaz >0
=Y —¢ dlaz<o.

Nietrudny dowdd ponizszego faktu pozostawiam Panstwu.
Fakt (nieré6wno$é tréjkata).
Veyex |o +yl < |zl + Jy.

B.D.
|b—al

b a

Rysunek 1. Dtugosé¢ odcinka

8) Nie zawsze definicje poprzedzam tytulem ,Definicja” — robie to jedynie przy ,bardziej uroczystych”
okazjach.
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Modut bedzie nam stuzyt miedzy innymi do mierzenia ,odlegtosci” pomiedzy liczbami. Te
odlegtosé pomiedzy a oraz b wyrazamy wzorem |b— a| — geometrycznie interpretujemy ja jako
dhugos¢ odcinka taczacego a z b na osi liczbowej bedacej z kolei geometryczng interpretacja
zbioru R (patrz rys. 1).

© Nieco uwag o kresach

Element najwiekszy zbioru A C R, o ile takowy istnieje, jest na mocy aksjomatu (P2.) wy-
znaczony jednoznacznie. Oznaczamy go max A. Podobnie jest z elementem najmniejszym;
oznaczamy go min A. Oczywiscie max A jest jednoczesnie kresem gérnym A (a min A — kre-
sem dolnym), ale np. przedziat (0;1) ¥ ma kres gérny réwny 1, a elementu najwiekszego nie
posiada. Zatem kresy zbioru to co$ w rodzaju prawego i lewego ,konca” zbioru, ktore do tego
zbioru moga naleze¢ lub nie. Takze kresy, gdy istnieja, sa oczywiscie wyznaczone jednoznacz-
nie (dlaczego?). Kres gérny zbioru A oznaczamy symbolem sup A, a kres dolny inf A. Gdy A
nie jest ograniczony z gory, to fakt ten oznaczamy sup A = +o00. Analogicznie dla A nieogra-
niczonego z dotu umownie piszemy inf A = —oo. Sg to jednak na razie tylko oznaczenia, tzn.
samo 400 na razie nie jest jeszcze'? zadnym ,matematycznym” obiektem!

Odwohujac sie do przyktadu z liczbami wymiernymi, ktéry motywowal nieco wczesniej
dotgczenie aksjomatu zupetnosci, warto te motywacje uzupehicé o uwage, ze w zbiorze liczb
wymiernych nie ma zupetnosci. Znéw wyprzedzajac $cisty definicje zbioru liczb wymiernych,
mozna tu podaé przyklad zbioru A = {x € Q : = -z < 2}, ktéry jest niepusty i ograniczony w
Q z gory, ale kresu gornego w QQ nie posiada.

3. Liczby naturalne, calkowite, wymierne
¢ Zbiér N, indukcja matematyczna i inne wtasnosci N

Zbior liczb naturalnych N to podzbiér zbioru R, ktory czesto jest okreslany jako
{1, 1+1, 1+1+1, ...}

Matematycy do tego zbioru dorzucaja jeszcze chetnie 0. Na tym wyktadzie tego nie zrobimy
(tj. 0 € N), jednak to jedynie kwestia umowy. Tymczasem duzo wazniejszy problem to spra-
wa Scistosci powyzszej ,definicji”, a wlasciwie — braku Scistosci. Jak bowiem rozumieé¢ ow
trzykropek ....”77 Aby to uscili¢ postgpimy nastepujaco.

Definicja. Niech B C R. Zbior B jest induktywny wiw 1 € B oraz VxeB r+1eB.

Jak widaé z tej definicji, zbioréw induktywnych jest wiele — np. R, (—1; +00), [1; +00)!V) |
ale zgodnie z naszg intuicjg induktywne powinny by¢ takze inne, niezdefiniowane dotad zbiory
— przede wszystkim N. Ta sama intuicja podpowiada nam, ze N powinien by¢ najmniejszym w
sensie zawierania zbiorem induktywnym, czyli ze jest zawarty w kazdym zbiorze induktywnym.
Stad ponizsza definicja.

Definicja.
N:= ﬂ B,
Bel
gdzie I oznacza zbior wszystkich induktywnych podzbiorow R.

9) Zakladam, ze definicje przedzialéw otwartych, domknietych, otwarto-domknietych sa znane ze szkoly.
Uzywamy notacji (a;b), [a;b], (a;b] i [a;d).

10) Ale wkrétce réwniez samym symbolom 400 i —oo nadamy matematyczny sens.

1) Znéw uzyliémy niezdefiniowanego symbolu 400, ale to nie szkodzi, bo nawet nie uzywajac tego symbolu
mozemy zdefiniowaé¢ od razu caly ,napis” oznaczajacy przedzial nieskonczony — mianowicie, dla a € R,
oznaczamy (jak bylo chyba Panstwu wiadomo...) (a;+00) := {z € R: 2 > a};(—o0;a] :={zr € R:z < a}i
analogicznie dla [a; +00) 1 (—o0;a).
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Wsrod wielu wiasnosci zbioru N znaczenie zasadnicze ma dla nas twierdzenie znane Pan-
stwu chyba przynajmniej z nazwy, zwane zasadq indukcji zupelnej (w skrocie ZI1Z). Sformutu-
jemy je tak:

Twierdzenie 1.3 (Z1Z). Jezeli A C N spelnia warunki
1. (,warunek poczatkowy”) 1€ A

2. (,,krok indukcyjny”) Voen meA=n+1€A),

to A=N.

Dowéd.

Zauwazmy, ze A jest induktywny, bowiem gdy n € A, to na mocy faktu, ze A C N oraz zat.
2. otrzymujemy n+ 1 € A. Czyli A €1, astad A D ﬂ B = N. Zatem A = N. O

Bel
217 bywa bardzo przydatna przy dowodzeniu wielu matematycznych faktéw, w ktorych
pojawia sie kwantyfikator V,,cn. Dowody uzywajace ZIZ nosza nazwe dowodéw indukcyjnych.
Przyktad takiego dowodu pojawi sie jeszcze w tym rozdziale (patrz nier6wnos$é Bernoulli’ego).
Oto przyktady innych elementarnych wtasnosci N. Podajemy je bez dowodéw.

Twierdzenie 1.4 (zamknieto$é N wzgledem + i ).
\V/mmeN m+n,m-n€N.

Twierdzenie 1.5 (zasada Archimedesa). Dla dowolnego x € R oraz a > 0 istnieje n € N
takie, e n-a > x. W szczegdlnosci N jest nieograniczony 2 z gory.

¢ Zapis dziesietny liczb naturalnych

Oznaczmy przez Cyq zbiér cyfr przy zapisie dziesietnym, tzn. Cyo := {0, 1,2, 3,4,5,6,7,8,9} C
Ny, gdzie2:=1+1,3:=24+1,...,9:=8+ 1.

Niech n € N oraz ¢y,...,¢, € Cy, gdzie ¢; # 0. Zdefiniujemy rekurencyjnie ) liczbe,
ktora zapisywac bedziemy cicy ... c,. Gdy n = 1, to liczba ta jest po prostu réwna liczbie c;.
Ponadto dla dowolnego n € N, ¢i¢a...cpCny1 = Cpy1 + (9+ 1) - c109. .. ¢, Z1Z dowodzi, ze
tym sposobem liczba n—cyfrowa zostata zdefiniowana dla dowolnego n € N. W szczegdlnosci
9+1=10...Zachodzi takze:

Twierdzenie 1.6. Kazda liczba naturalna ma jednoznaczny zapis w powyzszej postaci.

13)

Dowodd pomijamy, ograniczajac sie do wskazowki, ze cze$¢ dotyczaca samego istnienia za-
pisu moze by¢ tatwo wykazana przez indukcje. Dlaczego przyjat si¢ akurat zapis dziesietny?
To pytanie raczej z historii matematyki. Jednak czasem przydaja sie tez inne typy zapisu —
np. informatykowi bliski powinien by¢ zapis dwdjkowy, a takze zapis szesnastkowy. Jak ogdl-
nie, dla dowolnego k € Ny, zdefiniowaé zapis ,k—tkowy” prosze wymysli¢ samodzielnie! Prosze
przy tym zauwazy¢, ze pojawi sie tu pewien problem dla k£ > 10, jezeli jako elementow
zbioru cyfr Cy zdecydujemy sie uzy¢ liczb zapisanych przy uzyciu zapisu dziesigtnego (jaki to
problem?).

12) _jest nieograniczony = nie jest ograniczony”, cho¢ — uwaga! — nie zawsze w matematyce doklejenie do

pojecia stowka ,nie” daje pojecie bedace zaprzeczeniem wyjsciowego — np. niemalejacy . . .

13) Tzn. opisujac co nalezy zrobi¢ dla n poczatkowego (tu np. dla n = 1) oraz sposéb przejécia od dowolnego
n do n + 1. Jak wida¢ idea definicji rekurencyjnej przypomina ide¢ zawarta w ZIZ i stad niektorzy nazywaja
ten rodzaj definicji definicja indukcyjng.
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© Zbioér liczb catkowitych

Zbiér liczb calkowitych oznaczamy przez 7. i definiujemy nastepujaco
Z:=NU{0}u{zeR:—z €N}

Oto pewna wazna wtasnosé¢ Z.

Twierdzenie 1.7 (zasada maksimum). KaZdy niepusty, ograniczony z gory podzbior zbioru
Z posiada element najwiekszy.
Dowd6d znéw pomijamy. Oczywiscie mozna takze wykazaé¢ analogiczng ,zasade minimum”.
Powyzsze twierdzenie pozwala (dlaczego?. .. ) na sformutowanie nastepujacej definicji:
Definicja. Czesé catkowita liczby v € R to max{m € Z : m < z}. Oznaczamy jq [z]. 'Y
Przy uzyciu tego pojecia tatwo bedzie wykazaé¢ lemat, ktéry utatwi nam wkréotce dowdd
pewnej wlasnosci liczb wymiernych.
Lemat.
V,D,yeR (y—x>1$3m62x<m<y).

Dowéd.

Wystarczy wzia¢ m := [y|. Mamy wtedy m € Z i m < y z definicji czesci catkowitej. Przy-
pusémy, ze m < x. Wowczas m+ 1 < z+ 1 < y oraz m + 1 € Z (dlaczego? — uzasadnienie
pozostawiam Panstwu). Ale m 4+ 1 > m, a zatem m # [y] — sprzecznos¢, wiec m > x. O]

Mozna wykazac, ze zbiér Z zamkniety jest wzgledem dodawania, odejmowania i mnozenia.
Przyjmijmy jeszcze nastepujace wygodne oznaczenia zbioréw ,podobnych 7 do N:
Ny:={meZ:m>k}dlakeZ (np. N; =N, Ny :=NU{0}).
¢ Liczby wymierne

Zbiér liczb wymiernych oznaczamy symbolem Q i definiujemy nastepujaco
@::{m:meZ,nEN}.
n

Zbior ten zamkniety jest wzgledem wszystkich czterech dzialan (dodawania, odejmowania,
mnozenia i dzielenia). Natomiast traktowany jako podzbidr zbioru liczb rzeczywistych ma on
jeszcze inng bardzo wazna wlasnosé.

Twierdzenie 1.8 (o gestosci Q).

VWGR <y>x:>5|q€<@x<q<y).

Dowéd.

Korzystajac z zasady Archimedesa wybierzmy n € N takie, ze n > y%x Niech ' :=n -z,
Yy :=n-y. Mamy 3/ — 2’ > 1, zatem z lematu wykazanego powyzej istnieje m € Z takie, ze
r<m<y,skadr <<y ]

4. Potega rzeczywista

W tej ostatniej czesci rozdziatu I naszkicujemy definicje potegi ¥ dla dowolnych z > 0iy € R.
Definicja ta jest dos¢ ztozona, a na jej wszystkie szczegdly trzeba by poswieci¢ bardzo wiele
czasu. Przedstawimy tu wiec konstrukcje potegi w kilku etapach, znéw z pominigciem wielu
dowodow.

b2

14) Bywaja tez w uzyciu inne oznaczenia, ponadto niestety .| ]
na Panstwa domys$lnosé...

uzywamy tez czasem jako nawiasu... — licze
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o Etap 1: 2" dlaneN, z € R

Definiujemy rekurencyjnie: 2! := z, 2" := 2 - 2" dlan € N.
Dla tak zdefiniowanej potegi ma miejsce wazna nier6wnosc.

Fakt (nieréwno$é¢ Bernoulli’ego). Jezelia > —1, n € N, to
(14+a)" > 1+ na. (L.1)

Dowéd.

Przeprowadzimy tu dowod przez indukcje. W tym celu ustalmy najpierw dowolnie a > —1.
Zauwazmy, ze (I.1) zachodzi przy n = 1 (jest nawet réwnosé). Teraz zat6zmy, ze (I.1) zachodzi
dla pewnego n. Mnozac obie strony nieréwnosci przez (1 + a) (a SciSlej — korzystajac z
aksjomatu (MP.)) otrzymujemy

(1+a)""=0+a)"(14+a)>(1+na)(l+a)=1+na+a+na*>1+(n+1)a.

W efekcie uzyskujemy wiec odpowiednik nier6wnosci (I.1) dla n + 1 zamiast dla n (oczywiscie
powyzej uzyliSmy w rzeczywistosci takze wielu innych aksjomatéw, nie jedynie (MP.) — ja-
kich?). W takim momencie na ogdt zwyczajowo konczy si¢ dowdd indukeyjny. Jednak pytanie:
gdzie tu ZIZ?7? Aby wiec bylo catkiem $cisle, tym razem dokladnie to wyjasnimy. Mianowicie
niech A := {n € N: zachodzi (I.1)}. To co dotychczas wykazalidémy oznacza ,w jezyku zbioru
A’ ze 1 € A oraz, ze dla kazdego n € N jeslin € A, ton+ 1 € A. A zatem na mocy ZIZ
otrzymujemy A = N, a to oznacza wtasnie, ze (I.1) zachodzi dla kazdego n € N. O

o Etap 2: z" dlane€Z, x #0

Dla n € N definicja byta juz w poprzednim etapie. Pozostaja przypadki z n < 0. Definiujemy
wiec 2 := 1 oraz gdy n = —m im €N, to 2" := mim

Uwaga. Nie zdefiniowaliémy 0™ dla n < 0. Dla n < 0 nie zrobimy tego, jednak niekiedy, dla
wygody przyjmuje sie, ze 0° = 1. Np. przyjmuje si¢ tak we wzorze Newtona sformutowanym
nizej. Ogolnie nalezy jednak z ta umowa uwazaé (o istotnych tego powodach przekonacie sie

Panstwo w przysztosci).
Fakt 1. Dla dowolnych x,y # 0 oraz m,n € Z zachodzi:

1. g™t = g™ . "
2. ™" = (™)™,

3 (z-y)"=am-ym

B.D.
Fakt 2 (wzér Newtona). Dia a,b € R, n € Ny zachodzi
n __ < ny i (n—k) 15)
(a+b)"=>" a®b :
o \F
B.D.

15) Zakladam, ze symbol Newtona (}) jest znany ze szkoly. Symbol ,skréconego sumowania” > ay, ,defi-

niuje” si¢ nieformalnie jako a,, + am+1 + - - - + ay, a Scista, rekurencyjna definicje pozostawiam do wymyslenia
Panstwu.
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o Etap 3: Definicja {/a dla a > 0,n € N

Chcieliby$my zdefiniowaé {/a (t]. pierwiastek n—tego stopnia z a) jako liczbe nieujemna, ktéra
daje a po podniesieniu do potegi n—tej. Ale tu pojawia sie problem — skad bowiem gwarancja,
ze taka liczba w ogéle istnieje? Aby sie o tym przekonaé, postapimy nieco ostrozniej — i tu
znow przyda sie aksjomat zupelnosci.

Definicja. /a:=sup A, gdzie A={x>0:2" <a}.

Zauwazmy, ze to poprawna definicja — ten kres istnieje, bo powyzszy zbior A jest niepusty
(0 do niego nalezy) oraz ograniczony z gory — gdy a < 1, to np. przez 1, a gdy a > 1, to np.
przez a. Zgodnie z nasza intencja zachodzi:

Twierdzenie 1.9. v@o, nen (/@)™ = a. Ponadto Ya dla a > 0 jest jedyna takq liczbg
nieujemnq, ktorej n—ta potega to a.

B.D.
Uwaga. Dodatkowo przyjmujemy, ze jesli n € N oraz n jest nieparzyste i ¢ < 0, to /¢ :=
—3/—c. Oczywiscie wowezas takze (/c)" = c.

Zgodnie ze znanym zwyczajem czesto piszemy +/a zamiast Za.

A oto wazny wynik dotyczacy niewymiernosci pierwiastkow.

Twierdzenie 1.10. Niech m,n € N. Jezeli /m ¢ N, to {/m ¢ Q. B.D.
Whniosek. Q # R, bo V2 ¢ Q na mocy twierdzenia 1.10.

Wspomnijmy jeszcze, ze pominiety przez nas dowdd tw. 1.9 nie jest bardzo trudny, ale
wymaga wiecej czasu. Zachecam do samodzielnego udowodnienia. Przyda sie m. in. wykazana
juz nieréwnos¢ Bernoulli’ego. Twierdzenie [.10 mozna z kolei wykaza¢ w oparciu o teorig¢
podzielnosci, na ktorg jednak niestety czasu nam brak.

oEtap 4: 2?7 dlax>0,¢qeQ

Potrzebny nam bedzie

Lemat. Jezeli v > 0 oraz n,n’ € N,m,m’ € Z spetniajq 7 = 7n”—,/, to /xm = V.
Dowéd.

W tym dowodzie przyda si¢

Lemacik. Jezeli a,b > 0 oraz N €N, to a”¥ =bY < a=b.

Prosty dowod lemaciku zostawiam Panstwu. By zas wykazac teze lematu, wystarczy spraw-
dzi¢ ,réwnosé po podniesieniu do potegi N = n -n'”, ktéra na mocy twierdzenia 1.9 i faktu 1

pkt. 2. réwnowazna jest " = ™" — co zachodzi z zalozenia. O]
Przyjmujemy nastepujaca definicje:
Definicja. Dia x > 0 oraz q € Q
x? = ™,

gdzie n € N, m € Z sq takie, ze g = ™

Ta definicja jest poprawna dzieki powyzszemu lematowi, gdyz gwarantuje on, ze wartos$c¢
V2™ nie zalezy od wyboru n i m spehiajacych ™ = q. Zauwazmy tez, ze dla q € Z ta definicja
pokrywa sie z def. z etapu 2.

o Etap 5: 2¥ dlax >0,y e R

Definicja.

1. Dlaxz>1,yeR z¥:=sup{z?:q€Q,q<vy};
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2. dla0 <z <1iyé€R, korzystajgc z 1. mamy zdefiniowane (%)y i defintujemy x¥ 1= (

Nietrudno wykazac, ze powyzsza definicja jest poprawna, tj. ze zbior, ktorego kres pojawia
sie w 1. jest ograniczony z gory. Latwo tez wykazaé, ze dla y € Q tak zdefiniowana potega
pokrywa si¢ z ta z poprzedniego etapu. Jednak tak naprawde¢ zmudna i nietrywialna praca, to
wykazanie, ze tak zdefiniowana potega rzeczywista posiada wszelkie ,potrzebne” wtasnosci. Z
braku czasu ponizszy fakt podajemy znéw bez dowodu.

Fakt (,algebraiczne” wlasnoéci potegowania). Dla a,b > 0 oraz x,y € R zachodzi:
1. a*Y =a"-aY,
2. a™¥ = (a")?,

3. (a-b)* =a"-b".

¢ Funkcja wykladnicza i potegowa

Przyjmujemy nastepujaca terminologie dotyczaca funkcji okreslonych na podzbiorach R o war-
tosciach w R. Niech f: X — R, gdzie X C R.

Definicja. Funkcja f jest
e dodatnia wtw Vxex f(z) >0;
e nieujemna wiw Vxex f(z) > 0;
e rosngca wiw Vmex (x<y= f(z) < fly));
e Scidle rosngca wtw \V/x,yex (x<y= flz) < f(y))

W analogiczny sposob (prosze samodzielnie wypisac...) okresla sie, Ze f jest ujemna, niedo-
datnia, malejgca, $cisle malejgca 9 . Ponadto f jest

e monotoniczna wtw [ jest rosngca lub malejgca;
e 3SciSle monotoniczna wtw f jest scisle rosngcea lub Scisle malejgca.
Whioski.

(i) (o funkcji wyktadniczej) Niech a > 0. Funkcja wykladnicza o podstawie a, tj. funkcja
W, : R — R zadana dla x € R wzorem W,(x) = a® jest dodatnia. Dla a > 1 W, jest
scisle rosngca, a dla a < 1 $cisle malejgca.

(ii) (o funkcji potegowej) Niech a € R. Funkcja potegowa o wykladniku «, tj. funkcja
P, : (0;400) — R zadana wzorem P,(z) = x* dla x > 0 jest dodatnia. Dla o > 0
funkcja P, jest $cisle rosngca, a dla o < 0 $cisle malejgca.

Dowdéd.

Dla x > 1, ¢ € Q zachodzi z? > 0 (patrz etapy 1 — 4), stad kres gérny z punktu 1. definicji
w etapie 5 jest dodatni, czyli ¥ > 0. Zatem dla x € (0;1) takze z¥ > 0 na mocy 2. definicji.
Stad dodatnios¢ obu funkcji W, i P,.

16) Ale prosze o ostroznosé! Niektérzy stosuja inna terminologie, w ktérej ,nasza” rosnaca nazywa sie niema-
lejgca, a ,nasza” $ci$le rosnaca nazywa si¢ rosngca (i analogicznie dla malejacej i $cisle malejacej)... Prosze
jednak trzymac sie terminologii tu przyjete;j.
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Teraz zajmiemy si¢ Scistg monotonicznoscia dla W,. Niech a > 1 oraz x < y. Na mocy
dodatniosci oraz powyzszego faktu (pkt. 1.) zachodzi
ay

— YT _
e =a’ " =sup A,

gdzie A ={a?:q € Q,q<y—x}. Poniewaz y — xz > 0, wiec korzystajac z tw. 1.8 (o gestosci
Q) wybierzemy qo € Q takie, ze 5% < ¢ < y — 2. A zatem ¢y > 0 oraz a® € A, wigc
sup A > a®. Jednak z definicji potegi dla wykladnikow wymiernych (etapy 1 — 4) z faktu,
ze qo > 01 a > 1 dostajemy latwo'” | ze a® > 1, czyli w efekcie sup A > 1, skad @ > a*.
Dla a < 1 — dowdd tatwy z punktu 2. definicji i z powyzszego juz wykazanego. Dowdd $cistej
monotonicznoéci dla P, — analogiczny, ale zamiast punktu 1. pow. faktu nalezy uzy¢ punkt
3. O

17) Zachecam do $cistego wykazania tego przy uzyciu podanych definicji.
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Zadania do Rozdziatu 1

1.

Wykaz nastepujace tozsamosci i nieréwnosci:

v (a) Yhood" = %W dlan € N oraz g € R\{1};

\/ 18)

v
v

(
v (

(b) (a+b)"™ =3}, (Z)akb”*k dla n € Ny oraz a,b € R (wzér Newtona, fakt str. 19);
c) la[+ 16 > |a = 0] > [[a] = [b]| dlaa,beR;
d) | X0zl < 0oy |zk] dla zq, ... 2, €R;
e) Sp_ 1\f>\/_ dlan € N,n > 2;
f) n! < ()" dlaneN;
Uwaga: w a), b) przyjmujemy 0° = 1.
Wykaz, ze

a) Vos1 Vien Jeso Vaen ¢° > en¥y
(b) Vo1 Vaso Jeso Vst ¢ > e

Niech p,, oznacza n-tg z kolei liczbe pierwsza. Wykaz, ze VneN, n>12 Pn = 3N.

Uwaga: tu mozna uzy¢ wiedzy ,szkolnej”, a nie tylko tej z wyktadu. Np. zakladam, ze
kazdy student orientuje sie co to jest liczba pierwsza (a zatem p; = 2, po = 3, p3 = 5,
P4 = 7, Ps = 11 Itd)

. Wykaz w sposob catkowicie Scisty (wskazujac na kazdym kroku rozumowania z jakiego

aksjomatu lub uprzednio wykazanego twierdzenia nalezy skorzysta¢) kilka elementar-
nych wtasnosci liczb rzeczywistych — np.: te ponizsze:

(2) Vier a-0=0;

(b) Vaer (1) a=—a

(c) Vaper — (a+b)=—a—10;
(d)

Niech A, B C R beda niepuste i ograniczone. Czy istnieje wzér wyrazajacy:

\v/aGR a 07

sup(AU B),
inf(AU B),
sup(A N B),
inf(AN B)

przy pomocy kreséw zbioréw A i B? Jesli tak, to znajdz taki wzor (i udowodnij), a jesli
nie, to wykaz, ze nie istnieje.

Niech I bedzie pewnym niepustym zbiorem (indekséw”) oraz dla kazdego i € [
niech A; C R bedzie niepusty i ograniczony z géry. Udowodnij, ze sup(U;e; Ai) =
sup {sup A4; : i € I}.

18) prosze to zrobié¢ przynajmniej przy dodatkowym zalozeniu, ze zbiér z prawej strony jest ograniczony z
gbry; bez tego zalozenia istotna staje sie umowa o ,+0o0” z wyktadu.

23 [1.12]



10.

Dla A, B C R okreslamy dzialania algebraiczne (na zbiorach) + i - nastepujaco:
A+B:={a+beR:ac€Abe B}, A-B:={a-beR:a€ A bec B}.
Oznaczmy tez:
o —A:={-1}-A,
[ ] A< B Wtwva€A7b€B U/< b
igdyceR
e c <A wtw \V/aeA ¢ < aianalogicznie c < A, c > A, c > A,
e c+A:={c}+A
Wykaz, ze jesli A, B C R sa niepuste i ograniczone z gory, to:
(a) sup(A + B) = sup(A) + sup(B);
(b) sup(A - B) =sup A - sup(B) przy dodatkowym zalozeniu, ze A, B > 0;
(c) inf(—A) = —sup(A).

Uwaga: w dowodzie pkt. a) mozna np. wykorzysta¢ wynik z zadania 6 oraz szczegblna
wersje pkt. a) dla A = {a}. Dla b) — analogicznie.

Wykaz, ze jesli ) # A C R oraz inf A = sup A, to A jest zbiorem jednoelementowym.

. Wykaz, ze jesli A, B sa niepustymi podzbiorami R, to A < B = sup A < inf B.

Znajdz oba kresy zbiorow:

(a) {a®> —ab:a,be (0;1)};
(b) {|% — %\ :n,m € Nyn #m};

V (c) {®=£:n,keN}.

11.

n+k

Zmajdz dowdd (pominiety na wyktadzie) dla szczegdlnego przypadku n = 2 w twierdzeniu
L.9., tj. wykaz, ze (¥/a)> = a dlaa > 0.
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ITI Ciagi liczbowe, granica

[okolo 3 wyklady]

1. Podstawowe pojecia i oznaczenia
o Ciag

Niech ng € Z. Ciggiem (indeksowanym od ngy) nazywamy funkcje okreslona na N, . Jej wartosci
nazywamy wyrazami ciggu. Gdy wyrazy sg liczbami rzeczywistymi, moéwimy o ciggu liczbowym
(ew. rzeczywistym)') .

Najczesciej bedziemy mieli do czynienia z sytuacja, gdy indeks poczgtkowy ng réwny jest
0 lub 1. Ciag bedziemy oznaczali jedna litera, np. a lub tak: {a,},>n, — ta druga mozliwosé
pozwala na wyrazne zaznaczenie poczatkowego indeksu. Choé czasem (np. przy wigkszym
pospiechu...) moze skrécimy to nieco do {a,}. Aby jednak nie przypominaé przy kazdej okazji
jaki jest indeks poczatkowy rozwazanych ciagéw przyjmijmy, ze na ogét bedzie to wtasnie ng
(przynajmniej w tym rozdziale, cho¢ nie tylko). Indeks ,ogélny” dla ciagu bedziemy najczesciej
oznaczali przez n, ale nie zawsze — oczywiscie zamiast {ay, },>n, mozemy rownie dobrze pisaé
np. {ax}esn,- Niektorzy zamiast ,{a,}” uzywaja ,(a,)”.

Aby wyraznie podkresli¢ zasadnicza roéznice pomiedzy n—tym wyrazem a, ciggu a =
{ak }ksno & ,calym” ciagiem a, bedziemy na wyktadzie unikali czesto stosowanego zargonowego
sformutowania ,ciag a,”, piszac zamiast tego ,ciag {an}n>n,” lub ,ciag a”.

Reasumujac, ciag liczbowy a to funkcja a: N,, — R (dla pewnego ng € Z). Inaczej tylko
niz przy typowym zapisie dla funkcji oznaczamy wartos¢ tej funkcji w punkcie n € N,,, czyli
n—ty wyraz ciagu a. Piszemy bowiem a,, zamiast a(n), cho¢ ten drugi zapis tez jest czasem
stosowany.

¢ Dziatania, nier6wnosci, monotonicznosé

Dla ciggdéw, podobnie jak ogdlnie dla funkcji, okresla sie dzialania dodawania, mnozenia, odej-
mowania i dzielenia przez liczbe. Oznacza si¢ je tymi samymi symbolami, co odpowiednie
dziatania dla liczb, cho¢ formalnie sg to oczywiscie zupetnie inne dziatania. Np. gdy r € R
oraz a,b sg ciggami liczbowymi o tym samym indeksie poczatkowym ng, to (r - a), =7 - a,,
(a + b), := a, + b, dla n > ng. Analogicznie (,punktowo”) okreslamy pozostate dziatania,
przy czym dzieli¢ ,wolno” oczywiscie tylko przez ciag o wszystkich wyrazach # 0.

Bedziemy tez uzywali symboli nieréwnosci <, >, <, > dla ciagéw (znéw, to male naduzy-
cie...) np. a < b wtw \V/n>n0 a, <b, 2 orazr < a wtw V@no r < a, i analogicznie przy
pozostatych typach nierownosci.

Ciag a jest ograniczony z gory (z dotu) wtw a < r (r < a) dla pewnego r € R; a jest
ograniczony tzn., ze jest ograniczony z gory i z dotu.

Wazna klasa ciagdéw to ciggi monotoniczne, tj. rosngce i malejgce (nie jednoczesnie...).
Obowigzuje tu terminologia wprowadzona juz w rozdziale I ogdlnie dla wszystkich funkcji. Dla
takich szczegdlnych funkcji, jakimi sg ciagi, warunki z odpowiednich definicji mozna zapisaé
prosciej. A wiec np. {an}nsn, jest rosnacy wtw V,sn, Gni1 = a,. Przypominam, ze u nas
nier6wnos¢ jest ,>", nie ,>" a ta ostra pojawia sie w definicji ciggu $cisle rosnacego.

19) Na tym wykladzie liczby sa w zasadzie tylko rzeczywiste, ale ogdlniej ciagi liczbowe mogg mie¢ wyrazy

bedace dowolnymi liczbami zespolonymi.
20)

2

Formalnie powinniS§my napisaé tu ,,VneNng ” lub ,,Vnez’n?no 7, ale taki skrétowy zapis ,,Vn>no Z
domyslnym wyborem n € Z, a nie wszystkich n € R, stosowaé¢ bedziemy czesto.
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¢ ,,Dostatecznie duze” i ,,od pewnego miejsca”
Przy okazji teorii zbieznosci ciggéw przydatna bywa ponizsza terminologia:

e gdy ¢ jest pewng formulyg zdaniowa ze zmienng ze zbioru Z lub z pewnego N, to zdanie:
o(n) dla dostatecznie duzych n oznacza to samo co

E|NEZ VnZN 90(71)

Dla skrocenia bedziemy pisaé¢: d.d.d. zamiast ,dla dostatecznie duzych”. Np. zamiast
ElNeN V@N n? — 7 > n mozemy napisaé: n2 —7 > n d.d.d. n.

e gdy W jest pewna wtasnoscia ciagu lub ciagéw, to méwimy, ze W zachodzi od pewnego
miejsca, gdy istnieje N € Z takie, ze W zachodzi dla tych ciaggow ,obcietych” do Ny
(tzn. w miejsce ciagu {ay, }n>n, bierzemy {a,}n>n).

Np. Ciag a jest rosnacy od pewnego miejsca wtw Jyez {an}n>n jest rosnacy wtw
E|Nez v@N (pt1 2 Ap

Wtw ap11 > a, d.d.d. n. Jednak nie powinnismy uzywacé sformutowan ,a jest rosnacy d.d.d.
n” ani ,a, jest rosnacy d.d.d. n” (dlaczego?).

¢ Granica

Zajmijmy si¢ wreszcie najwazniejszym tu dla nas pojeciem granicy ciagu liczbowego a =
{an}nzno-

Definicja.
e Niech g € R. Cigg a jest zbiezny do g wtw
\V/e>0 EIN;nO vnzN |an — g| <€

(tj. Veso (Jan — gl < € d.d.d. n)).

Cigg a jest zbiezny wtw a jest zbiezny do g dla pewnego g € R.
e (igg a jest rozbiezny witw a nie jest zbieiny.

Cigg a jest rozbiezny do +00 (—00) wiw Veer Insny Vasy an > C (a, < C).

Niech g € RU {+00, —cc} =: R. Cigg a ma granice g lub inaczej: g jest granicq a
wtw [ g € R i a jest zbieiny do g/ lub [g = £00 i a jest rozbieiny do g/. Zapisujemy to
symbolem a,, — g, ewentualnie a,, T 9 asama granice ciqgu a oznaczamy lim a,.

n—-+o0o

Uwaga 1. Nie mozemy wiec powiedzie¢: ,a jest zbiezny do +00”, ale mozemy: ,a ma granice

+00”, co znaczy tyle co ,a jest rozbiezny do +o0”.

Uwaga 2. Wbrew tej tradycyjnej notacji, jak wida¢ z definicji, granica i zbieznos$¢ sg zwigzane

z ,calym” ciggiem, a nie z ,jakims$ jego n—tym wyrazem”. Moze lepsza bylaby wigc notacja

Sima”, .a— g7, ale to whrew tradycji...

Fakt 1. Jesli a posiada granice, to jest ona wyznaczona jednoznacznie. B.D.
Zachecam do samodzielnego dowodu ,nie wprost” (tj. przez dojécie do sprzecznosci, przy

zalozeniu, ze teza jest falszywa).
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A zatem symbol nl—1>I—Poo a, jest poprawnie okreslony w przypadku ciggu posiadajacego gra-
nice.
Fakt 2 (do$é oczywisty). Jezeli a, = b, d.d.d. n, to a, — g < b, — g. B.D.
Przyklady (najbardziej elementarne).

1. Ciag staly. Niech r € R. Oznaczmy: a = r wtw \V/@no a, = r. Oczywiscie gdy a = r,
to a, — 7.

2. n o oo to natychmiastowy wniosek z zasady Archimedesa (tw. 1.5).

3. % — 0 — to dowodzimy jak wyzej (to klasyczny przyktad ,szkolny” — przynajmniej do
niedawna. . . ).

4. (—1)™ — ciag o wyrazach zadanych takim wzorem jest rozbiezny i (co gorsza...) w ogdle
nie ma zadnej granicy.

Dalsze ,elementarne” przyktady wygodniej bedzie badaé¢ po rozwinieciu cho¢ troche teorii
zbieznosci.

2. Wtlasnosci arytmetyczne granicy

Omawianie najwazniejszych twierdzen teorii zbieznosci zaczniemy od twierdzenia o zachowaniu
sie granicy przy dokonywaniu podstawowych operacji algebraicznych na ciggach.

¢ Dzialania z udzialem +oco

Najpierw jednak czeéciowo?") rozszerzymy dzialania okreslone w R na tzw. rozszerzony zbidr
liczb rzeczywistych R, ktory zdefiniowaliémy niedawno jako R U {+o00, —oo}. Rozszerzenia te
zdefiniowane sa w nastepujacych tabelach (argument z wiersza odpowiada lewemu argumento-
wi dziatania, a z kolumny — prawemu). Znak ,,x” oznacza, ze dane dzialanie nie jest okreslone.
O a i b zaktadamy, ze naleza do R.

I — T 7 e[ -]
a a+b| 4o | —0c0 a a—b| —00 |+
+0oo || 00 | +00 X +00 || +00 X +00
-0 || —o0 X —00 -0 || —00 | —00 | X
’ - H b ‘ +OO+o;>0 ‘ —oo_cz)>0 ‘ ' H b ‘+OO‘_OO‘
a a-b X a= X a4= a a:b b0 0 0
x b=0
—00 a<0 400 a<0
400 b>0
400 b>0
400 x b=0 X X
+o00 x b=0 +00 —00
—00 b<0
—00 b<0
—00 b>0
—00 b>0
—00 x b=0 —00 400 e x b=0 % %
oo b<0 +o00 b<0

21) Tylko cze$ciowo, bo mozna wykazaé, ze calkiem sie nie da, jesli cheielibyémy przy tym rozszerzeniu zacho-

wac np. aksjomaty ciala.
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Mozemy tez rozszerzy¢ dziatania jednoargumentowe (elementy przeciwny i odwrotny):

N = =1

a —a a
+00 || —00 X 4=
+0o0 0
—0o0 || +00
—00 0

cho¢ w ponizszym twierdzeniu nie bedzie nam to potrzebne.

¢ Rachunkowe wtlasnosci granicy

Twierdzenie II.1 (o rachunkowych wtlasnosciach granicy). Niech ® oznacza jedno z
dziatan +, —, -, . Zaléimy, ze a, — ¢, b, — h, gdzie g,h € R sq takie, ze dziatanie g ® h
jest okreslone*® oraz, w przypadku gdy & jest dzieleniem, ze wszystkie wyrazy ciggu {b,} sq
rézne od 0. Wowcezas (a ® b), — g ® h.

Ponadto, jesli {a,} >0 oraz a,, — 0, to i — +00.

W dowodzie przydatny bedzie ponizszy rezultat.
Lemat. Cigg zbiezny jest ograniczony.
Dowdéd.
Niech a, — g € R. Z warunku z definicji ,dla ¢ = 1”7 dostajemy: istnieje N > nq takie, ze
\V/n>N la, —g| < 1 czyli V@N g—1<a, < g+1. Stad, jesli oznaczymy A := {ay: k € Z,ny <
k< N}, to

V@no min({g — 1} UA) < a, <max({g+ 1} UA).
O

Dowéd (czesci twierdzenia 11.1).

Udowodnimy tylko jeden z przypadkéw: gdy ® jest mnozeniem oraz g, h € R. Niech g, h € R.
Na mocy lematu ciag a jest ograniczony, czyli?®) dla pewnego C' > 0 zachodzi \V/n>n0 la,| < C.
A zatem na mocy wlasnosci modutu (w tym nieréwnosci trojkata, ale jakich jeszcze?) mamy
dla n > ng:

|anbn - gh| = |anbn - anh + anh - gh| < |an| ’ |bn - h| + |an - g| : |h| <
Teraz, aby postugujac sie definicja wykazaé, ze a,b, — gh, rozwazmy dowolne ¢ > 0. Na
mocy definicji istniejg takie N,, N, € Z, ze
lan =gl < ==
ay — —_—
N=o
€
b, — h| < =———— dlan > N,.
| < T ’
Biorac wiec N := max{N,, N} mamy
€

Crln —©

Voo anb, — gh| < (C + |h|)

]

22) Tzn. w tabeli dla dzialania ® dla pary (g, h) nie wystepuje ,x”.
23) Zachecam do samodzielnego wykazania, ze ,,ograniczono$é to to samo, co ograniczono$é modutu z gory”.
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Warto zwroci¢ baczng uwage na powyzszy dowod. Zawiera on dwa elementy dosé¢ typowe
dla wielu dowod6w. Pierwszy to chwyt uzyty w formule (II.1) polegajacy na odjeciu i dodaniu
tej samej liczby (tu a,h) przed uzyciem nieréwnosci trojkata. Drugi to dobér N jako wiekszego
sposréd N, i Np.

Uzytecznos$é twierdzenia I1.1 dla znajdowania granic rozmaitych ciagéw zadanych zawity-
mi wzorami wydaje sie oczywista. Czasem jest ono nawet skuteczniejsze niz mogtoby sie to
wydawac¢ na pierwszy rzut oka.

Przyktad (szkolny).
n?—"Tn+3
p = —5————.
2n2+3n+1

Z twierdzenia I1.1 wida¢, ze ,mianownik” ma granice +o00, ale nie daje ono nic dla licznika...
(400 — (+00)”, choé¢ uzyte mniej bezposrednio cos jednak daje. ..co?). Nie mozemy tez wiec
uzy¢ bezposrednio tw. II.1 dla ilorazu... Stosujac jednak standardowy chwyt z dzieleniem
licznika i mianownika przez n? przeksztalcamy a, do postaci:

1-I4+3
C2+34+ %

Qn

skad juz a,, — % na mocy tw. II.1.

¢ Granice jeszcze kilku elementarnych ciggéw

Jednak aby naprawde moéc skutecznie wykorzystaé tw. I1.1 potrzeba nam wiecej zbadanych
granic dla elementarnych przyktadow ciagow — te kilka z przyktadu ze str. 27 to z pewnoscia
zbyt malo. Ponizej podamy wiecej przyktadow. Czesé z nich zostanie zbadana wkrétce na
wyktadzie, czesé na éwiczeniach, a czesé zostanie bez dowodu (do ewentualnego samodzielnego
sprawdzenia).

Przyklady (tez elementarne).

a. n% — +oo dla a > 0;

0 dla |a| < 1
b.a"—< 1 dlaa=1 ponadto {a"} nie posiada granicy gdy a < —1;
+oo dlaa>1,

no

c. 2= — 0 przy dowolnych o € R oraz C > 1;

d. ¢ — 0 przy dowolnym a € R;

n!

e. Wa— 1dlaa>0;
f. /n—1;

g. (14 1)" — e dla pewnego e € (2;3]. Uwaga: tak wlasnie definiujemy liczbe e (tj.
,Definicja: e — to granica ciagu...”).

Wykazanie, ze zachodza zbieznosci/rozbieznosci z powyzszego przyktadu przy uzyciu samej
tylko definicji granicy bytoby zadaniem do$¢ trudnym. Nieco prosciej mozna sobie z nimi
poradzi¢ przy uzyciu kilku uzytecznych twierdzen, ktére wkrétce Panstwo poznacie. Wezesdniej
jednak ostrzezenie zwigzane z ostatnim przykitadem. Ponizsze ,rozumowanie” ,oparte” na
twierdzeniu II.1 jest dos¢ czeste i typowe dla wielu nieostroznych studentow:

1\" 1 1
14+ — =(14+—)-...- 1+ — 1-...-1=1"
”(+n) <+n) <+n>_)%’—’

n razy

n razy

Jednak 1 # e ... — gdzie tkwi btad?
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3. Granica a nieré6wnosci

Poznamy tu kilka twierdzen dotyczacych konsekwencji pewnych nieréwnosci, dotyczacych wy-
razoéw ciggoéw, dla ich granic.

© Zachowanie nieré6wnosci przy przejsSciu granicznym

Zacznijmy od nastepujacego waznego, cho¢ prostego twierdzenia:

Twierdzenie I1.2 (o zachowaniu nieréwnosci przy przejsciu granicznym). Jezeli a,, <
b, d.d.d. n, oraz a, — g, b, — h, to g < h.

Oczywiécie przyjmujemy umowe, ze s < +oo oraz —oo < s dla dowolnego s € R. Przyj-
mujemy takze: —oo < 400 oraz —o0 < s < 400 dla dowolnego s € R.

Dowéd (twierdzenia I1.2).

Twierdzenie wykazemy tylko dla przypadku g, h € R. Przypusémy, ze h < g i niech € := %.
€ €
ho by G g

Rysunek 2. Tak np. mogtoby by¢, gdyby h < g

Woweczas, poniewaz € > 0, zatem d.d.d. n zachodzi (odpowiednie ,N” dobieramy najpierw
dla ciagu a, potem dla b, a nastepnie bierzemy wieksze z nich — jak w dowodzie tw. I1.1):

b, < g—€=h+¢€e<ay,,

co jest z kolei sprzeczne z zatozeniem, ze a,, < b, d.d.d. n. (patrz rys. 2) O

Zauwazmy, ze nie mozna w powyzszym twierdzeniu zmieni¢ w obu miejscach ,<” na ,<”.
Wystarczy rozwazy¢ przyktad: a, =1 oraz b, =1+ %

¢ Twierdzenie o trzech ciggach

Kolejne twierdzenie bywa bardzo uzyteczne przy badaniu granic wielu ciagoéw, dla ktérych
uzycie twierdzenia o rachunkowych wtasnosciach granicy wydaje si¢ niemozliwe.

Twierdzenie I1.3 (o trzech ciggach). Jezeli
a, < b, <c,

d.d.d. n, oraz lim a, = lim ¢, =g, to lim b, =g.
n—-+00 n—-+00 n—-+00
Zanim przystapimy do dowodu zauwazmy, ze gdybysmy juz wiedzieli, ze ciag sSrodkowy {b, }
posiada granice, to dow6d mieliby$my natychmiast dzieki tw. I1.2. Jednak tego nie wiemy...
Dowdéd.
Znow rozwazamy tu tylko przypadek g € R. Biorac € > 0, z definicji zbieznosci oraz z nieréw-
nosci z zatozenia twierdzenia d.d.d. n mamy:

g—e<a, <b,<c,<g+e,

a zatem w szczeg6lnoscei |b, — g| < e. O

Uwaga. W przypadku, gdy g = 400 lub —oo zalozenia mozna ostabi¢ — wystarczy jedna
nierownos¢ d.d.d. n. Lewa dla 400, a prawa dla —oo. Tak uproszczone twierdzenie nazywane
bywa ,twierdzeniem o dwoch ciggach”.
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Whniosek. Jezeli cigg ¢ jest ograniczony oraz cigg a zbiezny do 0, to ich iloczyn c - a jest
zbiezny do 0.

Dowdéd.

Z ograniczonosci ¢ mamy dla pewnego M € R

vn}no ‘Cnl < M7

skad
V@m 0 < |entn| < M - |ay).

Jednak skoro a,, — 0, zatem |a,| — 0, wiec (z tw. IL.1 dla ciagu statego i {|a,|}) M - |a,| —
M -0 = 0. To pozwala uzy¢ tw. I1.3 z  lewym” ciagiem stale réwnym 0. Tak wiec |c,a,| — 0,
a stad takze c,a, — 0. O

W powyzszym dowodzie zostal uzyty (dwukrotnie) nastepujacy oczywisty i uzyteczny
Fakcik. a,, — 0 wtw |a,| — 0.

Dowéd.
Patrz definicja zbieznosci... O

¢ Granica ciggu monotonicznego

Kolejne twierdzenie takze zwigzane z nierownoscia, ale juz w catkiem inny sposob, to twier-
dzenie dotyczace ciggdéw monotonicznych.

Twierdzenie I1.4 (o granicy ciaggu monotonicznego). Jezeli cigg a = {an},,, jest
monotoniczny, to posiada granice. Jest ona réwna sup {a, : n > ng} gdy a jest rosngcy, nato-
miast gdy a jest malejgcy, to réwna jest inf {a, : n > ne} ¥ . W szczegélnosci cigg rosngcy
ograniczony z gory, a takze cigg malejgcy ograniczony z dotu jest zbieziny.
Dowdéd.
Zajmiemy sie tu tylko przypadkiem ciggu rosnacego ograniczonego z gory. Dowdd dla pozo-
statych przypadkow jest podobny. Niech g := sup {a,, : n > ng}. Wykazemy, ze a,, — ¢. Niech
€ > 0. Poniewaz a jest ograniczony z gory, zatem g € R (aksjomat ciagloscil), a stad g —e < g.
Z definicji sup liczba g — € nie jest zatem ograniczeniem gérnym zbioru {a, : n > ng}, czyli
istnieje N > ng takie, ze ay > g — €. Jednak poniewaz a jest rosnacy, zatem dla dowolnego
n = N mamy

an, =2 ay > g — €,

a jednoczesnie g + € > g > a,, skad |a, — g|] < e. O]

¢ Uzycie twierdzen do elementarnych przykladéw

Poznanych w tym podrozdziale twierdzen uzyjemy teraz do zbadania paru sposrod przyktadow
a) — g) ze strony 29.
a) n® — +oo dla a > 0. Z zasady Archimedesa znajdziemy k € N takie, ze k > é Stad

% < «a iz wlasnosci potegi \V/neN b, == ¥Yn = nt < n® Na mocy twierdzenia o 2 ciagach
wystarczy wykazaé, ze b, — +oo. Ale znéw z wlasnosci potegi {b,} jest ciagiem rosnacym,
zatem ma pewnga granice g i na dodatek, z tw. I1.2, g > 0. Ponadto, z tw. II.1 dla mnozenia
(plus indukcja ,po k7) mamy b* — g*, ale b¥ =n — 400, stad ¢* = +oo. Wiec skoro g > 0,

to g = +o0.

24) Przypominam o umowie z podrozdziatu 2., dotyczacej kreséw zbioréw nieograniczonych.
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c) % — 0dla « € R, ¢ > 1. Wybierzmy jakie$ k € N takie, ze k > a + 1. Zauwazmy, ze
e > 1 zatem r := {/c—1 > 0. Wyraz ogdlny naszego ciagu zapiszemy w nastepujacy sposob:

na
anziz =

e (Vo) ((L+r)mF

Teraz z nierownosci Bernoulli’ego mamy

n
0<a, < < =
S S (L+nr)k = (nr)k n

skad a,, — 0 z tw. o trzech ciggach.
f) /n — 1. Wykazemy najpierw, ze ¢, := {/¥n — 1. Z nieréwnosci Bernoulli’ego otrzy-
mujemy tatwo, ze /1 +a <1+ 2 dla a > —1. Stad mamy

. ; s —1 11
1<\/€/ﬁ:\/1+(\2/ﬁ—1)<1+\/_ :1+\2/ﬁ——,

n n

wiec ¢, — 1 na mocy tw. o 3 ciagach. Ale /n=c¢, ¢, —1-1=1.
e) /a — 1 dlaa > 0. Gdy a > 1, to d.d.d. n mamy 1 < {/a < /n, wiec wystarczy

uzy¢ ) i tw. o 3 ciagach. Teraz dla 0 < a < 1 mamy {/a = %\/I, wiec wystarczy skorzystaé z

poprzedniego przypadku i z tw. I1.1.
g) Wykazemy najpierw, ze a = {a, },, o wyrazach zadanych wzorem a,, := (1 + L) jest
rosnacy (a nawet $cisle rosnacy). Nier6wnos$¢ a, 1 > a, réwnowazna jest nieréwnosci

1 n
L <1 + n+1>
1 1 )
1+ I+
czyli 1 — %ﬁ <(1- m)", a te ostatnig nierownos¢ tatwo dowies¢ z nierownosci Bernoul-

li'ego. Nastepnie dowodzimy, ze {a,} jest ograniczony z géry przez 3, zapisujac a,, przy uzyciu
wzoru Newtona:

n n 1 nl n 1 n—ll
anzzk <ZH<1+22H:1+Z?<1+2,

ok
n k=0 k=1 k=0

przy czym wyjasnienie powyzszych dwdch nieréwnosci pozostawiam Panstwu. Zbiezno$¢ {a,}
wynika zatem z tw. 1.4, a z tw. [1.2 mamy e < 3. Takze z tw. 1.2, z tego, ze as > 21 Ze a jest
rosnacy, dostajemy e > 2.

4. Podciagi
¢ Podciagg i podcigg uogdblniony
Definicja. {a)}

. . ,
o wyrazach ze zbioru Ny, taki, ze V@no a,

jest podciagiem ciggu {a,} wtw istnieje scisle rosnacy ciag {kn}

n=ngo n=ng n=ng

= Qag,, -
Przyktad. {#} . jest podciagiem ciggu a = {l} . (wystarczy wzia¢ k, = n?) ale

n

L nie jest podciggiem ciagu a. Takze cigg b = { = nie jest podciggiem ciggu
Vn S p>1 [v7]
n= n n>1
a, cho¢ kazdy jego wyraz jest pewnym wyrazem ciggu a.
Troche w zwigzku z ostatnim przyktadem, a troche z powodéw, ktéore wyjasnig sie za
moment, przyjmiemy jeszcze druga definicje.
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Definicja. {a/,} jest uogélnionym podciagiem ciggu {a,} wtw istnieje cigg {kn}

. . ;L
o wyrazach ze zbioru N, taki, ze k, — 400 oraz V@na a, = a

nzn n>ng nzng

Uwaga. Podciag jest uog6lnionym podciagiem, bo skoro {k, } jest scisle rosnacy i \V/neNno k, €
Ny, to k, — +oo (dlaczego?). Przyktad powyzszy z ciagiem b pokazuje, ze uogdlniony podciag
nie musi by¢ podciggiem.

¢ Granica podciggu

Okazuje sig, ze jesli ciag ma granice, to te sama granice ma kazdy jego podciag. Prawdziwy
jest nawet rezultat mocniejszy.

Twierdzenie I1.5 (o granicy uogdlnionego podciagu). Jezeli a' jest uogdlnionym pod-
ciggiem ciggu a oraz a, — g € R, to al, — g.

Dowéd.

Rozwazymy tylko przypadek gdy g € R (dowody w pozostatych przypadkach sa analogiczne).
Niech a], = ay,, k, — —4o0o. Niech € > 0 i niech M takie, ze |a, — g] < e dlan > M.
Poniewaz k,, — 400 zatem dobierzemy N takie, ze k, > M dlan > N. A zatem |ag, —g| < €
dla n > N. Dla dowolnego ¢ > 0 dobralismy N takie jakie byto wymagane definicjg i stad
ay, = Ak, — . [
Przyktad. Rozwazmy jeden z przypadkéw przyktadu b) ze strony 29, mianowicie ciag geo-
metryczny {¢"},-, dla 1 > ¢ > 0. Oczywiscie jest on malejacy i ograniczony z dotu przez 0,
zatem zbiezny na mocy twierdzenia I1.4 do pewnego g € R. Pytanie tylko czym jest to g?
Rozwazmy ciag {q(”+1)}n>1 — oczywiscie to podciag pierwszego ciagu, zatem z tw. I1.5 (i

uwagi) mamy ¢+ — g. Z drugiej strony, z tw. L1,
"V =q-q"—q-g,
zatem szukana granica g spelnia rownanie
9=4q-g.

Latwo je rozwiazac: poniewaz g # 1, zachodzi g = 0. W efekcie ¢ — 0.

¢ Granica gorna i dolna

Twierdzenia II.5 nie daje sie oczywiscie odwroci¢. Przykladem jest tu np. ciag o wyrazach
(—1)™, ktéry ma podciag zbiezny do 1, ale sam nie jest zbiezny do 1 (w ogdle nie ma granicy).
Inaczej méwiac jeden ciag a moze mie¢ wiele rozmaitych granic swoich podciggdw.
Niech
GP(a) = {g € R : istnieje podciag o’ ciagu a taki, ze a,, — g} .

Juz wkrétce wykazemy, ze zawsze G P(a) jest niepusty. Gdy a,, — g, to GP(a) jest oczywiscie
(na mocy tw. I1.5) zbiorem jednopunktowym — réwnym {g}. Mozna tez dowies¢, ze GP(a)
posiada element najwiekszy i najmniejszy?® .

Warto wiedzie¢ o istnieniu nastepujacych dwoch uogélnien na wszystkie ciagi pojecia gra-
nicy ciggu (,zwykla” granica nie dla kazdego ciagu istnieje). Mianowicie okreslamy granice
gorng:

lim sup a,, := max GP(a)
n—-+400

25) Uwaga: ale w nieco szerszym rozumieniu — przez rozszerzenie (w oczywisty sposéb) pojecia max i min
na podzbiory zbioru R, gdyz GP(a) moze nie byé¢ juz bowiem podzbiorem R. Np. jezeli +00 € GP(a), to
przyjmujemy zatem +oc = max GP(a), a gdy GP(a) = {—oc} to max GP(a) = —co. I analogicznie z min.
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i analogicznie granice dolng
limJirnf a, == min GP(a).
Mozna wykazac, ze zachodzi
Fakt. liminfa, = limsupa, = ¢ wtw lim a, =g. B.D.

n—-+00 n—-—+o0o n—-+oo

¢ Lemat o podciggu monotonicznym
Zajmiemy sie teraz waznymi rezultatami dotyczacymi istnienia dla danego ciggu pewnych jego
szczegolnych podciggéw. Zacznijmy od monotonicznodci.

Lemat. Kazdy ciqgg rzeczywisty posiada podcigg monotoniczny.

Dowdd.
Dla ,ustalenia uwagi” przyjmujemy, ze ng = 1. Dla ciggu a okreslamy

A::{kEN:vbkal}ak}.

Zachodzi jeden z dwéch ponizszych przypadkéw. Dla obu zdefiniujemy rekurencyjnie taki ciag
indeksow {k,},, (Scisle rosnacy), ze {ax,},, jest monotoniczny.
1°. A jest nieograniczony z géry. Wowczas niech ky := min A, k1 :=min{k € A: k > k,}
dla n € N (inaczej méwiac, k, to ,n-ty z kolei (co do wielkosci) element A”) — to poprawna
definicja, bo zbiér powyzszy jest niepusty skoro A — nieograniczony z géry i dzieki zasadzie
minimum to min istnieje. Jednoczesnie z definicji mamy k, 1 > k,, k, € A C N dla dowolnego
n € N, a ponadto z definicji A

kan a; > Ak, s
w szczegblnosci zatem ay,,, > ak,. Czyli {ay, }n>1 jest podciagiem ciagu a i to podciggiem
rosnacym.
2°. A jest ograniczony z géry. Wybierzmy zatem M € N (przy okazji stosujemy tu zasade
Archimedesa) takie, ze \V/ke A k< M. Dlal € Ny, oznaczmy

B(l):={keN:k>la <a}.

Zauwazmy, ze B(l) # (. Gdyby bowiem B(l) = 0, to Vi ax > ap, czyli | € A, co jest
niemozliwe, bo | > M. Znéw wiec dzieki zasadzie minimum B(l) posiada min i co wiecej
zachodzi min B(l) > | > M. Zatem mozemy okresli¢ f : Ny, — Ny, wzorem

f(1) = min B(I)

i mamy z definicji f(I) € B(l), skad dla [ € Ny, zachodzi

2) (1) > 1

b) arapy < a.

Teraz definiujac ki = M, k1 := f(k,) dla n € N uzyskujemy z a) kpy1 > kp. W
szczegblnosci wiec dla dowolnego n € Nk, € Ny oraz z b) ax,,, = aru,) < ak,. Czyli
{ak, },>1 jest podciagiem malejacym ciagu a (i to nawet $cisle).

]

¢ Podciagi zbiezne — twierdzenie Bolzano—Weierstrassa

Powyzszy lemat i twierdzenie 11.4 daja natychmiast
Whiosek. Kazdy cigq posiada podciqg, ktéry ma granice w R.

A przy mocniejszych zatozeniach otrzymujemy znane i bardzo wazne
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Twierdzenie I1.6 (Bolzano—Weierstrassa). KaZdy cigg ograniczony posiada podciqg zbiez-

ny.
Dowéd.

Na mocy lematu ograniczony cigg a posiada podcigg monotoniczny a’ — ale ten podcigg jest
ciggiem ograniczonym, skoro a jest ograniczony. Zatem z tw. I1.4 cigg a’ — zbiezny. O]

Jak wida¢, przy naszym podejsciu caly ciezar dowodu spadt na dowdd lematu.

5. Zupelno$é (troche inna)

O zupehosci byta juz mowa przy okazji aksjomatu zupelnosci. Teraz ta nazwa pojawi sie w
kontekscie ciggoéw w innym znaczeniu, cho¢ powiazanym $cisle z tym poprzednim.

Definicja. Cigg a jest ciggiem Cauchy’ego wtw
Veeo Tvsng Vinnsy |am — an| < € (11.2)

Jak wida¢, nieco to przypomina definicje granicy ciagu, ale w ogole w tej definicji granica
sie nie pojawia. Mowa jest jedynie o tym, ze ,dla duzych indekséw wyrazy sa sobie bliskie”.
Jednak to pierwsze podobienstwo okazuje sie nie by¢ przypadkowe! Zachodzi bowiem:
Twierdzenie I1.7 (o zupelnosci R). Cigg liczbowy jest ciggiem Cauchy’ego witw jest cig-
giem zbieinym.

Dowdéd.

Sl

Niech a, — g € R i niech € > 0. Z definicji zbieznoéci dobierzmy N takie, ze |a, — g| < §
dla kazdego n > N. W szczegdlnosci zatem, gdy m,n > N, to |a, — g| + |am — g| < €, skad z
nierownosci trojkata

|an_am|:|an_g+g_am|<|an_g|+|a’m_g|<€‘

77:”
Teraz zat6zmy, ze a jest ciggiem Cauchy’ego.
Wykazemy najpierw, ze a jest ograniczony. Korzystajac z (I1.2) (,z € = 17) wybierzmy
N’ > ngy takie, ze
Vm,@]\;/ ]am — an| < 1.

A zatem jezeli n > N’, to (,bierzemy m = N'") |an' — a,| < 1 skad |a,| < |an| + 1. A jezeli
n < N, to |a,| < max{|ax| : no < k < N, k € Z}. Stad a — ciag ograniczony.

Na mocy twierdzenia Bolzano—Weierstrassa istnieje podciag uogélniony a’ ciggu a, ktory
jest zbiezny. Niech wiec a/, = ax, — g € R, gdzie k,, — +00.

Wykazemy, ze rowniez a,, — g. Niech € > 0. Korzystajac znéw z (11.2) wybierzmy N > ng
takie, ze \V/m@N |G — an| < §. Poniewaz k, — +o0o oraz a, — g, zatem mozemy wybrac¢
takie s, ze |ay, — g| < § 1 jednoczesnie k; > N. W szczegdlnosci (,bierzemy m = k,”)
€

)

V@N ]aks —an| < 5

skad dla dowolnego n > N

|an_g|:|an_ak’s +aks_g| < |an_aks +|ak’s_g| <€

To dowodzi, ze a, — g¢. O]

Warto wspomnieé, ze powyzsze twierdzenie, podobnie jak twierdzenie 11.4 (o granicy ciagu
monotonicznego) moze stuzyé do dowodu istnienia granicy ciagu w takich sytuacjach, gdy
nawet nie mamy pomystu jaka ta granica mogtaby ewentualnie by¢.
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6. Informacja o dalszych twierdzeniach dotyczacych granicy ciggu

Na koniec tego rozdziatu podaje bez dowodu kilka dalszych twierdzen, niekiedy uzytecznych
w praktycznych zadaniach dotyczacych granicy.

Twierdzenie I1.8 (o granicy Sredniej arytmetycznej i geometrycznej). Niech ng = 1.

Jezeli a, — g € R, to
232:1 Qg
[ — H

n

X Hak—>9-
\Jk1

Twierdzenie I1.9 (Stolza). Niech {a,}n>ny @ {bn}nsn, beda takie, Ze

Jezeli ponadto \V/n>1 a, >0, to

an—i—l — ap - g c R
bn—l—l_bn ’

przy czym {by fnsn, Jest ciggiem Scisle monotonicznym o wyrazach niezerowych oraz zachodzi
jeden z warunkow:

ea,—0,b,—0
e b, — +00
e b, —» —0o0

) Qn
Wowczas — — g.
bn
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Zadania do Rozdzialu 11

v 26) 1, Zmajdz granice lub wykaz jej brak dla ciagéow o wyrazach zadanych wzorami podanymi
nizej (o ile ,sie da” — bez uzycia twierdzenia o granicy Sredniej arytmetycznej i geo-
metrycznej i twierdzenia Stolza).

(o) () 1+
()~ (i) /ni00
sttt G) T
(b) % (k) /7 —3"
(n . 7) 1000 (1) Vn!
(c) (771)—:E 7;_2 1001 (m) /n!—100"
(d) 100" + n! — v/n! En; n”n”Q tnon
n! — 200" ©) “ar
(e) (1,00001 — Ly (p) 25 35 (=1 o)
(f) (1+2)" (a) TTiza(1 = 32)
)

(g) (0, 9999 + Lyn

V”) 2. Znajdz granice lub wykaz jej brak dla nastepujacych ciggéw zadanych rekurencyjnie
wzorami
(a) a1 =0, any1 = 3(an + )dlan 1, dla o = 2 oraz dla a = 3;
(b) a1 =2, api1 = 3 (2 —ay,) dlan > 1, w zaleznosci od z € [0;2].

3. Zbadaj, czy ciagi zadane wzorami ponizej sg zbiezne
(@) &+ g+ T (= Zioo mig)s
(b) Xk=o 107, gdzie {cn}nxo0 jest pewnym ciggiem cyfr.
4. Wykaz, ze jesli \V/@no a, > 0 oraz “Z—:l — g, to {/a, — g.
5. Wykaz, ze dla dowolnego p € Ny zachodzi

dohq kP _ 1
nptl p+1

6. PrzeprowadZ samodzielnie pominiety na wyktadzie dowdd twierdzenia II.1 (o rachunko-
wych wlasnosciach granicy) dla przypadku ilorazu.

7. Wykaz, ze jezeli k € N oraz \V/n>n0 an > 0, to a, — g = Ya, — /g (rozwaz kolejno
przypadki: g =1, g >0, g = 0)

YV s. Znajdz przyktady do kilku ,nieoznaczonosci”, tj. sytuacji gdy operacja nie jest okreslona
W rozumieniu ze strony 27, wykazujac, ze nie daloby sie danej operacji dla tej sytuacji
okresli¢ w zaden sposéb z zachowaniem tezy twierdzenia II.1 (np. dla 400 — (+00)”,
S0 (+00)7, )

26) Do zrobienia w kazdej grupie przynajmniej: 2 przykltady sposréd (a) - (d), 3 przyktady sposréd (e) - (h)
oraz przyktad (k) lub (m).
27) Nalezy rozwigzaé¢ co najmniej jeden z podpunktéw.
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Y 10.

11.

12.

13.

14.

15.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Wykaz, ze a, — 0 wtw |a,| — 0 oraz, ze niezaleznie od wartosci g, a, — g = |a,| — |g]
(z umowa, ze | + co| = +00).

Niech ) # A C R i niech ¢ bedzie ograniczeniem gérnym A. Wykaz, ze ¢ = sup A
wtw istnieje ciag {a,} ztozony z elementéw zbioru A taki, ze a,, — c.

Znajdz sup A oraz inf A dla A =

(a) {7+ :n,meN}

(b) {z% + 5% + =5 ca,b,¢ > 0},
Wykaz, ze jesli as, — ¢ oraz agpi1 — g, to a, — g
Podaj ogélniejsze niz powyzej (jak najogdlniejsze ...) warunki na ciagi indekséw {k,},
{l,} gwarantujace, ze jesli ay, — ¢ i a;, — g, to zachodzi a, — g (oczywiscie takze
wykaz tak utworzone twierdzenie).
Wykaz, ze jezeli as, — ¢, aany1 — h, asz, — f dla pewnych f,g,h € R, to {a,} ma
granice (= f =g =h).
Wykaz Twierdzenie: Jezeli cigg liczbowy nie posiada granicy, to istniejqg dwa jego pod-
clqggl posiadajgce rozne granice.

. Wykorzystujac twierdzenie o 3 ciggach (twierdzenie 11.3) oraz twierdzenie o granicy

uogdblnionego podciagu (twierdzenie 11.5) wykaz, ze

1y
(1r5) e
Tn

jezeli x,, — 400
Korzystajac z zadan 16 i 7 wykaz, ze jezeli a € Q oraz x,, — +00, to (1 + ﬁ)x" — e

Wykaz, ze dla dowolnego x € R zachodzi % — 2. Mamy w ten sposob przyktad
yjednolicie zadanego” ciggu liczb wymiernych zbieznego do dowolnego x € R. Postugujac
sie¢ powyzszym ciagiem znajdz analogiczny ciag ztozony z liczb niewymiernych.

Udowodnij twierdzenie Stolza (tw. I1.9).

Udowodnij wybrang czes¢ twierdzenia o granicy sredniej arytmetycznej i geometrycznej
(tw. IL.8).

an
n

Wykaz, ze jesli (an41 — a,) — g, to = — g

an

Wykaz, ze jesli (an41 + a,) — 0, to %= — 0. Czy mozna tu 0 zastapi¢ przez dowolne g?
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IITI Szeregi liczbowe

[okolo 2 wykladdw]

1. Definicja ,,sumy nieskonczonej”
o Intuicje

Zapewne wielu spoérod Panstwa postugiwato sie nieskoniczonym sumowaniem jeszcze na diu-
go przed poznaniem pojecia sumy szeregu — czyli matematycznego uscislenia pojecia takiej
wlasdnie ,nieskonczonej sumy”. Typowy przyktad to rownosé

1 1 1 1

S e I
2 + 4 + 8 + 16 + ’
ktéra mozna ,udowadnia¢” na wiele sposobéw — algebraicznie” i ,geometrycznie” (np. ,kro-
jenie” kwadratu 1 x 1 — patrz rys. 3).
1
4
1
1 _
2 1
1 16
8 | 1 Lo
32

1

Rysunek 3. Takimi prostokatami ,wypetlniamy” caty kwadrat o boku 1.

¢ UScislenie
Pojecie ciagu i jego granicy (z poprzedniego rozdziatu) pozwala zrealizowaé¢ nastepujacy po-
myst prowadzacy do wspomnianego uscislenia:

Zamiast mowi¢ o dodawaniu nieskonczenie wielu sktadnikow, mowimy o ciggu
ztozZonym z ,coraz diuzszych” zwyktych skonczonych sum.

Stad ponizsza definicja. Niech {a, }n>n, — ciag liczbowy.

Definicja. Szeregiem o wyrazach a,, dla n > ng nazywamy cigg {Sn tn>n, 2adany wzorem

n
S, = Z ap, "N = ng.
k=ngo
Oznaczamy go symbolem
+o0
> a

n=ng
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Cigg {Sn}nzn, nazywamy takze ciggiem sum czeSciowych szeregu Zf{i‘,’m an 2 . Tym

samym symbolem

+oo

D> an

n=ng
oznaczamy rowniez granice ciggu { Sy tnsny, 0 ile granica ta istnieje — nazywamy jg wowczas
sumaqg szeregu

+oo 99

. . . ”
neme 1 terminologia ,szeregowa

¢ Podwdjny sens ,,>.

W zwigzku z tym symbol 3720 , Gn Drzestaje niestety mie¢ swoj jednoznaczny sens — oprocz

znaczenia szeregu (czyli pewnego ciagu) symbol ten moze tez oznaczaé jego granice, tj. sume
(czyli pewien element R), o ile ta istnieje. A zatem np. ,napis” > a, to ciag o kolejnych
wyrazach S; = ay, So = a; + as, S3 = a1 + as + az, ...lub granica tego ciggu — wybdr
znaczenia zalezy od kontekstu.

W zwiazku z powyzsza definicjg, dla szeregdw obowigzuje wprowadzona w rozdziale 11
cala terminologia zwiazana z granica ciagu. Méwimy wiec np., ze szereg >,>° , Gn A granice
g € R wtw S, — g¢. Sa jednak pewne (u$wiecone tradycja) wyjatki: nie uzywa si¢ symbolu

+o0o ’” : : :
12 an=ny On — ¢ — zamiast tego pisze si¢

+oo
> an=4g
n=ng
Ponadto, dla szeregdéw, czesciej zamiast ,granica” mowimy ,suma’. Jednak caty czas, tak jak

bylo ogélnie dla wszystkich ciagdw, szereg jest zbiezny wtw ma skonczong granice (sume)
(tzn. istnieje granica g ciagu sum czesciowych i g € R).

o Cigg a szereg

Podsumujmy zatem: owa niescisle okreslona dotad ,suma nieskonczona” to zwyczajnie granica
(o0 ile istnieje) ciagu sum czesciowych, czyli suma szeregu. Natomiast sam szereg (tj. ciag sum
czesciowych), to po prostu szczegblny rodzaj ciagu. A wtasciwie moze lepiej bytoby powiedzieé:
ciag utworzony w pewien szczegdlny sposéb z ciagu swoich wyrazéw {a,}. To wczesniejsze
stwierdzenie byto nienajlepsze, gdyz ma miejsce nastepujacy fakt:

Fakt. Kazdy cigg jest szeregiem.

Dowdd pozostawiam Panstwu (jest nietrudny ...).

2. Ogoéblne twierdzenia i podstawowe przyktady

Gloéwne twierdzenia, ktore beda nas interesowaly w omawianej tu teorii szeregdéw to tzw.
Lkryteria zbieznosci”, czyli twierdzenia gwarantujace, ze przy pewnych zalozeniach o ciggu
Wyrazow {an }nsn, szereg Y42 a, jest zbiezny (na ogél nie bedziemy wnikali w to, jaka jest
suma szeregu). Wezesniej jednak sformulujemy kilka twierdzenn o bardziej ogdlnym charak-
terze. Warto zwréci¢ uwage na to, ze wiekszos¢ z nich to proste konsekwencje, czy wrecz

przeformutowania twierdzen uzyskanych uprzednio w rozdziale dotyczacym ciggdw.

28) Prowadzi to do do$¢ dziwnej sytuacii, ze {Sp tnsn, (czyli S27%° a,) jest sam swoim ciggiem sum czescio-

n=ngo
wych — ale c6z — taka jest tradycja ...
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¢ Warunek Cauchy’ego dla szeregéw

Twierdzenie III.1 (o warunku Cauchy’ego dla szeregéw). > a, jest zbiezny wtw
v5>0 E|N>no vm>n>N | Z ag| < e. (IIL.1)
k=n

Dowéd.
Jezeli Sy, = >"p_,, ak, to Y01, ax = Sy — Sn—1 zatem (IIL.1) mozna zapisa¢

ve>0 3N>n0 vm}n}N ‘Sm - Sn,ﬂ <€,

co nie tylko wyglada ,podobnie” do warunku Cauchy’ego dla ciagu {S, }n>n,, ale, jak bardzo
latwo sie przekonaé, 2 jest mu réwnowazne. Teza wynika zatem z twierdzenia o zupetnosci

R (tw. IL7). u

¢ Podstawowy warunek konieczny zbiezno$ci

Twierdzenie II1.2 (o warunku koniecznym zbiezno$ci szeregu). JeZeli Z:{jﬁm ap —
zbiezny, to a, — 0.

Dowéd.

Mozna np. uzy¢ twierdzenia II1.1, ale mozna inaczej. Zalézmy, ze Z:{iﬁm a, = g € R. Dla
n > ng+ 1 zachodzi a, = S, — Sp,-1 — g — g = 0 (korzystamy z twierdzen o granicy podciagu
uogoblnionego oraz o granicy réznicy). O

¢ Istnienie sumy dla wyrazéw nieujemnych

Twierdzenie II1.3. Szereg o wyrazach nieujemnych posiada sume rzeczywistq lub rowng +o0o.
Jest on zbieiny wlw jego cigg sum czeSciowych jest ograniczony z gory.

Dowéd.

To jasne, bo {Sy, }n>n, jest rosnacy, zatem wystarczy uzyé twierdzenia I1.4. O
Uwaga dotyczaca oznaczen. Dla szeregbw o wyrazach nieujemnych (i tylko dla takich
raczej) piszemy czesto ,>. 1 a, < +oo” zamiast ,>. T a, jest zbiezny”.

n=ng n=ng

¢ Dodawanie szeregéw i mnozenie przez liczbe

Ostatnie z twierdzen ,jog6élnych” to prosty wniosek z twierdzenia o wtasnosciach rachunkowych
granicy ciggu.

Twierdzenie I11.4. Zaldzmy, ze 3120 a, = A, X% b, = B, gdzie A, B € R oraz zer € R.
Wowczas:

o jeieli A+ B jest okreslone, to S/ (a, +b,) = A+ B

n=ng

o jezelir - A jest okreslone, to Zf{i‘;m rea,=r1r-A

Dowdéd.
To oczywiste z tw. II.1. O

29) Choé rzeczywiscie latwo, zachecam by oba warunki wypisa¢ i by szczegélowo samodzielnie przesledzié
dlaczego zachodza implikacje w obydwie strony.
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Szereg 3 n0 (an+by) to suma szeregdw 3% a, 13,25 by, . Z tw. I11.4 wynika wiec w
szczegolnosci, ze suma szeregdw zbieznych jest szeregiem zbleznym i analogicznie dla réznicy,

czy mnozenia szeregu przez liczbe.

Uwaga. > 1> no(
mianych wciaz jako odpowiednie ciagi sum cze$ciowych) — dlaczego?

- by,) nie jest (na ogol ... ) iloczynem szeregéw > a, i X% b, (rozu-
o Szereg geometryczny

Na ogét szeregi zbiezne o nawet do$é ,,prosto wygladajacych” wyrazach maja granice nie beda-
ce zadnymi ,znanymi” liczbami (w tym — wymiernymi). Jednak dla szerequ geometrycznego
S0 ¢" sprawa jest prosta:

e dla ¢ € (—1;1) ma sume li—q;

e dla ¢ > 1 ma sume +o0;

e dla ¢ < —1 nie posiada granicy (suma nie istnieje).
Wynika to natychmiast ze znanego (indukcja ...) wzoru na S,:

_n k_l_anrl
Sn—Zq —fdlaq#l.
-9

o Zageszczanie

Aby powiekszy¢ nieco nasz zaséb (dotad bardzo ubogi...) przykltadéw szeregéw zbieznych i
rozbieznych sformutujemy jeszcze nastepujacy fakt.

Lemat (o zageszczaniu). Jezeli {a,},>1 jest malejacy i nieujemny, to
o] +00
Zan<+oo witw Z2"-a2n<+oo.

Dowdd pozostawiamy jako zadanie.
Przyktad. Niech o € R.

“+oo
Y. — <400 = a>1
n=1
Mamy bowiem 2" - (27})& = 2n_(1;,1) = q¢", dla ¢ = ﬁ Poniewaz ¢ € (—1;1) wtw a > 1,

zatem wystarczy uzy¢ lematu o zageszczaniu oraz przyktadu z szeregiem geometrycznym.
»Zageszczanie” dokonato tu ,cudownej” przemiany badanego szeregu na prosty juz dla nas
szereg geometryczny.

Warto zapamietac, ze szereg Z*OO L (tzw. szereg harmoniczny) jest ,jeszcze” rozbiezny.
Tu a = 1, czyli to przypadek ,,granlczny’ pomiedzy zbieznoscia (dla a > 1) i rozbieznoscia
(dla o < 1).

30) Tzn. cigg sum czedciowych dla Z:‘X; (an + by) jest suma ciagdéw sum czesciowych dla Z: o On 1 dla
+oo

by,
n=no
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o Bezwzgledna zbieznosé

Przed kolejnym twierdzeniem wprowadzmy nastepujaca definicje.
Definicja. 3/ a, jest bezwzglednie zbiezny witw 325 |a,| < +0o.

Twierdzenie III.5 (o zbieznosci bezwzglednej). Szereg bezwzglednie zbiezny jest zbieiny.
Dowéd.

Skoro 31> |a,| jest zbiezny zatem na mocy tw. III.1 zachodzi

n=ng
m

\v/6>0 3N2n0 vm)n)N Z |C1f]<;‘ < €.
k=n

Poniewaz jednak (nier6wnosé tréjkata uogélniona na (m — n + 1) sktadnikow)

m m
| Z ak‘ < Z |ak|7
k=n k=n
zatem w efekcie otrzymujemy warunek Cauchy’ego takze dla Zj{fjm an,, wiec z tw. I11.1 wynika
jego zbieznosé. O]

Jak sie juz wkrotce przekonamy, twierdzenie odwrotne do twierdzenia II1.5 nie zachodzi.
Moze sie wiec zdarzy¢ szereg zbiezny, ktory nie jest bezwzglednie zbiezny. O takim szeregu
mowimy, ze jest zbieiny warunkowo.

3. Kryteria zbieznosci bezwzglednej
¢ Kryterium poréwnawcze

Zaczniemy od bardzo prostego, ale w pewnym sensie takze najwazniejszego (i w praktyce bar-
dzo uzytecznego) twierdzenia pomagajacego bada¢ zbieznosé konkretnych szeregéw o wyrazach
nieujemnych.

—+00
n=ng

Kryterium III.1 (poréwnawcze). Jezeli 0 < a, < b, d.d.d. n oraz y
to 7% q, — zbiesny. V)

n=no

b, jest zbieiny,

Dowd6d poprzedzimy nastepujacym oczywistym faktem (ktérego dowdd zostawiam Pan-
stwu).

+o0o
n=ng

Lemacik. Dla dowolnego ny > ng >
Dowéd (kryterium III.1).

Zatozmy, ze 0 < a, < b, dla n > ny. Na mocy lemaciku oraz tw. II1.3 wystarczy wykazac,
ze ciagg sum czesciowych szeregu Z:{i‘% a, jest ograniczony z gory. Ale z zalozenia oraz z tw.

I11.3 istnieje M € R takie, ze

ay jest zbiezny wtw Z:ﬁ‘;& ay, jest zbiezny.

N

k=ng k=ng
dla dowolnego n > ny,. O

‘Whnioski.

1) Jezeli 0 < a, < by, d.d.d. n oraz Y12, an, — rozbiezny, to > b, — rozbieiny.

A zatem mamy tez proste w uzyciu kryterium rozbieznosci.

31) Na og6l bez przypominania przyjmujemy, ze ng jest poczatkowym indeksem dla rozwazanych ciagéw i
Szeregow.
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2) Jezeli |a,| < b, d.d.d. n oraz X2 b, — zbieiny, to 37
stgd rowniez — zbiezny.
Kryterium poréwnawcze mozna wiec de facto traktowac jako kryterium dotyczace zbiez-
nosci bezwzglednej szeregow.

ey Gn — 2biezny bezwzglednie, a

¢ Kryterium asymptotyczne

Przed sformutowaniem kolejnego kryterium przyjmijmy nastepujaca definicje i oznaczenie.
Definicja. Zatozmy, zZe a,,b, # 0 d.d.d. n. Ciggi a i b s¢ asymptotycznie podobne
wtw §* — g dla pewnego g € R \ {0}. Oznaczmy to w skrécie a ~ b bgd? a, ~ b, 32 .
Kryterium III.2 (asymptotyczne) Jezeli a, ~ b, oraz {b,}n>n, ma wyrazy staltego znaku
od pewnego miejsca, to 3.7 a,, jest zbiezny wtw Y. b, jest zbieiny.

Dowéd.

Zauwazmy najpierw, ze gdy a, ~ b, oraz {b, },>, ma wyrazy stalego znaku od pewnego miej-
sca, to takze {ay,},>, ma wyrazy statego znaku od pewnego miejsca (patrz np. rozumowanie
ponizej). Ponadto a,, ~ b, wtw b, ~ a,. A zatem z tej ,symetrii” wynika, ze wystarczy wyka-
za¢ implikacje w jedng strone. Poniewaz przemnozenie szeregow przez (—1) nie wptywa na ich

n=ng n=ng

zbieznos¢, mozemy zatozy¢, ze b, > 0 d.d.d. n oraz ze g = hrf — > 0. Z definicji granicy
n—-+0oo n

(w6 = £7) mamy 3* > g — 4 = £ d.d.d. n, wige g a, > b, >0ddd n (w szczegélnoéci

{an}n>n, ma staly znak od pewnego miejsca). Zatem jezeli 1% ay, jest zbiezny, to 3720 §a"
tez (tw. II1.4), wiec z kryterium poréwnawczego uzyskujemy zbleznosc Z:jo‘jm by O]

Uwaga. Zbieznos$¢ szeregéw z kryterium II1.2 jest oczywiscie réwnowazna (przy zatozeniach
tego kryterium) ich bezwzglednej zbieznosci. Zatem nie warto ,préobowaé” tego kryterium,
gdy spodziewamy sie zbieznosci warunkowe;j.

Jak wida¢ z dowodu, kryterium asymptotyczne jest formalnie stabsze od kryterium pordw-
nawczego, ktére stanowito istote jego dowodu. Jednak w praktyce, kryterium asymptotyczne
bywa czesto duzo wygodniejsze w uzyciu. Idea jego uzycia jest taka: jezeli wyraz szeregu
Z,fj’m a, jest zadany do$é¢ skomplikowanym wzorem, to znajdujemy ,prostszy” ciag {b,} o
stalym znaku i asymptotycznie podobny do {a,} (a jak taki znalezé? — czesto wystarczy w
formule na a,, zostawié¢ tylko ,to co najistotniejsze”). Tym sposobem problem badania zbiez-
nosci sprowadza nam sie do badania tylko ,prostszego” szeregu .72 b,,.

n=ng
Przyklad. Niech

1 _ 10
_ n? n3
n n?

Czy 3 ay, jest zbiezny? Latwo odgadnaé ,wygodny” {b,}. Niech mianowicie

40 1
%—1-0 n

n

> 0.

Bez trudu sprawdzamy, ze a,, ~ b, (a nawet Z—: — 1) i z kryterium asymptotycznego 32 a,

— rozbiezny, bo Z*"O L rozbiezny. Oczywiscie dalo sie tez bezposrednio szacowaé a,, z dohu
(jak?) tak by uzy¢ ,,Zwyklego” kryterium poréwnawczego, ale uzyte kryterium II1.2 wydaje
sie tu szybsze i bardziej ,,automatyczne”.

32) Ta druga wersja oznaczenia (choé wygodna) jest nieco nieformalna (podobnie jak np. oznaczenie a, —
g), bo chodzi tu przeciez o wlasno$é¢ ciggéw, a nie ich n-tego wyrazu ... Ponadto — uwaga: ani nazwa
»asymptotycznie podobne”, ani symbol ,,~” nie sa zbyt powszechnie uzywane.
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¢ Kryteria d’Alemberta i Cauchy’ego

Czasami (choé¢ zazwyczaj nie az tak czesto, jak chcieliby tego studenci...) przydaja sie naste-
pujace dwa kryteria, takze bedace konsekwencjami kryterium poréwnawczego.

Kryterium III.3 (d’Alemberta) oraz II1.4 (Cauchy’ego). Niech

{ | %22 dla d’Alemberta®)
cn — n

lan| dla Cauchy’ego

i zaléimy, ze ¢, — g € R. Jezeli g < 1, to Zj{iﬁlo a, jest zbiezny bezwzglednie, a jezeli g > 1,
to S0 ay jest rozbiezny.

Dowdéd (dla d’Alemberta). (dla C. — jeszcze tatwiej...) Jezeli 0 < g < 1, to g = 1 — 2¢ dla
pewnego € > 0, zatem z definicji granicy dla ciagu {c,} istnieje N takie, ze ¢, < g+e=1—¢
oilen > N. Zatem dlan > N + 1

o |an|

an]’

Ap * oo AN+1

(1— 6)(an) > H L =

Ap_1" ... QN

czyli fa| < §%5x - (1= €)" d.d.d. n.
Poniewaz szereg, ktérego n—ty wyraz jest po prawej stronie pow. nieréwnosci to zbiezny
szereg geometryczny pomnozony przez staly, zatem ZZST’ZO a, jest zbiezny bezwzglednie na
mocy wniosku 2 z kryterium poréwnawczego.
Jezeli g > 1 to zapisujac g = 1+2e z € > 01 biorac N takie, ze ¢, > g—¢€ = 1+4¢€ dostajemy
analogicznie |a,| > (1|i]€v)‘N (1+¢)™ d.d.d. n. Zatem z twierdzenia ,0 dwdch ciagach” |a,| — +o0,
czyli a,, /0. Stad 3> a, — rozbiezny na mocy tw. I11.2 (o warunku koniecznym). O

n=ng
Przyktady.

1. Dla >t n% te kryteria nie dziataja dla zadnego a € R, bo dostajemy g = 1 (cho¢

nawet nie dla wszystkich a € R jest to przy naszej obecnej wiedzy takie jasne; patrz np.
zadanie 7)

2. Dla 3129 % dostajemy przy uzyciu kryterium d’Alemberta ¢, = n%rl — 0, zatem szereg
ten jest zbiezny. Co wiecej mozna wykazaé (i nie jest to bardzo trudne, choé¢ na nasze
wyktady — zbyt czasochlonne, ale zachecam do samodzielnych préb3® ) nastepujacy

fakt.

Fakt. >t L =e.

Uwaga. Z twierdzenia o granicy Sredniej geometrycznej (tw. I11.8) nietrudno dowiesé, ze ciag
speliajacy zalozenia kryterium d’Alemberta musi takze speliaé¢ zatozenia kryterium Cau-
chy’ego. A zatem z formalnego punktu widzenia kryterium Cauchy’ego jest ,mocniejsze” (tzn.
dziala dla niemniejszej klasy przypadkéw niz kryt. d’Alemberta). Mimo to czasem wygodniej
jest uzy¢ kryt. d’Alemberta niz Cauchy’ego ze wzgledow czysto rachunkowych.

4. Kryteria zbieznosci ,,niekoniecznie bezwzglednej”

Kryteria z poprzedniego podrozdziatu nie nadawaty si¢ do bezposredniego dowodzenia zbiezno-
sci takiego szeregu, ktéry nie bytby zbiezny bezwzglednie. Wszystkie one opieraty si¢ bowiem
na kryterium poréwnawczym.

33) A zatem w kryt. 1113 zakladamy, ze a, # 0 d.d.d. n.
34) Patrz zadanie 18.
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¢ Kryterium Dirichleta i przeksztalcenie Abela

Do badania zbieznosci szeregdéw, ktore nie musza by¢ jednak bezwzglednie zbiezne przydaje
sie do$¢ czesto nastepujace kryterium.
Kryterium IIL.5 (Dirichleta). Jezeli {a,}n>n, jest monotoniczny od pewnego miejsca i

a, — 0 oraz >/ "o bn ma ograniczony cigg sum czgsciowych, to

+oo
Z Qp - bn
n=ng
jest zbiezny.
W dowodzie wykorzystamy nastepujaca formute.

Lemat (przeksztalcenie Abela). Dla dowolnych liczb uy, ... uy,v1,. .., 0, zachodzi

n—1 k

ZW'WZZ( Uz)'(vk—?}kﬂ)‘i‘(zuz)'vn 35
k=1 k=1 I=1 I=1

Dowéd.

Prosta indukcja. O]

Dowéd (kryterium Dirichleta).

Mozemy zatozy¢, ze {a,}n>n, jest monotoniczny (patrz lemacik ze str. 43), a co wigcej, ze
jest malejacy (gdyby byl rosnacy, to zamiast wyrazéow a,, b, mozna rozwazy¢ —a,, —b, i
skorzysta¢ z wersji ,malejacej”).

Wykazemy, ze szereg Z;fi?m a,b, spelia war. Cauchy’ego dla szeregdéw, co dzieki tw. I11.1
da nam jego zbieznos¢. Niech T, := 37¢_ "0, dla n > ng. Niech M > 0 bedzie takie, ze
\V/n>n0 |T.| < M. To, ze {an}n>n, — malejacy i zbiezny do 0 daje nam, ze \V/n>n0 a, = 0.
Zatem dla € > 0 mozna dobra¢ N > ng takie, ze

€
vn>N 0 a, < m

Korzystajac teraz kolejno z lematu (o przeksztalceniu Abela), z nieréwnosci trojkata, z ,ma-
lenia” {a,} dostajemy dla dowolnych m > n > N:

m m—1 k m—1
| > bar| < D | Z (ar — agy1) + ’Zbl am = Y |Tp—Tooa| - (a — agr) +
= k=n I=n l=n k=n

m—1
+ T — Thea| - am < QMZ ag — ax+1) +2Ma,, = 2M(a, — am + ay) = 2Ma, < €
k=n

¢ Kryterium Leibniza i przyklady szeregéw zbieznych warunkowo

W udowodnionym wtadnie nowym kryterium nieco ,dziwaczne” moze sie wydawaé zalozenie
dotyczace ograniczonosci ciggu sum czedciowych dla 31> o Un- Jednak ciagdw b, spetniajacych
ten warunek jest bardzo wiele. Wyboér kazdego konkretnego takiego ciagu daje nam automa-
tycznie jakie$ kryterium, bedace pewnym szczegdlnym przypadkiem kryt. Dirichleta. Np., gdy
b, := (—1)" to odpowiedni ciag sum czesciowych jest ograniczony, gdyz przyjmuje tylko dwie
mozliwe wartosci: 0 oraz 1 wzglednie —1 (w zaleznosci od parzystosci ng). Zatem uzyskujemy

35) Gdy n = 1, to z prawej strony wzoru pojawia sie ,,22:1 ...7 Stosujemy umowe, ze zawsze gdy ¢ < p, to

S0 =0
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Whiosek (kryterium Leibniza). Jezeli {a,}n>n, jest monotoniczny od pewnego miejsca i
ap — 0, to 020 (—=1)"a, jest zbieiny.

To kryterium pozwala nam poda¢ zapowiadany wczesniej przyktad.
Przyktad. 37> (—1)"2 jest warunkowo zbiezny. Ogdlniej: 342 (—1)"=% dla o € (0;1] jest
warunkowo zbiezny.

5. Zmiana kolejnosci sumowania
¢ Problem przemienno$ci sumowania nieskonczonego
Mozna zadaé sobie ogodlne pytanie:

Jakie wltasnosci zwyklego (,skonczonego”) sumowania przenoszq si¢ na ,sumo-
wanie nieskonczone”?

Dos¢ chyba naturalne oczekiwanie, ze przenosza sie ,wszystkie” wtasnosci okazuje si¢ jednak
by¢ ztudne. Nalezy zachowa¢ daleko posunieta ostroznosé przy préobach przenoszenia wtasnosci
sum skonczonych na przypadek nieskoriczony. Dos¢ czesto okazuje sie, ze w miarg ,bezbolesnie”
takiego przeniesienia mozna dokona¢ przy dodatkowym zatozeniu o bezwzglednej zbieznosci
szeregu. Zilustrujemy to na przykltadzie problemu przemiennosci dodawania. Aby to uscisli¢
przypomnijmy najpierw, ze p : N,,, — N,,, jest permutacjg N,, wtw p jest ,na” i ,1-1736)
Problem. Jaki jest zwigzek 3,02 a, 2 3,020 aymy (istnienia sum, ich wartosci)?

n=ng n=ng

¢ Przemienno$¢ dla zbieznosci bezwzglednej

Zacznijmy od twierdzenia ,,pozytywnego”.

. . . ’, . ’ . . . . . +OO
Twierdzenie II1.6 (o przemiennoéci szeregdw bezwzglednie zbieznych). Jezeli }2) ay

jest bezwzglednie zbiezny, to przy dowolnej permutacyi p zbioru N,,, dla sum szeregéow zachodzi

+o0 +oo
D= ) Gy
n=ng n=ng

B.D.

Okazuje sie, ze zatozenie o bezwzglednej zbieznosci jest tu bardzo istotne — wrecz nie-
zbedne, o ile obracamy sie w kregu szeregéw zbieznych.

© Zbiezno$¢ warunkowa, a brak przemiennosci

Prawdziwy jest ponizszy, dos¢ zaskakujacy na pierwszy rzut oka wynik.

Twierdzenie II1.7 (Riemanna). Zalézmy, Ze S0 an jest zbiezny warunkowo. Woéwcezas
dla dowolnego G' € R istnieje taka permutacja p zbioru N, , ze

+00
> ) = G-
n=ngo
Istnieje takze taka permutacja, zZe E;ﬁ%o ap(n) M€ posiada sumy. B.D.

Podobne  ktopoty” moga pojawia¢ sie takze dla wlasnosci innych niz przemiennos$é. Np.
dla grupowania wyrazéw poprzez ,dopisywanie nawiaséw”, co wiaze si¢ z wtasnoscig tacznosci
dodawania (patrz — zadania do tego rozdziatu).

36) Podobnie definiuje sie permutacje w przypadku zbioréw skonczonych zamiast N,,,. Oczywiscie napis ,,1-1”
nie oznacza tu liczby 0 lecz réznowartosciowosé funkeji p (patrz np. rozdzial IV).
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6. Mnozenie szeregow
¢ Iloczyn Cauchy’ego

Jak mnozy¢ szeregi? Wtlasciwie — wiadomo: skoro szereg to po prostu cigg sum czesciowych,
to mozna zwyczajnie brac¢ iloczyn ciggdéw sum czesciowych. Jednak tak okreslone dziatanie w
zbiorze szeregéw nie jest zbyt interesujace i nie ma zbyt istotnych zastosowan. Zamiast po-
wyzszego ,zwykltego” iloczynu szeregoéw zdefiniujemy inne — dos$¢ popularne dziatanie zwane
tloczynem Cauchy’ego. Zrobimy to tylko dla szeregdéw o indeksie poczatkowym ng = 0. lloczyn
Cauchy’ego bedziemy tu oznaczaé symbolem © (raczej niespotykanym gdzie indziej...).
Definicja. >/ a, ¢ 3120 b, ¥ ¢, gdzie

n
Cn = Z ag - by_g
k=0

dla n € Ny.

Latwo sprawdzi¢, ze ¢ posiada sporo wtasciwosci analogicznych do wlasnosci zwyktego
iloczynu dla liczb rzeczywistych, takich jak np. tgcznosé, czy przemiennosc.

¢ Wyniki o zbieznosci iloczynu Cauchy’ego
Nas przede wszystkim interesowaé bedzie zwigzek pomiedzy mnozeniem szeregdéw a ich suma-
mi.

Sformutujemy bez dowodu nastepujace twierdzenie dotyczace tej kwestii.

Twierdzenie I11.8 (tw Mertensa + tw. Cesaro ) Rozwaz'my dwa zbieine szeregi takie,
e Yt a, = A, Y12 b, = B iniech 1% ¢, = S a, ¢ S0 b,. Wowczas, jezeli zachodzi
ktorys z ponizszych warunkaw.

1. (Mertens) przynajmniej jeden z szeregéw S1°% a,, S°1°% b, jest bezwzglednie 2biezny,
2. (Cesaro) 3120 ¢, posiada granice,

to

+oo
ch =A-B.
n=0

¢ Funkcje exp, sin, cos
Okreslimy funkcje exp: R — R wzorem

+oo "

exp(z) := i dla xz € R.
n=0 """

Nietrudno zauwazy¢, ze powyzszy szereg jest bezwzglednie zbiezny dla kazdego x € R. Ponadto
mozna tez wykazaé (polecam jako zadanie ,rachunkowe”), ze

+oo ,.n ‘o0, n
DEATS DU SRl )Y
n=0 n' n=0 n' n=0 7’L'

W takim razie, dzieki twierdzeniu Mertensa prawdziwy jest

37) 4cislej — to tylko wniosek z tw. Cesaro zwany tez twierdzeniem Abela.

38) Uwaga: tu kazdy z trzech symboli ,3 ...” ma oznaczaé szereg, w odréznieniu od ,3" ...
gdzie oznacza on sume odpowiedniego szeregu.

b2

w definicji exp,
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Fakt 1. \V/LyeR exp(x +y) = exp(x) - exp(y).

W przysztosci okaze sie, ze exp(x) to to samo co e”, jednak na razie brak nam jeszcze
narzedzi, by to wykazac.

Teraz kolej na funkcje trygonometryczne: sin i cos. Definiujemy je tak:

—+00 I2n+1 +oo I2n
i = S = 1" dl R.
sin(x) nz::()( ) CEE cos(x) nz:%( ) ) axeE

I znéw dzieki twierdzeniu Mertensa, rozumujac jak wyzej, mozna wykazaé
Fakt 2. Dla dowolnych x,y € R zachodzi:

1. sin(z + y) = sin(x) cos(y) + cos(z) sin(y);
2. cos(z +y) = cos(z) cos(y) — sin(z) sin(y);
3. (sin(z))? + (cos(z))? = 1.
B.D.
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Zadania do Rozdzialu III
1. Wykaz, ze kazdy ciag liczbowy jest szeregiem (fakt ze str. 40).

2. Zmajdz sumy ponizszych szeregow:

Foo 1
(2) n;l n(n+1)
o
(b) Z:Q n?—1
=@M+ (=)m)?

Vi) X

+oo

(d) > Tm (najpierw wyprowadZ wzor na wyraz S, ciagu sum czesciowych szeregu
oo
Z ng" dla ¢ # 1, zapisujac S,+1 przy pomocy S, na dwa istotnie rézne sposoby).
n=0

V39) 3, Zbadaj zbieznos¢ i bezwzgledna zbieznos¢ ponizszych szeregdw:

(a) é; ;33:1 (&) 3 (V2-1)

(b) fm () 3 (Y1) (1)

(c) io g: i_ ;Z (i) :2;1) (\775 — 1)* w zaleznosci od @ € R
=X nl

—n?+3n+1 () —
W &

+oo )10000 (k) Z (—1)

(¢) T;) (1,000001)" n=0 s
0 (%51 PR

4. Korzystajac z wiedzy z GAL—u: postaci trygonometrycznej liczby zespolonej i jej n—tej
potegi (wzor de Moivre’a) oraz ze wzoru na Y5, 2F 40 | wykaz, ze szereg Y+ Sninz)
jest zbiezny przy dowolnym z € R.

5. Wykaz, ze jezeli {a, }n>0 jest $cisle malejacy i a,, — 0, to 3129 (—1)"a, > 0.
6. Wykaz, ze cos(2) < 0.

7. Wykaz, ze jezeli zachodzi ktory$ z warunkow:

(a) {nay,}n>1 jest ograniczony
(b) \V/neN a, > 0112 a, jest zbiezny,

to > (an)? jest zbiezny. Czy zalozenie o nieujemnosci w b) jest istotne?

39) Przynajmniej 3 szt. spogrod a)—e) i 3 szt. spoéréd pozostatych.
40) Patrz zadanie 1.
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10.

11.

12.

13.
14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Czy suma szeregow rozbieznych jest zawsze szeregiem rozbieznym?

Wykaz, ze jezeli {a,}n>1 jest malejacy oraz 372 a, jest zbiezny, to na, — 0. Czy
zatozenie, ze ciag jest malejacy jest istotne?

Czy prawdziwe jest nastepujace ,twierdzenie o trzech szeregach”:
Jezeli a, < b, < ¢, dlan > ng oraz szeregi Zn o A Zn o Cn $G 2biezne, to 3
jest zbiezny?

—+00
n= nob

Wykaz, ze jezeli Y12 a, jest bezwzglednie zbiezny, to |2 a,| < 02 |an|.

Wykaz ,twierdzenie o reszcie szeregu zbieznego”:
Jezeli 7 a,, jest zbieiny, to v >0 E|N>n0 IS a,| < e

n=ng

Wykaz Jlemat o zageszczaniu” (patrz str. 42).

Udowodnij nastepujace ,drugie kryterium porownawcze Jezeli ciggi a, b o wyrazach
dodatnich spetniajq “*+ b”“ d.d.d. n oraz 3 o Un Jest zbiezny, to S, jest tez
zbiezny.

n=ng

Wykaz, ze w kryterium ,asymptotycznym” (kryterium II1.2) nie mozna zrezygnowaé z
zalozenia o stalym znaku (od pewnego miejsca).

Znajdz przyktad takiego {a,}n>1 19 € R, ze Voen an > 0, Yn — g, ale 22 4 g

Wykaz, ze jezeli 32,25 ax jest bezwzglednie zbiezny, 2,2 ax = g oraz liczby ¢, okre-
slone dla dowolnych k > ko, n > ng spetiaja:

(a) 3M>O vk}k@,ﬂ}ﬂg |Ck,n’ < Ma
(b) Visko nl_l)I}rfloo Cen = 1,

to cigg okreslony wzorem L, := /%5 axcrn (n > ng) jest zbiezny do g (,dyskretna”
wersja tw. Lebesgue’a o zbieznosci majoryzowalnej).

Korzystajac z zadania 17 wykaz, ze 372 n, = e (gdzie e to zdefiniowana w rozdziale 11
1
liczba réwna lim (1+ —)").
n—-+o0o n
Przy uzyciu kryterium Dirichleta (kryterium II1.5) udowodnij ponizsze kryterium Abela:

Jezeli {an }nsn, jest monotoniczny od pewnego miejsca i jest ograniczony oraz 3,20 by

n=ng
jest zbiezny, to 3420 o Anbn jest zbiezny.

Ponizsze dwa zadania dotyczg dwoch sposobow grupowania wyrazéw szeregu.

(a) Wykaz, ze jezeli 3129 ag, 1 32529 ag, i1 sa zbiezne, to zbiezny jest takze 5129 a,,.
(b) Czy zachodzi odwrotna implikacja?

(¢) Sformutuj i wykaz uogélnienie twierdzenia z punktu a) takie, by obejmowato ono
mozliwie ogodlne rozktady zbioru indeksow na dwa podzbiory.
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V41 o1,

Y 22.

23.

24.

25.

26.

27.

Y 28.

Niech {a, }n>n, bedzie ciagiem liczbowym, {p, },,>1 niech bedzie §cisle rosnacym ciagiem
indeksow z N,,, takim, ze p; = ng (p, bedziemy interpretowaé jako ,poczatek n—tej

grupy” przy grupowaniu®? wyrazéw szeregu ST o @n). Niech

pn+1_1

>

k=pn
dla n € N oraz niech G € R. Wykaz, ze
(a) Zn =no n:GjZ:gAn:Gu

(b) moze nie zachodzié ,<=" powyzej,
(c¢) <" powyzej zachodzi, o ile zachodzi ktéres z ponizszych zalozen:

L. \v/nEN Pnt1 — Pn = 2 0187 a, — 0,
1i. {pn+1 pn}n>1 jest staty oraz a,, — 0,
1. {pn+1 - pn}@l jest ograniczony oraz a, — 0,

iv. dla dowolnego n € N wszystkie liczby w zbiorze {ay: p, < k < ppy1 — 1} maja
ten sam znak (tj. wszystkie sa > 0 lub wszystkie sa < 0; ale ten znak moze
zaleze¢ od n),

V. szereg Z:{iﬁm a, posiada granice.

Zbadaj zbieznos¢ szeregdw

@ 3 Ve
oo 1

R il

Udowodnij twierdzenie o przemiennosci szeregu bezwzglednie zbieznego (tw. I11.6, dowdd
pominiety na wyktadzie).

Wykaz, ze jesli Vnm a, > 0 oraz p jest permutacja Ny, to Y02 a, = Y120 aym

n=ng N n=ngo
(niezaleznie od tego, czy zachodzi zbieznosé, czy nie).

Zbadaj, czy iloczyn Cauchy’ego ¢ jest operacja: przemienna, taczna. Jakie sa szeregi
neutralne dla ¢? Jakie szeregi posiadaja elementy odwrotne wzgledem 7

2

Znajdz wzor opisuj@cy zwykly iloczyn - szeregéw Y120 a, i 3720 b, (tzn. dzialanie .-

jest takie, ze ( n=0 an) (Z+OO b ) E+OO d,, gdzie Zk:o dp = (Zk:o an)(EZ:o bn) przy
dowolnym n € Ny).

Wykaz, ze iloczyn Cauchy’ego szeregéw bezwzglednie zbieznych jest szeregiem bez-
wzglednie zbieznym.

Wypisz szczegbtowe dowody (pominiete na wyktadzie) dla formut ,algebraicznych” do-
tyczacych iloczynow Cauchy’ego odpowiednich szeregéw potrzebnych przy dowodach
przynajmniej jednej sposréd ponizszych formut (patrz fakty 11 2 ze str. 49):

(a) exp(z +y) = exp(z) - exp(y),

41) Przynajmniej z punktem c) w wersji (i).
42) Opisywany tu rodzaj grupowania nazywany bywa rozstawianiem (albo dopisywaniem) nawiaséw.
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(b) sin(z +y) = sin(x) - cos(y) + cos(x) - sin(y),
(c) cos(x +y) = cos(z) - cos(y) — sin(x) - sin(y),
(d) (sin(x))? + (cos(x))? = 1.

29. Wykaz, ze \V/zeR exp(x) > 0. (Wskazéwka: uzyj wzoru z zad. 28 (a).)
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IV  Granica i cigglos$é funkcji

[okolo 3 wykladdw]

1. Granica funkcji
¢ Punkty skupienia

Pojecie granicy ciagu wprowadzone w rozdziale II rozszerzymy na znacznie ogdlniejsze sytu-
acje. To uogdlnienie péjdzie w dwoch kierunkach. Po pierwsze, bedziemy rozwazaé szersza
klase funkcji niz tylko ciagi. Po drugie, granica bedzie mogta by¢ rozwazana nie tylko ,w
+o0”, ale takze ,w innych punktach”. Dla funkcji f : D — R, gdzie dziedzina D funkcji f
jest podzbiorem R, granice bedziemy mogli rozwazaé jedynie w takich punktach z R, ktére sa
tzw. punktami skupienia D.

Definicja. Niech a € R,D C R. Wéwczas a jest punktem skupienia D (bedziemy to
skracaé: p.s.) wtw istnieje cigg {x, Ynsn, w. D\ {a} ¥ taki, ze x,, — a.

Rozwazane przez nas funkcje beda okreslone najczesciej na dziedzinach bedacych pewnymi

przedziatami*® . Wtedy oczywiscie sprawa jest prosta: a jest punktem skupienia przedziatu

niezerowej dtugosci wtw a nalezy do tego przedziatu, badz jest jego prawym lub lewym koncem
(niezaleznie od tego, czy te konce do przedzialu naleza, czy nie). Ale np. zbiér skonczony nie
ma punktéow skupienia, N,, ma tylko +oo, dla {0} U [1;2) zbiorem punktéw skupienia jest
[1;2], a dla R zbiorem tym jest R.

¢ Definicja Heinego granicy

Przejdzmy zatem do samej definicji granicy funkcji.
Definicja (Heinego). Niech f : D — R, a — p.s. D oraz niech g € R. Wéwczas g jest
granicg f w punkcie a wtw dla dowolnego {x, }n>n, w. D\ {a} takiego, ze x,, — a zachodzi

f(xn) — g

Granice te oznaczamy przez
lim £ (x),

r—a

ponadto fakt, zZe g jest granicqg f w punkcje a oznaczamy takze przez
lim f(z) =g b f(z) —

(ewentualnie f(x) — g, gdy a jest jedynym p.s. D).
Oczywiscie (jak wynika z faktu 1 ze str. 26), jesli istnieje granica f w punkcie a, to jest
ona wyznaczona jednoznacznie.

Przyktady (bardzo proste). Niech f,g,h : R — R beda zadane dla dowolnego z € R
wzorami

o= o ={§ G0 ) =a

gdzie ¢, d — ustalone liczby. Wéwczas dla dowolnego a € R mamy oczywiscie

lim f(z) =c=limg(z), limh(z)=a.

r—a r—a r—a

13) Bedziemy uzywaé skrétu: {xp, fnsn, W. X, ktéry oznacza, ze {2, }n>n, jest ciagiem o wyrazach w zbiorze

X (tzn. funkcja z N,,, w X). Inaczej: w. = ,,0 wyrazach w”.
44) Patrz str. 62.
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Warto zwréoci¢ uwage na fakt, ze wybor liczby d nie mial w powyzszym przyktadzie zadnego
wplywu na wartos¢ lim g(x) nawet wtedy, gdy a = 0. Ogélnie bowiem, jak wida¢ natychmiast
z definicji granicy, wybér wartosci f(a) (gdy a € D, co ogélnie nie musi wecale zachodzi¢) nie
wplywa ani na fakt istnienia granicy f w punkcie, ani na jej wartosc.
Ponizsza uwaga wyjasnia sprawe ewentualnej niejednoznacznosci pojecia granicy w przy-
padku ciggu, ktéry przeciez takze jest funkcja...
Uwaga. Jezeli f : N,, — R, to pojecie granicy funkcji f w 400 pokrywa sie z pojeciem
granicy ciagu f = {f(n)}nzn, z rozdziatu II (zatem nie ma tez kolizji oznaczen Jim” i ,—7).
By te uwage wykazaé¢ wystarczy skorzystaé¢ z twierdzenia o granicy uogélnionego podciggu
(twierdzenie IL.5).

¢ Klopoty z notacja

Notacja zwigzana z pojeciem granicy funkcji moze jednak sprawia¢ pewne klopoty. Zwiaza-
ne jest to z faktem, ze granica, o ile istnieje, jest jednoznacznie wyznaczona przez funkcje
oraz punkt ,w ktérym granica jest rozwazana”. Zatem optymalnym oznaczeniem bytoby np.
Jim, f7 w miejsce tradycyjnego ,,ii_r)% f(z)”. A tradycyjny zapis, przez to, ze pojawia sie tam
nie samo f, ale ,jakies f(z)”, w naturalny sposob zacheca do zastepowania owego ,f(z)”
konkretnym wzorem, ktérym funkcja moze by¢ zadana. Ale co oznacza np. napis:

Jlim (o~ o) ?
Czy chodzi tu o granice ciagu? Wtedy jest to ciag zerowy i granica réwna 0. Ale moze chodzi
o granice funkcji f : R — R zadanej wzorem f(m) = m — [m| da dowolnego m € R? A ta
,hiestety” nie istnieje! (dlaczego?). Problem polega wiec na tym, ze podany jest wzér, zamiast
funkcji. Wiemy wiec tylko, jakim wzorem funkcja ta jest zadana, ale nie wiemy na jakiej
dziedzinie. Aby zbytnio nie odchodzi¢ od tradycyjnej notacji, mozemy w takich wieloznacznych
sytuacjach pisac:

lim  wzor(z).

r—a, €D
Jednak tak bedziemy postepowac tylko sporadycznie. Raczej bedziemy liczyli na to, ze znacze-
nie tego typu symbolu bedzie jasne z kontekstu jego uzycia. Jednoczesnie bedziemy sie starali
sprawe wyboru pomiedzy ciggiem a ,nieciagiem” rozstrzygnaé¢ poprzez uzycie odpowiedniej
zmiennej: dla ciggu bedziemy raczej rezerwowac litery: n,m, k, a dla innych funkcji: x,y, 2.
Cho¢ dla ,nieciggu” wybor dziedziny pozostaje nieraz wystarczajaco duzy by niejednoznacz-
no$¢ nadal miata miejsce. Np. w powyzszym przyktadzie zupetnie co innego uzyskujemy dla
dwoch roznych dziedzin Dy := {5 +n:n € N}, Dy := {3 +n:neN}.

¢ O definicji Cauchy’ego granicy

Przyjeta przez nas definicja granicy funkcji odwotuje sie do zdefiniowanej juz wczesniej granicy
ciagu. Jednak nie byto to konieczne, mozna byto uzy¢ tzw. definicji Cauchy’ego — pewnego
warunku nie odwolujacego sie wcale do ciggdéw, rownowaznego warunkowi z definicji Heinego.

Twierdzenie IV.1. Niech f : D — R, a — p.s. D, g € R. Nastepujgce trzy warunki sq
rOWnowazne:

(i) lim f(z) =g

r—a

(i) dla dowolnego Scisle monotonicznego {x,tnsn, w D\ {a} takiego, zZe x,, — a zachodzi
f(zn) = g.
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(iii) (,definicja” Cauchy’ego)
przypadek 1. — dla a,g € R:

\V/e>o EI5>o \v/aceD\{a} (Jv —al <d=|f(r) —g| <e)

przypadek 2. — dla a € R, g = +o00:

vMeR EI5>0 vxeD\{a} (v —a| <d= f(z) > M)

przypadek 3. — dla a = —o0, g € R:

\V/s>o HME]R vxeD (<M =|f(x) —g| <e)

. atd. — w sumie nalezatoby wypisac 9 przypadkow obeymujgcych wszystkie mozliwosci
dla par a,g bedgcych (niezaleznie) w R lub +oo lub —oo. Licze, Ze na podstawie tych
trzech przypadkow, kazdy z Czytelnikow bedzie w stanie wypisaé dowolny z pominietych.

Dowdd tego twierdzenia najlatwiej przeprowadzi¢ dowodzac implikacji (i4) = (iii) oraz
(1ii) = (i), co dzieki oczywistosci (i) = (ii) da potrzebne réwnowaznosci. Szczegdly dowodu
pomijam i zostawiam jako zadanie.

¢ Rachunkowe wtasnosci granicy funkcji

Odpowiednikiem twierdzenia o rachunkowych wtasnosciach granicy ciagu (tw. I1.1) jest twier-
dzenie ponizsze:
Twierdzenie IV.2 (o rachunkowych wlasno$ciach granicy funkcji). Niech fi, fo: D —
R, a — p.s. D oraz niech ® oznacza jedno z dziatan +, —, -, : . Zaloimy, zZe ,lcmé fi(x) = g
dla j = 1,2, gdzie g1, g2 € R i ze dziatanie g, ® gy jest okreslone oraz, w przypadku gdy & jest
dzieleniem, Ze VweD fa(x) # 0. Wowczas llgclz(fl ® fo)(T) = 91 ® go.
Dla porzadku nalezy jeszcze wyjasnié, ze dziatlanie ® ,na funkcjach” okreslone jest natu-
ralnym wzorem (f; @ fo)(z) := fi(z) ® fo(z) dla z € D.
Dowdéd.
Wystarczy uzy¢ definicji Heinego granicy i twierdzenia II.1. O
W powyzszym twierdzeniu nie wspomnielidémy o jeszcze jednej waznej operacji dla funkeji,
a mianowicie o zloZeniu funkcji oznaczanym przy pomocy symbolu o . Przypominamy, ze jezeli
f: X—=Y ¢g:Y—>Z togof:X — Z zadana jest wzorem

(go f)(x) = g(f(z))

dla dowolnego = € X. Odpowiednie twierdzenie ,0 granicy ztozenia” (zwane tez twierdzeniem
,0 podstawianiu”) ma tre$¢ nietrudna do odgadniecia, choé (uwagal!) pojawia sie tam pewien
yhaczyk”. Sprawy zwigzane z tym twierdzeniem mozna odnalezé w zadaniach do rozdziatu IV.
Warto tu wspomnieé¢, ze samo twierdzenie mozna traktowac¢ jako uogoélnienie twierdzenia I1.5
(o granicy uogdlnionego podciagu).
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¢ Obclnanie i scalanie

Operacja nieco przypominajaca branie podciagu danego ciagu jest w ogélnym przypadku
funkcji operacja obciecia *» Przypomnijmy, ze obciecie funkcji f: X — Y do zbioru X' € X
oznaczamy symbolem f|x oraz ze f|x: X' — Y, przy czym dla x € X' po prostu

(f[x)(x) = f(x).

Za analog (cho¢ nie uogdlnienie) twierdzenia ,0 granicy podciagu” mozna by wiec uznaé fakt
nastepujacy, catkiem oczywisty z definicji granicy.
Fakt. Niech f : D — R, D' C D oraza — p.s. D'. Jezeli :lvlgé f(x) =g, to
lim(f |pr)(2) = g. *©
Zmacznie jednak wazniejsze jest nastepujace wzmocnienie powyzszego faktu.

Twierdzenie IV.3 (o ,scalaniu” V). Jezeli f : D — R, D;,Dy C D, a — p.s. Dy i
Dy oraz D\ {a} = (Dy U Dy) \ {a}, to }:Hréf(x) =g wtwdlaj =174dlaj =2 zachodzi

lim(f |, )(x) = g-

Dowdéd.
Oczywisty, jesli uzy¢ definicji Cauchy’ego (tzn. tw. IV.1)... O

¢ Granice jednostronne

Oprocz zdefiniowanego juz pojecia granicy funkcji rozwaza sie takze tzw. granice jednostron-
ne funkcji. Mozna je zdefiniowaé¢ powtarzajac z odpowiednimi modyfikacjami definicje dla
wzwyktej” granicy, albo ktérys z warunkow jej réwnowaznych z twierdzenia IV.1. My jednak
postapimy inaczej. Dla D C R oraz a € R oznaczmy

toy={reD x> (<a}

(dla @ = 0 upraszczamy to do Dy, D_). Inaczej méwigc, DY to cze$¢ zbioru D polozona na
prawo od punktu a, a D* — na lewo od a. W szczegdlnosci D> = D= = (), D*> = D> =
D oraz Ry = (0; +00), R_ = (—00;0).

Definicja. Niech f : D — R, oraz a — p.s. D). Jezeli istnicje glgllrtll(f |Di(—))($>’ to nazy-
wamy jo granicg prawostronng (lewostronna) f w punkcie a i oznaczamy

lim f(x).

2—at(-)

Obie nazywamy granicami jednostronnymsi f w punkcie a.

A zatem granice jednostronne to szczegoélne przypadki zdefiniowanej na poczatku rozdziatu
granicy funkcji, tyle, ze rozwazanej na ewentualnie zmniejszonej dziedzinie. Nie ma zatem po-
trzeby dowodzenia osobnych analogéw ,,jednostronnych” wszystkich formutowanych wezesniej
lub dopiero w przysztosci twierdzen dot. ,zwyktych” granic. Po prostu nalezy te ,zwykle”
twierdzenia zastosowac do funkcji obcigtych do odpowiednich zbioréw D¢ lub D?. Szczegol-
nym przypadkiem twierdzenia o ,scalaniu” jest

Whiosek. Jezeli f : D — R oraz a — p.s. D¢ i D*, to lim f(z) =g wtw lierf(x) =g=
lim f(x).

a—a—

45)
46)

Nie ma tu pelnej analogii — np. przy braniu podciagu dziedzina nie zmienia si¢, przy obcinaniu — owszem.
Zgodnie z wezesniejszym ustaleniem mogliby$my pisaé  lim b f(z) zamiast lim (f|p/)(z).
r—a,x€D’ r—a

47) Nazwe te zapozyczytem od pana Michata Krycha (patrz tez zadanie 13).

57 [IV.4]



¢ ,,Dostatecznie bliskie”

W przypadku, gdy postugiwaliSmy sie ,zmienng catkowita n” czesto uzywaliSmy skrotu d.d.d.
n. Jak to przenies¢ na przypadek ogdlniejszy ”zmiennej x ze zbioru D” i punktu skupienia
a zbioru D? Zrobimy to nastepujaco. Termin: dla x € D dostatecznie bliskich a (w skrécie
zapiszemy: d. x € D d.b. a) bedzie odtad tym samym co:

L E|<5>O vaD,O<|xfa|<5 ) gdy ac R?

o E|MGR \v/xGD,x>(<)M , gdy a = +00 (—00).

Dopuszczamy tu jednak dowolno$é¢ szyku zdania, podczas gdy w wersji z kwantyfikatorami,
kwantyfikatory musza by¢ zawsze na poczatku zdania.

¢ Inne wazne analogie z teorig ciggow

Jak widzieliSmy np. w przypadku twierdzenia IV.2 (o rachunkowych wtlasnosciach granicy
funkcji), twierdzenia dotyczace granic ciagéw miewaja nierzadko swe naturalne uogélnienia
obowigzujgce dla granic funkcji. Tak jest réwniez w przypadku kilku innych twierdzen z roz-
dziatu II.

Na uzytek ponizszych twierdzen przyjmujemy, ze D C R, a € R, a —p.s. D, f,g,h: D —
R oraz c,d € R.

Twierdzenie IV.4 (o trzech (ew. dwéch) funkcjach). Jezeli

d.x €D db. aoraz
lim f(z) = lim h(x) = ¢,

to lim g(x) = c¢. Gdy ¢ = +o0 (—00), to zaloZenia dotyczqce funkcji h (funkcji f) mozna
ponxnr(;@c’.

Twierdzenie IV.5 (o zachowaniu nieréwnosci przy przejSciu granicznym). Jesli
f(z) <g(x) d. x € D d.b. a oraz glglgzlf(a:) =c Zglclirég(l‘) =d, to c < d.

Twierdzenie IV.6 (o warunku Cauchy’ego dla funkcji). Funkcja f posiada skoriczong™®
granice w a wtw

g ve>0 35>O \v/m,yGD\{a} (‘l’ - a‘v ’y - Cl’ <o= ‘f(x) - f(y>’ < 6)7 gdy a € R;

e Veoo Tuer Vayenria (2,9 > ()M = | f(z) = f(y)| <€), gdy a = +oo (~o0).

Uwaga! Prosze nie myli¢ warunku Cauchy’ego dla funkcji z ,definicjg” Cauchy’ego granicy
funkcji z twierdzenia IV.1.
Fakcik. f(z) — 0 wiw |f(z)] — 0.

Tr—a

Twierdzenie IV.7 (o granicach jednostronnych funkcji monotonicznej). Jezeli f jest
monotoniczna oraz a — p.s. D} (D%), to istnieje prawostronna (lewostronna) granica f w
punkcie a.

Dowody.

Powyzsze twierdzenia sprowadzajg sie do odpowiednich twierdzen z rozdziatu I1. Dla twierdzen
IV.4, IV.5 i fakciku jest to catkiem proste. W przypadku twierdzenia IV.6 do implikacji ,,="”
tatwo uzy¢ po prostu twierdzenia IV.1 (definicji Cauchy’ego). Natomiast przy dowodzie <",

48) Tzn. rzeczywista (nalezaca do R).
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uzywajac twierdzenia I1.7 (o zupelosci R) tatwo mozemy wykazaé, ze dla dowolnego {z,}
w. D\ {a} takiego, ze z, — a, ciag {f(x,)} jest zbiezny. Pozostaje wykazaé, ze granica
{f(x,)} jest taka sama dla wszystkich rozwazanych {z,}. Jak to wykazaé¢? — pozostawiam to
Panstwu ... (nietrudne!). Dla dowodu twierdzenia IV.7 mozna najpierw skorzysta¢ z warunku
Lownowaznego” (ii) z twierdzenia IV.1, dzieki czemu bedziemy mieli do czynienia jedynie z
ciagami { f(x,)}, ktére sa monotoniczne (dlaczego?). Gdy zatem skorzystamy z twierdzenia I1.4
(o granicy ciagu monotonicznego), do zakoriczenia dowodu pozostanie rozwiazanie podobnego,
cho¢ juz troche trudniejszego problemu, co przy dowodzie twierdzenia I'V.6. [

¢ Kilka waznych granic

Na zakonczenie podrozdziatu dotyczacego granicy funkcji podamy przyktady kilku waznych
granic funkeji. Wykazanie czesci z podanych tu réwnosci bedzie zadaniem dla Panstwa (m. in.
na ¢wiczenia).

Przyktady.

1

1. lir}rq (14 —=)" = e. Nie chodzi tu oczywicie o granice ciggu o wyrazach (14 +)" znanego
Panstwu z rozdziatu II, ale o granice funkcji okreslonej np. na R,. Jednak do$¢ tatwo
wykaza¢ powyzsza rownosé, korzystajac wtasnie z tego, ze e jest granica powyzszego
ciggu.

x()é

2. lirf — = 0dla a € R, ¢ > 1. Tu, podobnie jak w poprzednim przyktadzie, mozna
z—+o00 ¢t
wykorzystaé zbieznos¢ odpowiedniego ciggu. Oczywiscie chodzi tu o Z—: — 0 (str. 29).
Pomocne beda tez informacje o monotonicznosei funkeji wyktadniczej i potegowej (patrz

wniosek str. 21).

3. lir% a® =1 dla a > 0. To oczywiscie uogdlnienie znanego nam faktu: /a — 1 (patrz

przyklad e) strona 29). Dzigki twierdzeniu IV.7 wiemy, zZe istnieja granice jednostronne
w punkcie 0 — oznaczmy je odpowiednio: g_, g,. Zatem z definicji granicy funkcji mamy
a = an — g+, skad g, = 1 oraz {L/g —a 7w — g—, czyli g = g_ = 1. Zatem z wniosku

ze strony 57 uzyskujemy potrzebng réwnosé.

exp(z) — 1 _

4. lim 1
z—0 x
5. 1im S0 _ 4
z—0 x
. cos(x)—1 1
“—1 1 @—1
7. lin% z = lir% % = « dla dowolnego o € R. Ten ostatni przyktad mozna
rz—1 1 — T—

uzyskac z przyktadu 4. — a jak? To zostawiam Panstwu jako ¢wiczenie do zrobienia juz
po przejsciu przez definicje logarytmu (patrz tez zadanie 3).

Roéwnosci z przyktadow 4, 51 6 zostang wkrotce wyjasnione w oparciu o tzw. szeregi potegowe.
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2. Ciaglosé¢ funkcji w punkcie
¢ Definicje Heinego i Cauchy’ego

Niech f: D — Riniecha € D CR.

Definicja (Heinego). Funkcja f jest ciggla w (punkcie) a wtw dla dowolnego {x,} w.
D takiego, Ze x, — a zachodzi f(x,) — f(a).

Zauwazmy, ze ta definicja bardzo przypomina definicje (Heinego) granicy. Ale istotne réz-
nice sa takie: tu zamiast granicy g jest f(a) oraz tu a € D, ale za to a nie musi koniecznie by¢
punktem skupienia D. Ponadto moze tu zachodzi¢ x,, = a dla pewnych n.

Czasami uzywa sie¢ alternatywnej definicji — tzw. definicji Cauchy’ego, ktora z kolei przy-
pomina ,definicje” Cauchy’ego granicy funkeji (patrz tw. IV.1 war. (iii)). Skoro jednak my
zdecydowalidémy sie na definicje cigglosci w wersji Heinego, ta alternatywna definicja bedzie
dla nas juz twierdzeniem.

Twierdzenie IV.8. Nastepujgce warunki sq rownowazne:
(1) f jest ciggla w a,

(ii) jezelia — p.s. D, to lim f(z) = f(a),

(iii) (,definicja” Cauchy’ego)

\v/e>0 EI<S>0 vaceD (|z —al <d=[f(x) = fla)] <e).

Dowéd.

(1) = (i7) wynika natychmiast z obu definicji (Heinego) dla ciggtosci i dla granicy. (ii) = (7)
— to z kolei bardzo tatwo wykaza¢ z definicji granicy ciagu (prosze to zrobié samodzielnie...).
Wystarczy wiec wykazaé, ze (ii) = (iit). Zatézmy wiec (i7). Jezeli a — p.s. D, to (4ii) wynika
bezposrednio z twierdzenia IV.1 (patrz przypadek 1 w (iii)). Jezeli a — nie jest p.s. D, to
istnieje takie § > 0, ze w przedziale (a — §;a + 0) nie ma zadnego elementu zbioru D poza a.
Stad by wykazaé (iii) wystarczy dobraé¢ te wlasnie liczbe ¢ dla kazdego € > 0. O
Whniosek. Jezeli a € D, ale a nie jest p.s. D, to f jest ciggla w a.

W szczegélnosei np. dowolny ciag {x, }rn>n, jest funkcja ciaglta w kazdym z punktéw n €
N,,,. Oczywiscie jednak, tak naprawde, ciagto$¢ w punkcie jest interesujaca wylacznie dla tych
punktéow a € D, ktére sa p.s. dziedziny funkcji.

¢ Cigglo$¢ w punkcie i granice ,,nowych” ciggéw

Informacja o tym, ze jakas funkcja f jest ciagta w punkcie a bywa bardzo wygodna. Kazdy
taki przypadek cigglosci pozwala nam bowiem sformutowaé nastepujacy ,[fakcik”, bedacy po
prostu przeformutowaniem definicji ciggltosci w punkcie:

(xn, € D d.d.d. n oraz x,, —» a) = f(z,) — f(a).

A wiec, inaczej méwige, w takiej sytuacji mozemy ,mechanicznie” obie strony symbolu z,, — a
,obtozy¢” funkcja f. To pozwala nam na powazne rozszerzenie zasobu ciggdéw, dla ktorych
bedziemy w stanie znalez¢ granice. Jednak pod jednym warunkiem — musimy znaé¢ jakies
funkcje ciggte w pewnych punktach. I to mozliwie duzo ... T wazng sprawa zajmiemy sie w
nastepnych podrozdziatach.
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¢ Funkcja ,,wszedzie nieciggta”

Teraz natomiast przyktad catkiem negatywny ...
Przyktad (funkcja Dirichleta). Niech f: R — R zadana bedzie wzorem

1 dlaze@
f@)_{o dlaz ¢ Q.

Latwo dla dowolnego a € R skonstruowaé¢ dwa ciagi: {x,} — o wyrazach wymiernych i {z/,}
— o wyrazach niewymiernych takie, ze x,,z), — a (patrz zadanie 18). Poniewaz

1= fwn) = 1#0— f(x}) =0

zatem w kazdym punkcie a € R funkcja f jest nieciagla (tj. nie jest ciagla w a). Co wiecej,
dla kazdego punktu a funkcja Dirichleta nie posiada w ogodle granicy w tym punkcie.

3. Funkcje ciggte
¢ Intuicje geometryczne i definicja

Zdefiniowalidmy juz cigglos¢ w punkcie. Teraz zajmiemy sie ciggtoscig funkeji ,w ogole”. Dosé
czesto, gdy mowa o funkcjach ciagtych, mozna ustyszeé¢ nastepujaca ,intuicyjno—geometryczna
definicje”:

Funkcja ciggla to taka funkcja, ktorej wykres mozna narysowac bez odrywania
otowka.

Jesli chodzi o intuicje zwiazana z ciagloscia, to powyzsze stwierdzenie bywa czasem uzyteczne,
cho¢ nawet pomijajac kwestie Scistosci, trudno uznaé je za stwierdzenie prawdziwe. Istnieja
bowiem tak dziwne funkcje ciggle, ktérych wykresu z pewnoscig nie datoby sie naszkicowaé
nawet z grubsza... Tymczasem $cista definicja jest taka:

Definicja. Funkcja jest ciggla wtw jest ciggla w kazdym punkcie swojej dziedziny.

¢ Operacje na funkcjach ciagltych

Natychmiastowym wnioskiem z twierdzenia o rachunkowych wlasnosciach granicy funkcji (tw.
IV.2) oraz z tw. IV.8 jest nastepujacy wynik.

Fakt 1. Suma, iloczyn, rézinica i iloraz funkcji cigglych (w przypadku ilorazu zakladamy, Ze
funkcja przez ktorg dzielimy ma wszystkie wartosci rézne od 0) jest ciggla.

Bezposrednio z definicji cigglosci wynika natomiast ,zamknietos¢” klasy funkcji cigglych
na jeszcze jedng operacje.
Fakt 2. Zlozenie funkcji cigglych jest funkcjq cigglq.

Inna operacja na funkcjach ,nie psujaca’ ciaglosci jest np. obcinanie funkcji do mniejszej
dziedziny.
Uwaga. Analogiczne fakty dotyczace cigglosci w ustalonym punkcie sg oczywiscie takze praw-

dziwe (prosze sformutowaé samodzielnie, ze szczegdtami, odpowiedni fakt dotyczacy sktadania
funkc;ji).
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¢ Najprostsze funkcje ciggle
Przyktlady.

1. Wielomian to dowolna funkcja zadana wzorem
n
w(z) =Y apa®
k=0

dla x € D C R. (ag,...,a, — ustalone liczby). Gdy a,, # 0 to n nazywa sie stopniem
wielomianu w. Poniewaz z definicji funkcja identycznosciowa x : D — R (tzn., x(z) =
dla x € D) jest oczywiscie ciagta i podobnie funkcja stata, zatem z faktu 1 wynika
ciggto$é dowolnego wielomianu.

2. Funkcja wymierna to dowolny iloraz dwoch wielomianéw zadanych na wspolnej dziedzi-
nie D, na ktorej wielomian z mianownika nie osigga wartosci 0. Z faktu 1 taka funkcja
tez jest ciagta.

3. Modut: |- | : R — R, tzn. f taka, ze f(x) = |z| tez jest funkcja ciagta na mocy tw. IV.8
i nierownosci
] = |yll < |z —yl,

wynikajacej tatwo z nierownosci tréjkata.

Inne przyktady funkcji ciggtych podamy juz wkroétce.

o Trzy wazne wlasno$ci funkcji ciaglych na [a; b

Sformutujemy teraz kilka istotnych ogélnych twierdzen opisujacych wtasnosci funkeji ciagtych.
Jednak najpierw wprowadzmy oznaczenie przedziatéw o koncach a, b wygodne w sytuacji, gdy
nie wiemy ktory z nich jest poczatkiem, a ktory koncem przedziatu: dla a,b € R

(a;b) gdy a <'b
2b) =
(a?0) : { (b;a) gdy b < a

i analogicznie dla innego typu przedziatéw: [a?b), [a?b] i (a?b], np. [170) = [0;1).

Dowodami ponizszych trzech twierdzen zajmiemy sie po sformulowaniu ostatniego z nich.
We wszystkich zaktadamy, ze a,b € R, a < b.
Twierdzenie I'V.9 (Bolzano o wlasnosci Darboux; o osigganiu wartosci posrednich).
Jezeli f : [a;b] — R jest ciggla orazy € (f(a)?f(b)), to istnieje x € (a;b) takie, ze f(x) =y.
Twierdzenie IV.10 (Weierstrassa; o osigganiu kreséw). Jezeli f : [a;b] — R jest cig-
gla to istniejg m; M € [a;b] takie, ze f(m) = inf f([a;b]) oraz f(M) = sup f([a;b]).*” W
szezegolnosci f jest ograniczona.

Z tw.IV.911V.10 uzyskujemy natychmiast wniosek dotyczacy ,obrazu ciagtego” dowolnego
przedziatu. Sprecyzujmy tu, ze I C R nazywamy przedzialem wtw

Vaver [a?b) C 1.

Przedziatami sa zatem np.: §, {7}, R, (143; +-00). Przedziatem domknigtym® nazywamy zbior
postaci [a; b] gdzie a,b € R, a < b, a przedzialem niezdegenerowanym kazdy przedzial rézny od

9) Gdy f: D — X oraz A C D, to mimo iz A nie jest elementem D, tylko jego podzbiorem, oznaczamy
f(A) :={f(a) € X : a € A}. Jest to powszechnie przyjete naduzycie (albo tylko rozszerzenie...) notacji ,,f(x)”.
Zbiér f(A) nazywamy obrazem A (przy pomocy, ew. wzgledem f).

50) Ta nazwa moze staé¢ sie troche mylaca, gdy poznacie Panstwo pojecie zbioru domknietego (w rozdziale
VIII). Przedzial domkniety nie jest bowiem tym samym, co przedzial, ktéry jest zbiorem domknietym...
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() i od przedziatu jednopunktowego (postaci {x}). Prosze samodzielnie wykazaé, ze przedzial
niezdegenerowany musi by¢ jednym ze znanych nam juz wezesniej typéw przedzialow (skon-
czonych lub nie): otwartych, domknietych, otwarto—domknietych badZz domknieto—otwartych.
Whiosek. Jezeli I — przedzial oraz f : I — R jest ciggla, to f(I) — przedzial. Jesli ponadto
I — przedzial domkniety, to f(I) — takze przedzial domkniety.

Dla celow kolejnego twierdzenia przyjmujemy nastepujaca definicje.

Definicja. Funkcja f: D — R jest jednostajnie ciggta wtw
\v/e>0 El6>0 \v/x,yED (lz —yl<d=1[f(z) = fy)] <e).

Powyzsza definicje warto poréwnaé¢ ze zwyklym warunkiem ciaglosci (czyli ciagtosci w
kazdym punkcie z € D), ktéry na mocy ,definicji” Cauchy’ego mozna zapisa¢ réwnowaznie
tak:

Vien Veso ino Vien (l2 =yl < 6= |f(2) = [(w)] < o).

Réznica jest zrozumiata: w warunku na jednostajng ciagtos¢ 6 dobraé trzeba uniwersalnie
dla wszystkich = € D, w sposob zalezny jedynie od €, a w warunku ciagtosci § mogta by¢
dobierana w sposob zalezny i od € i od x. Stad ,jednostajno$¢” w nazwie (,jedno wspélne
d dla wszystkich 7). W szczegdlnosei funkcja jednostajnie ciagla oczywiscie jest tez ciagta.
Przyklady funkcji jednostajnie ciagtych to funkcja |- | : R — R, funkcja identycznosciowa
x: R — R, atakze f : [0;+00) — R, f(x) = /r. Natomiast g : R — R, g(z) = 22, cho¢
jest ciagla, ale jednostajnie ciggta nie jest (sprawdzenie tych wlasnosci f i g to zadania dla
Panstwa).

Wobec wczesniejszego wywodu ,,0 wyzszosci ciaglosci jednostajnej nad «zwyklay ciagto-
scia” | nastepne twierdzenie moze by¢ pewnym zaskoczeniem...
Twierdzenie IV.11 (o jednostajnej cigglosci). Jezeli f : [a;b] — R jest ciggla, to [ jest
jednostajnie ciggta.

Warto jednak zwréci¢ uwage na to, ze ten ,zaskakujacy” wynik dotyczy tylko funkcji
okreslonych na przedziatach domknietych — zdefiniowane przed chwila nowe pojecie nie jest
wigc zapewne calkiem niepotrzebne...

Dowody (tw. IV.9, IV.10, IV.11).
Gléwnym ,chwytem” uzytym w dowodzie kazdego z tych trzech twierdzen bedzie twierdzenie
Bolzano—Weierstrassa (tw. 11.6). Zacznijmy od dowodu tw. IV.9. Przypusémy, ze f nie osiaga
wartosci y. Wezmy dowolne n € N i ,podzielmy” przedzial [a; b] na n—czesci o réwnych dtugo-
Sciach d,, := ”’Ta punktami ag = a,ay,...,a, = b, tzn. ar, := a+kd, dla k € {0,...,n}. Wérdéd
dwoch liezb f(ag), f(a,) jedna jest wieksza od y, a druga mniejsza od y — w takiej sytuacji
mowimy, ze liczby te sa po przeciwnych stronach y. Zatem musi istnie¢ takie k < n — 1, ze
liczby f(ax), f(ags1) sa po przeciwnych stronach y (patrz rys. 4).

Oznaczmy przez x, te sposrod liczb ag, apyy dla ktérej wartodé f jest mniejsza niz y, a
przez I, te, dla ktorej dla ktérej wartosé f jest wieksza od y. Tym sposobem okredliliSmy dwa
ciagi {xn}n>1 1 {Zn}tn>1 0 wyrazach w [a; b] (wiec ograniczone), ktore spetniaja

vnEN f(l'n> <y< f(jn)v (IV1)

Voen |20 — En| = do. (IV.2)

Korzystamy teraz z tw. Bolzano—Weierstrassa i wybieramy podciag zbiezny {zy, }n>1 ciagu
{Zn}n>1. Mamy zatem zy, — ¢ dla pewnego g € R. Ponadto g € [a;b] na mocy tw. IL.2.
Poniewaz na mocy (IV.2) x,, — &, — 0, zatem mamy takze &), — g. Dzigki ciagtosci f mamy
zatem

f@r,) = flg),  f(Er,) — f(9),
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flax)
fla)
b—a
n
+ + + + +

a()al PRI ak; ak_tl... an
=aq =Tn =1x, =)

Rysunek 4. Liczby f(ay), f(axs1) sa po przeciwnych stronach y.

skad na mocy (IV.1), stosujac ponownie tw. I1.2, dostajemy f(g) < y < f(g), czyli y = f(g),
co jest sprzeczne z naszym zatozeniem.

Aby wykazaé tw. IV.10 wystarczy dowdd czesci dotyczacej ,sup” (cze$é dot. ,inf” uzyska-
my wtedy stosujac czesé dot. ,sup” do funkcji —f). Niech ¢ € R bedzie réwne sup f([a; b]).
Istnieje zatem ciag {x,}n>1 W. [a;b] taki, ze f(x,) — ¢ (patrz np. zadanie 10). Wybierzmy
podciag {xg, }n>1 zbiezny, tzn. xy, — M dla pewnego M € [a;b]. Stad f(zx,) — f(M) i
jednoczesnie f(xy,) — c czyli c = f(M).

Aby wykazaé tw. IV.11 przypusémy, ze jego teza jest falszywa. A zatem niech € > 0 bedzie
takie, ze dla dowolnego § > 0 istnieja =,y € [a;b] dla ktérych zachodzi

v =yl < 8 oraz |f(x) — f(y)| > e

W szcezegdlnosei dla dowolnego n € N mozemy wybraé z,,, y, € [a;b] takie, ze (w powyzszym

: _1»
bierzemy .0 = -7)

(0 — yal < i oraz | F(za) — Fya)] > €. (IV.3)

Znéw wybieramy zbiezny podciag {zg, tn>1 clagu {z,}n>1, tzn. zp, — g € [a;b] 1 wowczas
(analogicznie jak w dowodzie tw. IV.9) mamy tez y,, — g, a stad f(zx,) — f(9) — f(yx,),
czyli | f(x,) — f(yr,)| — 0 — sprzecznosé z (IV.3). O

¢ Odwracanie funkcji ciggtych

Jedng z waznych operacji na funkcjach, o ktorej jeszcze dotad nie wspominali$émy jest odwra-
canie funkgcji. Zacznijmy od przypomnienia, ze f : X — Y jest odwracalna wtw jest ,na” (tzn.
\V/yey = f(x) = y) oraz ,1-17, tj. réZnowartosciowa (tzn. Vm,mex (1 # 29 = f(21) #
f(x3))). Dla odwracalnej funkcji f : X — Y okreSlamy funkcje odwrotng f=' :' YV — X
warunkiem

szX,yGY )=z y=fz)

Okazuje sie, ze pod pewnymi warunkami ciggto$é¢ zachowuje sie takze przy operacji odwracania
funkcji.

Twierdzenie IV.12 (o ciagglosci funkcji odwrotnej). Jezeli [,Y C R, I — przedzial oraz
f:I—Y jest ciggla i odwracalna, to f=* tez jest ciggla.

A zatem owym dodatkowym warunkiem jest w zatozeniach powyzszego twierdzenia to, ze
dziedzina f jest przedziatem.
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W dowodzie tw. IV.12 wykorzystamy dwa lematy, ktére sa takze interesujace same w sobie. W obu zalézmy, ze
— przedzial oraz f: I — R.

Lemat 1. Jezeli f jest ciggla, to f jest ,1-1”7 wtw f jest $cisle monotoniczna.51)

Dowdéd.

Trzeba dowiesé tylko ,—". Przypu$émy, ze f nie jest $ciSle monotoniczna. Nietrudno wéwczas wykazaé (nie
potrzeba tu korzystaé jeszcze z ciaglodci f, zostawiam ten krok Panstwu), ze istnieja takie z1 < z2 < x3 w I, Ze

zachodzi f(z1) > f(z2) < f(z3) lub f(z1) < f(z2) > f(x3) (rys. 5).

s\ g TN
N~ /

al i) T3 a To

X x X 2z T3
Rysunek 5. To typowe mozliwosci, gdy brak monotonicznoéci...

,Dla ustalenia uwagi” zalézmy, ze zachodzi pierwszy z tych przypadkéw oraz ze f(x1) < f(x3). Wowczas niech
y € (f(z2); f(z1)) C (f(z2); f(z3)). Na mocy tw. IV.9 (wlasno$¢ Darboux) istnieja z € (z1;22),2" € (z2;23)
takie, ze f(z) =y = f(2’), co przeczy réznowartosciowosci f. O

Kazdy z Panstwa bez trudu wskaze przyktad pokazujacy istotnosé zalozenia, ze powyzej dziedzina f jest prze-
dzialem. Podobna sytuacja jest tez ponizej.

Lemat 2. Jezeli f jest monotoniczna, to f jest ciggla wtw f(I) jest przedzialem.

Dowdéd.

Implikacja ,—>” wynika z wniosku po tw. IV.9 i IV.10. Zalézmy wiec, ze f(I) — przedzial. Wykazemy, ze dla

dowolnego xg € I takiego, ze ¢ nie jest prawym koticem I, dla g := 1im+ f(z) (zauwazmy, ze ta granica istnieje
Z—PIO

na mocy tw. IV.7) zachodzi g = f(zo). Mozemy zalozy¢, ze f jest rosnaca (gdy jest malejaca, rozumowanie

,przejdzie” dla —f...).

o
Rysunek 6. Jesli f(zo) # g, to y nie bedzie nalezalo do f(I).

Niech wiec ' > zo, 2’ € I. Dla dowolnego z takiego, ze g < = < z’ zachodzi f(zo) < f(z) < f(z'), zatem na
mocy twierdzenia IV.5 mamy f(zo) < g < f(2’). Gdyby zachodzilo f(zo) # g, to mielibysmy f(zo) < g < f(z)
dla wszystkich =’ € I t. ze ' > =z (a takie istnieja dzigki zalozeniu o zp). Rozwazmy wéwczas jakikolwiek
y € (f(xo);9) (patrz rys. 6). Nalezy on do f(I) (bo f(I) — przedzial). Z drugiej strony, skoro f rosnaca, to dla
z € I takich, ze * < zo mamy f(z) < f(z0) < y, a z kolei dla z’ € I takich, ze 2’ > z¢9 mamy f(z') > g > y.
Zatem y nie moze by¢ réwne f(x) dla zadnego x € I, tzn. y ¢ f(I) — sprzecznosé!

Analogicznie uzyskujemy odpowiednia réwnosé dotyczaca granicy lewostronnej, skad lacznie uzyskamy ciagtosé
f.

Dowdd (twierdzenia IV.12).

Z lematu 1 f jest écisle monotoniczna zatem g := f~! tez (dlaczego? ...). Ponadto J := f(I) — przedzial (wniosek
z tw. IV.9 i IV.10). Zatem g : J — [ oraz g(J) = I — przedzial. Stad g = f~! jest ciagta na mocy lematu 2. [

Zatozenia, ze dziedzing f jest przedzial nie mozna z twierdzenia usunaé¢. Zachecam do
znalezienia odpowiedniego przyktadu (patrz zadanie 19).

51) Ogoélnie dla funkeji stosujemy terminologie zwiazania z monotonicznoscia analogiczna do tej dla ciagéw.
Tzn. — przypomnijmy z rozdzialu I — funkcja f : D — R jest $cisle rosngca (malejgea) wtw Vg yep (z <
y = f(z) < (>)f(y)), a po prostu rosngca (malejgca) gdy ostra nier6wnosé¢ z prawej strony ,—” zastapimy
odpowiednia nieostra. Lacznie na funkcje rosnace i malejace méwimy, ze sa monotoniczne. Analogicznie funkcje
$cisle rosnace i $cisle malejace nazywamy $cisle monotonicznyms.
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4. Szeregi potegowe
¢ Uogoblnienie pojecia wielomianu

Poznalisémy juz sporo twierdzen opisujacych wtasnosci funkcji ciaglych, ale wciaz mamy nie-
wiele przyktadow takich funkcji. Nie wiemy np. nic o cigglodci takich elementarnych funkeji
jak funkcje trygonometryczne, wyktadnicze, czy potegowe. Wcigz gtowny nasz ,,pozytywny”
przyktad to wielomian. W tym podrozdziale, w pewnym sensie, uogblnimy pojecie wielomianu.
Mianowicie zamiast méwi¢ o funkeji bedacej ,skoticzong” suma jednomianéw ,apz*” (— taka
wlasnie byta definicja wielomianu) zajmiemy sie szersza klasa funkcji zadanych ,nieskonczo-
nymi” sumami jednomianow.

Definicja. Szeregiem potegowym nazywamy rodzing (tzn. zbidr) wszystkich szeregow licz-

bowych danych wzorem
+o0o

> an(z — x0)" 7Y

n=0
dla x € R, gdzie {a,}n>0 jest ustalonym (tj. niezaleznym od x) ciggiem liczb zwanych wspot-
czynnikamt szeregu potegowego oraz xy jest ustalong liczbg zwang $rodkiem szeregu
potegowego. Zbior Z zlozony z tych x € R dla ktorych szereq powyzszy jest zbieiny to zbior
zbieznodct, a funkcja S : Z — R zadana dla v € Z wzorem S(z) := %% a,(x — x0)" to
suma tego szeregu potegoweqgo.
Przyktady. Oczywiscie kazdy wielomian okreslony na R jest suma szeregu potegowego (moz-
na wzia¢ ro = 0 1 wspoétezynniki a,, = 0 d.d.d. n). Funkcje exp, sin, cos zdefiniowane pod
koniec rozdziatu III sg rowniez sumami szeregéw potegowych o srodku 0 i zbiorze zbieznosci
R. Dla exp — to jasne z definicji. Dla sin i cos sprawa jest troche delikatniejsza, bo np. sze-
reg 3090 (—1)™ éi;! nie jest szeregiem potegowym w rozumieniu powyzszej definicji. Dlaczego
wiec mimo to twierdzimy, ze cos jest suma szeregu potegowego? Odpowiedz jest prosta: mozna
z tatwoscig wykazac, ze zachodzi

—+o00
Vg cosz 5 = > apa™,
m=0

gdzie

m = { (1)
(2n)!

0 dla m — nieparzystych
dla m = 2n

Analogicznie mozna postapi¢ dla funkeji sin.

A zatem wspomniane wcze$niej uogodlnienie klasy wszystkich wielomianéw, to klasa wszyst-
kich sum szeregéw potegowych.

Dodajmy jeszcze, ze zapis f w postaci sumy szeregu potegowego nazywany jest ogodlnie
rozwinieciem f w szereq potegowy. Do tej sprawy bedziemy jeszcze powraca¢ w dalszych roz-
dziatach.

¢ Postaé zbioru zbieznosci

Na og6t zbior zbieznosci Z nie jest calym R, ale zawsze {x¢} C Z — choé¢ czasem Z to ,tylko”
{zo}, jak np. dla szeregu potegowego 729 nlax™. Pytanie zatem — na ile ,dziwny” moze by¢
zbiér Z7 Okazuje sie, ze nie moze by¢ dziwny wcale!

52) Tu umowa, ze 0° = 1. Dla uproszczenia zapisu, gdy mowa o szeregu potegowym {Z:Z% an(x —29)" 1 x €
. s e . . —+o0 n

R}, to najczedciej piszemy po prostu ) =) an(x — x0)".

53) W przypadku niektérych funkcji elementarnych np. sin, cos, tg, ctg (a takze log,, In, ktore pojawia sie juz

wkrétce) zwyczajowo mozna pomija¢ nawias przy pisaniu argumentu. Zatem np. sinz = sin(x).
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Twierdzenie IV.13. Zbior zbiesnosci szerequ potegowego o $rodku w xo jest przedziatem®
postaci Z = ZyU Zy, gdzie Zy = (xg— R; xo+ R) dla pewnego R € [0; +00] := [0; +00) U {400}
oraz Zy, C {xo— R,z0+ R}NR. Dia x € Zy szereg 320 an(x — x0)" jest bezwzglednie zbiezny.

A zatem Z to przedzial, ktory — jesli pomingé¢ jego konice — jest symetryczny wzgledem
x9. Powyzsze R € [0; +00], bedace potowa dtugosci tego przedziatu, nazywane jest promieniem
zbieznosci. Gdy rozwazamy szeregi potegowe, dla ktorych 0 < R < +o00, to moze sie zdarzy¢
kazda z ,wersji koncéw” przedziatu zbieznosci: brak koncow, tylko lewy, tylko prawy, oba
(zachecam do samodzielnych poszukiwan odpowiednich przyktadow). Zbior Z, z powyzszego
twierdzenia bedziemy nazywali otwartym przedzialem zbieznosci.

Dowéd (twierdzenia IV.13).
Dzieki ,,podstawieniu y = r—zy” mozemy ograniczy¢ sie do przypadku, gdy zo = 0. Zauwazmy,
ze teza bedzie wykazana, o ile wykazemy nastepujacy lemat.

Lemat. Jezeli szereq liczbowy S1°% a,x™ jest zbieiny dla pewnego x € R, to dla dowolnego

r' € R takiego, ze |2'| < |x| szereg S22 an(a')" jest bezwzglednie zbiezny.

Dowéd.

Niech |2'| < |z|. Ze zbieznodci 329 a,z™ mamy a,x™ — 0, wiec w szczegdlnosci dla pewnego
M € R, dla dowolnego n > 0 zachodzi

la,x"| < M

skad 0 < |a,(2)"] = |a,a"| - |’”;/|” < Mq" dla g == |z;/| < 1. A zatem teza lematu wynika z
kryterium poréwnawczego (kryt. I111.1). O
O

¢ Cigglo$¢ sumy szeregu potegowego

Okazuje sie, ze rozszerzajac w taki wlasnie sposéb pojecie wielomianu, jak uczyniliSmy to
tutaj, nie wyszliémy na szczedcie poza klase funkcji ciagtych.
Twierdzenie IV.14 (o cigglosci sumy szeregu potegowego). Suma szeregu potegowego
jest funkcjq cigglq.

Udowodnimy tylko cze$¢ powyzszego twierdzenia — pominiemy trudniejsza sprawe — cia-
glosci w ewentualnych koncach przedziatu zbieznosci.
Dowdd (cigglosci w punktach z 7).
Znéw mozemy zatozy¢, ze xo = 0 (dla innych xq trzeba ztozy¢ sume szeregu pot. 379 a,z"
z ciagta funkcja o —— o — 2¢”). Niech R bedzie promieniem zbieznosci szeregu potegowego
S0 anx™ oraz dla x € (—R; R) niech S(z) := 320 a,a™. Niech t; € (—R; R) (zatem R > 0).
Wykazemy, ze S jest ciagta w punkcie ty. Mozemy wybraé R’ takie, ze |tg| < R’ < R. Na mocy
twierdzenia V.13 szereg > 1% a, (R')" jest zbiezny bezwzglednie, tj.

—+00
S Jan|(R)" < +00. (IV.4)
n=0

Niech € > 0. Dow6d bedzie zakonczony (na mocy tw. IV.8 — | def. Cauchy’ego”) jezeli znaj-
dziemy ¢ > 0 taka, ze gdy |t — to| < 9, to [S(t) — S(ty)| < e. Wskazemy takie ¢, ktore bedzie
dodatkowo spelnia¢ warunek:

[to— 6,0+ 0] C (R, R). (IV.5)

54) W analizie matematycznej wazna role odgrywaja ogélniejsze szeregi potegowe, w ktérych zaréwno z,
o jak i a, moga by¢ liczbami zespolonymi. Wéwczas Z to pewien podzbiér C zlozony z kola otwartego
{z € C: |z — x9| < R} i pewnego podzbioru okregu tego kola.
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Najpierw korzystajac z (IV.4) dobierzemy N € N takie, ze

—+00

> lanl(B)" <

n=N-+1

(IV.6)

C«O\m

Jesli § spelnia (IV.5) oraz |t — to| < 6, to tg,t € (—R'; R') i na mocy (IV.6) mamy (zachecam
do samodzielnego szczegdélowego uzasadnienia ponizszych nieréwnosci)

N
|S(t) — S(t > ant" — Zant" + Z |an||t|™ + Z |a| [to]"
n=0 n=N-+1 n=N+1
2
" — Z anty| + 3 (IV.7)
n=0

Poniewaz Sy : R — R zadane wzorem Sy () := >V a,2" jest wielomianem, a zatem funkcja,
ciagla, zatem w szczegblnosci mozemy dobraé¢ § > 0 tak, ze (IV.5) zachodzi, oraz ze jezeli
[t —to] < 6, to [Sn(t) — Sn(to)] < §. A zatem na mocy (IV.7) tak dobrane § spetnia nasze
warunki. O

7 powyzszego twierdzenia uzyskujemy w szczegolnosci cigglosé funkeji sin, cos, exp.

Przyklad. Pokazemy jak mozna uzy¢ twierdzenia IV.14 do obliczenia granic z przyktadow
exp(z) — 1
x

4,51 6 ze strony 59. Zrobimy to na przyktadzie lir% . Zauwazmy, ze dla dowolnego

x # 0 zachodzi

exp(x) —1 1[N a" . 1 Xt X g
“e\Zw YT 7_;1 nl —,§<n+1y

x x \ = n! r = n!
Szereg potegowy >0 0 :1), ma zatem zbiér zbieznosci réwny R, w szczegblnosci jego suma
00
S jest funkcja ciagla w 0, tzn. lir% exp(e) = 1 = lir% S(z) = S(0) = = 1.
T— €T T— |

5. O kilku funkcjach elementarnych

Zajmiemy sie tu kilkoma czesto uzywanymi funkcjami (niektérymi tzw. funkcjami elementar-
nymi — ten termin na ogdlt nie jest definiowany w jakis jednoznaczny sposoéb...). Podamy
niektére ich wazne whasnosci (cze$¢ z nich bez dowodu), z ktérych bedziemy korzystali w
dalszych czesciach wyktadu.

¢ Funkcja wyktladnicza i logarytm

Niech a > 0. Funkcja wyktadnicza (o podstawie a) zadana wzorem W,(x) := a” dla z € R
zdefiniowana zostala juz w rozdziale I.

Fakt. W, jest ciggla; gdy a > 1 jej granica w +o0 réwna jest +00, a granica w —o0 TOWNA

jgest 0 i odwrotnie, gdy a < 1. W obu przypadkach W,(R) = (0; +00) i W,: R — (0;400) jest

odwracalna.

Dowéd.

Ciaglosé wynika tatwo z przyktadu 3 str. 59, bowiem lim W,(x) = }llin% Wa(xo+h) = ;131% a™th =
T—T0 = N

a™ lim a" = a™ = W,(xo). Granice w 4o0: istnienie wynika z twierdzenia IV.7, a konkretna

—0

ich warto$¢ uzyskamy z faktu, ze a” — 0 dla 0 < a < 1. Poniewaz obraz W, musi by¢ prze-
dziatem, zatem $cista monotonicznosé (patrz wniosek ze strony 21) i wyliczone granice w 400
daja nam W,(R) = (0; +00) i odwracalnos¢. O
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Definicja. Niech a > 0, a # 1. Logarytmem o podstawie a nazywamy funkcje odwrotng
do funkcji wykladniczej W,: R — (0;+00). Oznaczamy jo symbolem log, (gdy a = e, to log,
nazywamy tez logarytmem naturalnym i oznaczamy przez In).

7Z twierdzenia o ciaglosci funkcji odwrotnej (tw. IV.12), z definicji f~ i z odpowiednich
wlasnosci potegi rzeczywistej tatwo uzyskujemy nastepujacy wynik.
Fakt. Dla a > 0, a # 1 funkcja log,: (0;+00) — R jest $cisle monotoniczna i ciggla. Gdy
a > 1 jej granica w +o00 réwna jest +00, a w 0 réwna jest —oo i odwrotnie gdy a < 1. Ponadto
dla a,b € (0;400) \ {1}, z,y > 0, a € R zachodzi:

(i) log,(z -y) =log, z + log, y;
(i) log,(z%) = alog, x;

(iii) log, b - log, x = log, .

a>1

a<l1

Rysunek 7. Dwa warianty wykresu funkcji logarytmiczne;j.

Ostatni ze wzordéw (tzw. wzor na zamiane podstaw logarytmow) pokazuje, ze zamiast loga-
rytmow o roéznych podstawach, mozna $miato uzywaé jednej tylko funkcji logarytmicznej —
np. In.

Na koniec tego podrozdziatu zajmiemy sie zdefiniowang w rozdziale I1I i rozwazang tez w
tym rozdziale funkcja exp. Okazuje si¢, ze ona réwniez jest funkcja wyktadnicza.

Fakt. VxeR exp(z) = e* (tzn. exp = W,).
Dowdd.
Wykazalismy, ze zaréwno funkcja exp jak i W, sg ciaggte. Ponadto obie spetniaja tozsamosé

Voyer fle+y) = f(2) f(y) (IV.8)

i maja dodatnie wartosci (dla exp — patrz zadanie 29). Mozna tez wykazaé, ze maja te sama
wartos¢ w punkcie 1, tzn. ze exp(1) = e — patrz. np. zadania 17 i 18. Reszta dowodu wynika
z nastepujacego lematu.

Lemat. Dia kazdego ¢ > 0 istnieje dokladnie jedna funkcja ciggla f: R — (0;+00) spelniajgca
(IV.8) oraz warunek f(1) = ¢ (mianowicie W).
Dowdéd.

Istnienie jest jasne, bo f = W, spelnia te warunki. Wykazemy jednoznacznos¢. Przez indukcje
,po n” tatwo dowodzimy, ze dla dowolnego = € R, n € Ny zachodzi

f(nz) = (f(x))".

Biorac ¥ zamiast x w ostatniej formule, dla n > 1 dostajemy
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Mamy tez f(—z) = (f(z))"! (dlaczego?...). Stad

F(2) = 1% = ¥ = w2

n n

dla dowolnego m € Z, n € N. Oznacza to, ze f(q) = W.(q) dla wszystkich ¢ € Q. Dla x € R

wezmy ciag {g,} w. Q taki, ze ¢, — x (patrz np. zadanie 18). Wowczas dzieki ciaglosci funkceji
fiWeotrzymujemy f(x) = lm f(g.) = lim We(gn) = We(@). O
O

¢ Funkcja potegowa

Rozwazamy funkcje potegowa P, z potega a > 0, Py: [0;400) %) — [0;+00), Py(x) := 2®
dla x > 0.

Fakt. Dia o > 0 funkcja P, jest ciggla i Scisle rosngca, xl_l)r_{loo P,(z) = +o0, P,([0; +00)) =
0; +00).

Dowéd.

Scisty wzrost” dla P, byl wykazany w rozdziale I. Ciaglos¢é w punktach z, > 0 wynika z
twierdzenia o ciagtodci ztozenia funkcji ciaglych (fakt 2 ze strony 61) i wzoru z® = (%) =
e dla z > 0 (uzywamy wykazanej juz cigglodci funkcji wyktadniczej i logarytmicznej).
Ciaglosé w 0 wynika z faktéw dotyczacych granicy In w 0 oraz granicy W, w —oo, a granice w
+o00 wyliczamy wykorzystujac granice obu powyzszych funkcji w +oo. Z whasnoéci Darboux
dostajemy zatem f([0; +00)) = [0; +00). O

¢ Funkcje trygonometryczne sin, cos, tg, ctg

Tu podamy tylko kilka informacji o funkcjach trygonometrycznych zwiazanych z niezdefinio-
wang dotad przez nas liczbg 7. Ponizszy fakt podamy bez dowodu.

Fakt. Istnieje liczba ™ > 0 taka, Ze sin(w) = 0 oraz sinz > 0 dla x € (0; ).

Uwaga. Powyzsze warunki wyznaczaja liczbe m jednoznacznie. Mozna wiec uznaé je za defini-
cje liczby m. Dowdd faktu nie jest trudny (patrz zadanie 23). Nieco trudniej jest wskazaé jakies
do$¢ precyzyjne oszacowanie liczby m przy uzyciu konkretnych liczb wymiernych. Chwilowo
bez dowodu przyjmiemy, ze

3 < <A

W oparciu o powyzszy fakt oraz o wzory na sin i cos sumy i ,jedynke” trygonometryczna
(patrz fakt ze strony 49) mozna wykaza¢ praktycznie wszystkie znane wzory trygonometryczne
(w tym tzw. wzory ,redukcyjne”) dotyczace funkcji sin i cos.

W szczegblnosci nietrudno wykazad, ze sin(3) = 1, cos § = 0, cosm = —1, a takze, ze sin i
cos sa funkcjami okresowymi®® o okresie 2.

Funkcje tg (,tangens”) i ctg (,kotangens”) okresla sie nastepujaco:
tg: R\ {kr+ 5: k€ Z} — R,

sin x
tg(z) = :
cos T
ctg: R\ {km: k € Z} — R,
CoS T
ctg(zr) = ——.
sin z

55) W rozdziale I dziedzing P, bylo zawsze (0;+00). Tu, dla o > 0, dziedzine te troszke powickszamy.
Formalnie jest to wiec juz inna funkcja, choé¢ uzywamy tego samego oznaczenia P,.

56) Przypomnijmy, ze f: R — R jest okresowa wtw istnieje T # 0 takie, ze f(x + T) = f(z) dla dowolnego
x € R oraz ze kazda liczba T # 0 o powyzszej wlasnosci nazywa sie okresem funkcji f.
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Definicje te sa poprawne, mozna bowiem latwo sprawdzié, ze zbiér zer®” sinusa, to zbiér
{km: k € Z}, a cosinusa {k7 + §: k € Z}. Co wigcej tg i ctg sa ciggte, jako ilorazy funkcji
ciagtych. Sg okresowe o okresie (nawet) m (uwaga — tu dziedzina nie jest R, wiec owa okreso-
wo$¢ jest w nieco innym znaczeniu, niz to z definicji okresowoéci z niedawnego przypisu — w

jakim?) oraz lim tgz = Foo = lim ctguz.
r—5+ x—0F

57) Zero funkcji f to kazdy taki = z dziedziny f, ze f(z) = 0.
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Zadania do Rozdzialu IV

1. Sformutuj pominigte na wyktadzie przypadki ,definicji” Cauchy’ego granicy (tw. IV.1).
Dla jednego wybranego (sposréd dziewieciu) przypadku udowodnij twierdzenie IV.1.

Vv 2.

(a) Wykaz, ze ponizsze ,twierdzenie” jest falszywe:

Zatéimy, ze A,B C R, a,b,cc Ria — ps. A, b — p.s. B oraz, Ze
f:A— Big: B— R. Wowczas, jezeli

() Jim /(@) =
(i) limg(y) = ¢,
y—b
to iirr}z(g o f)(x)=c.
(b) Wykaz twierdzenie ,,0 granicy ztozenia” (inaczej ,,0 podstawianiu”) powstate przez
dotozenie powyzej jeszcze jednego zatozenia:
(iii) zachodzi przynajmniej jeden z warunkow:
e be Big jest ciagta w punkcie b;
o f(x)#bd. z € Adb. a (np. gdy b = £00...).

3. Wykorzystujac twierdzenie z zadania 2 (b), policzona na wykladzie (przyktad 4 ze

-1 @ —1
str. 59) granice hl%exp(x) oraz wiedze z podrozdz. 5.1 wykaz, ze linq L T =
T— €T r—1 1 —
1 “—1
lir% A+ -1 = « (przykltad 7 ze str. 59).
T— €T

e%

1 xr
4. Wykaz (ze szczegbtami), ze lim (1 + ) = e (przyktad 1 ze str. 59) oraz lim S
r— €T

+o0 r—+o0 T

dla a € R, ¢ > 1 (przyklad 2 ze str. 59).
\/ 58) 1 . . o
5. Zmnajdz ponizsze granice, lub wykaz, ze nie istnieja:

Inz

2 -9 D) lim L dlaa > 0.
&=a 31 _(73x) +2 0 Im In (22007 4 x2009).
sin(7x |
b 1 (12, r—-+00 9999 T
(b) 220 sin(13x)’ 3 w
i sin z (j) lim sin —;
(c) il_r}glr 22— 2’ ey, R
‘- k) lim x sin —;
T () Jim 2%
3 200\7/1—’_—37 - 1 xr—
O e ) iy (0507 1
. I i x—0 ZL'Z )
(F) Jim (sin v+ 2 —sinv/z); osing |
(g) mEIllm(Sin(l + ) —sinz); (n) glﬂli% —
r—1
(0) lim “—= dlaa >0,
xr— €T

6. Dla jakich parametréw a,b € R jest ciagta funkcja f: R — R, zadana wzorem

58) Obowiazkowo przynajmniej 9 szt. sposréd (a)—(e), (h)—(o).
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10.

V11

12.
13.

(a'> f(x)_{an—{—ajl‘—l—b dla|x|>17
a dlaxz =0
(b) f(z) :{ sin . dla z # 0.

Znajdz przyktad funkcji f: R — R, ktora jest ciagta w

(a) doktadnie jednym punkcie;

(b) dokladnie dwoch punktach;

(c) doktadnie n punktach (n € N, ustalone);

(d) kazdym punkcie zbioru Z, a w pozostatych punktach jest nieciagla.

Uzupeij szczegoly dowodu twierdzenia ,0 granicach jednostronnych funkeji monoto-
nicznej” (tw. IV.7).

0 dl
Rozwazamy funkcje f: R — R zadana wzorem f(x) = { 1 dlz i i% gdzie

mian(z)

mian(z) := min{n € N: Elmez r ="} dlax e Q. Wykaz, ze f jest ciagta w punkcie z
wtw = ¢ Q.

Wykaz, ze kazde z ponizszych réwnan ma co najmniej dwa pierwiastki (tzn. rozwiazania)

w R:

—(z24sinz) _ 1
=3

—~
(@)

~
a

Zmajdz pewng liczbe wymierng bedaca przyblizeniem jakiego$ pierwiastka ponizszego
réwnania z podana doktadnoscia d (tzn. takie y € Q, ze istnieje pierwiastek p réwnania
taki, ze |y — p| < d):

(a) 2% =3z =—1, d=15;

(b) #*+a?+2x+1=0, d=3.
Wykaz, ze wielomian stopnia nieparzystego posiada pierwiastek rzeczywisty.
Twierdzenie o punkcie stalym, to kazde twierdzenie postaci:
Jezeli f: X — X oraz zachodzi Z, to istnieje x € X takie, Ze f(x) = x,

gdzie Z to pewne zalozenie dotyczace funkcji f i zbioru X. Wykaz twierdzenie o punkcie
stalym dla kazdego z ponizszych zatozen Z:

v (a) f jest ciagta, X — przedzial domkniety;
(

b) f jest ciagla i malejaca, X = R;
(c) f jest zwezajaca, tzn. E|C<1 Vmex lf(x) — fly)] <clz—y|, X =R.

14. Wykaz, ze funkcja f: R — R zadana wzorem

fa) = 10002 — 72"t + 122+ 7
B (27— 1)2+1

jest ograniczona.
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Y 15. Wykaz nastepujace twierdzenie ,0 osigganiu jednego kresu”:

Jezeli 1 to niepusty przedzial, f: I — R jest funkcjg ciggle oraz istnieje
xg € I taki, Ze dla dowolnego a bedgcego koncem przedziatu I nienalezgcym do
I zachodzi }jlirtll f(z) > f(zo) (< f(x0)), to f osigga swéj kres dolny (gérny).>”

16. Wykaz, ze funkcja f z zadania 14 osiaga obydwa swe kresy.

17. Funkcja f: D — R jest lipschitzowska wtw Jcp \V/Lyep |f(x)—f(y)| < clx—yl|. Znajdz
wszystkie te implikacje, ktore zachodza pomiedzy parami zdan utworzonymi sposrod:
»f jest lipschitzowska”, ..f jest ciggta”, ,f jest jednostajnie ciggta”, niezaleznie od wy-
boru funkcji f.

18. Zbadaj jednostajna ciagtos¢ i lipschitzowskos¢ funkcji zadanych ponizszymi wzorami:

(a) Vrxdlaxz >0
(b) 22 dla z € R;

)
)
(c) |z| dla x € R;
V (d) Inz dla z > 0;
V(&) Inz dla z > a, gdzie a > 0 jest ustalone.

19. Znajdz przyktad funkcji f: A — B, gdzie A, B C R, ktéra jest ciagta i odwracalna, ale
f~': B — A nie jest ciagta. (Wskazéwka: wez B — przedzial, ale A — nie).

v/ 60) 90, Znajdz zbiér zbieznosci i promien zbieznosci nastepujacych szeregéw potegowych:

(a) ZJrOO Mo n

(b) X025 (njl)z (z+1)™
(€) 0% vz (@ — 1)
(d) 3% (21032 (=1)m)ra™;
(e) 2a%p ™

(f) Z:Lr 0 nu?o'ox

(&) a2 merm"

21. Wykaz, ze jesli dwa szeregi potegowe o srodku w 0 i o dodatnich promieniach zbieznosci
maja rowne sumy w pewnym przedziale (—r;7), > 0, to szeregi te sa identyczne (tzn.
maja te same ciagi wspétezynnikéw). Powyzszy fakt, to tzw. twierdzenie o jednoznacz-
nosci rozwiniecia w szereg potegowy i jest ono uogdlnieniem znanego faktu dotyczacego
jednoznacznosci wspétczynnikéw wielomianu. Wskazéwka: uzyj sprytnie twierdzenia o
ciaglosci sumy szeregu potegowego (tw. IV.14).

22. Wykaz, ze kazda funkcja f: R — R ciggla i addytywna, tj. spelniajaca warunek
Vayer fle+y) = f(2) + [ (),

jest funkcja liniowa, tzn. zadana wzorem f(x) = ax dla dowolnego = € R, przy pewnym
(ustalonym) a € R.

59) Przez dolny lub gérny kres funkcji rozumiemy oczywiscie odpowiedni kres jej zbioru wartodci, tzn. tu inf

lub sup f(I).
60) Obowiazkowo przynajmniej 4 przyklady.
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23. Wykaz fakt o istnieniu liczby 7 (ze strony 70). Wskazéwka: wykorzystaj zadanie 5.

24. W oparciu o wiedze z wyktadu (tzn. definicje sin i cos, wzory z rozdziatu III (fakt 2 ze
str. 49) oraz fakt z zadania 23) wykaz nastepujace wlasnosci sin i cos:

25. Wykaz, ze funkcja Dirichleta (przyktad ze strony 61) jest okresowa. Znajdz zbiér wszyst-
kich jej okreséw.

26. Wykaz, ze jezeli f: R — R jest ciggta i okresowa o okresie T}, # 0 dla dowolnego n € N,
przy czym hIJ{l T, =0, to f jest stata. Czy ciaglos¢ jest tu istotnym zalozeniem?

27. Wykaz, ze istnieje M € R takie, ze dla x > M zachodzi

(a) :L,IOOOO < 10&00!$10001 _ 10000!\/51’10000;

(b) 1000!In z < 000

28. Wykaz, ze lim (1 + y) = ¢ dla dowolnego y € R (uwaga: uzyj tu $wiadomie
x

r—+00

ciagltosci odpowiedniej funkcji w odpowiednim punkcie...).

29. Wykorzystujac fakt, ze ilir(l] w = « (przyklad 7 ze str. 59) udowodnij na-
stepujace kryterium zbieznosci szeregéw (Raabego): Jezeli a, > 0 dla n > ng oraz
nETmn(l - 2—:1) =a, ) to Y a, jest zbieiny, gdy o > 1 oraz jest rozbieiny, gdy
a < 1. Wskazéwka: uzyj réwniez ,drugiego kryterium poréwnawczego” z zadania 14.

30. Wykorzystujac informacje o granicach odpowiednio dobranych funkcji (w odpowiednich
punktach) zbadaj zbiezno$¢ szeregéw

(a) 4 (V3 -1)°
(b) X2 (¥/n—1)
i (c) 329 (1 — cos 1)

n=1 n

w zaleznosci od wartosci parametru o € R. Wskazowka: uzyj kryterium asymptotycznego
(kryterium II1.2).

a
61) Mozna zamiast tej granicy wzigé takze lim n(—

n—-+o0o an+1

~1).
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V Rachunek rézniczkowy

[okolo 3% wykladu/

W rozdziale IV rozwazalismy funkcje ciagte, czyli takie, o ktérych mozna powiedzie¢, ze ,lo-
kalnie zachowujg sie w sposéb dosy¢ regularny”. Obecnie zajmiemy sie funkcjami ,,jeszcze
bardziej regularnymi”, a mianowicie rozniczkowalnymi. Popularna geometryczna ,definicja”
(podobnie jak w przypadku ciagtosci, mocno niescista, ale sugestywna...) jest nastepujaca:

Funkcja jest rozniczkowalna, gdy jej wykres nie posiada ,kantow”.

A zatem chodzi o klase tych funkcji, z ktérymi w praktyce mamy do czynienia najczesciej.
Rzeczywiscie — ogromna wiekszos¢ funkeji pojawiajacych sie przy prébach matematycznego
opisu zjawisk z otaczajacego nas swiata — to funkcje rézniczkowalne. Rowniez samo pojecie
pochodnej, bezposrednio zwigzane z rézniczkowalnoscia, bardzo czesto pojawia si¢ przy takich
opisach — np. dla wyrazenia szybkosci zmian pewnych wielkosci w czasie.

1. Pochodna funkcji

¢ Iloraz réznicowy

Rozwazmy funkcje f : D — R, gdzie D C R oraz niech a € D i a — p.s. D. Ilorazem
roznicowym dla funkcji f i punktu a nazywamy funkcje okreslona na D \ {a}, zadana dla

T # a wzorem
(@) ~ Fa)

T —a
Geometryczny sens powyzszej wielkosci jest taki: to tangens kata utworzonego przez os OX
oraz przez prosta wyznaczong punktami wykresu f dla argumentéw a i x (patrz rys. 8).
Powyzsza prosta nazywa sie czesto sieczng do wykresu funkcji f.

f

Rysunek 8. Wartos¢ ilorazu réznicowego dla f i a w punkcie x to po
prostu tangens zaznaczonego tu kata.

¢ Pochodna 1 rézniczkowalnosé
Definicja.

o Jezeli istnieje granica w punkcie a ilorazu roznicowego dla f i a, tzn.

i 1@ = (@)

r—a €Tr — ’

to nazywamy jg pochodng f w (punkcie) a i oznaczamy f'(a).
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e Pochodna lewostronna (prawostronna) f w punkcie a to

lim f(x) — f(a). 62)

rz—a—(+) r—a

Oznaczamy jg f'(a) (f.(a)).

e Funkcja f jest rézniczkowalna w (punkcie) a wtw f'(a) istnieje i jest skoriczona

(j- f'(a) € R).

o Funkcja [ jest rozniczkowalna wtw Vae p [ jest rozniczkowalna w punkcie a. W tej
sytuacji funkcje D > x ~ f'(x) %) nazywamy pochodna f i oznaczamy symbolem f'.
Wspomniany we wstepnie do niniejszego rozdziatu brak  kantow” w wykresie funkcji réz-
niczkowalnej najlepiej chyba uscisli¢ jako istnienie prostej stycznej do wykresu f, rozumianej
jako prosta ,graniczna” prostych siecznych do wykresu ,przy x — a”.
Definicja. Zatéimy, ze f posiada pochodng w a. Prosta styczna do wykresu f dla a (lub
w punkcie (a, f(a))) to

e w przypadku, gdy f'(a) € R zbior
{(z.y) e RxR:y = f(a)(z —a) + f(a)},

e gdy f'(a) = £oo zbior
{(z,y) e RxR: 2z =a}.

A zatem powinni$my jeszcze troche poprawi¢ ,definicje” geometryczng rézniczkowalnosci
wykluczajac w niej nie tylko ,kanty”, ale takze pionowe styczne ...

Uwagi.
f(x) — f(a)

1. Zamiast granicy l1m w definicji pochodnej mozemy réwnowaznie rozwazac

flath)~ fla)"
a
ico 1i
granice lim .
2. Zamiast oznaczenia f’ na pochodng, czesto uzywane jest tradycyjne oznaczenie
df
dz

moze do$¢ niewygodne jako symbol funkcji, ale za to odzwierciedlajace z grubsza sens
pojecia pochodnej (d oznacza tu “przyrost”).

3. Czesto przy definicji pochodnej robione jest nieco silniejsze zatozenie dotyczace dziedziny
D i punktu a € D. Zaktada sie mianowicie, ze dla pewnego § > 0 zbiér

D,s:={re€D:|z—a| <d} (V.1)

jest jednym z przedzialtéw (a — d;a+6), [a;a+§) lub (a — §; a]. Méwimy wowczas, ze a
ma w D otoczenie bedgce przedzialem. Zatozenie to jest oczywiscie spetnione, jezeli np.
D jest dowolnym niezdegenerowanym przedziatem, ewentualnie skonczong suma takich
przedziatéw, oraz a € D. A zatem spelnione jest w przypadkach najczesciej tu przez
nas rozwazanych (zachecam jednak do podania jakiego$ przyktadu ,negatywnego”, tj.
dziedziny D oraz a € D, bedacego p.s. D, niespelniajacych tego warunku).

2) Oczywiscie, by w ogéle méwié o tych jednostronnych pochodnych, a musi byé¢ p.s. D% lub, odpowiednio,
De.

+

63) Symbol: D 3 z ~» wzér(z) oznacza funkcje g okreslona na D zadang dla wszystkich z € D jako g(z) =
wzor(x).
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4. Gdy a jest obustronnym punktem skupienia D, tzn. a — p.s. D% oraz D%, to f'(a)
istnieje wtw istnieja f’ (a) i f’(a) i sa sobie réwne.

5. Podobnie jak granica funkcji w punkcie, tak i pochodna funkeji w punkcie to pojecia
lokalne, tzn. dla dowolnego 6 > 0 istnienie i warto$¢ f’(a) jest tym samym co istnienie i
wartos¢ fi(a), gdzie fs := f|p, ; (patrz oznaczenie D, s z powyzszego punktu 3). Méwiac
bardziej obrazowo (ale zupelnie nie $cisle . ..) punkty ,dalekie od a” nie maja wplywu
na f'(a). %

© Nieco przykladéw oraz zwiagzki z ciggloscia

Po tych dosy¢ abstrakcyjnych rozwazaniach czas juz na konkretne przyktady. Zwro¢my w nich
uwage nie tylko na rozniczkowalnos¢ i pochodna, ale takze na kwesti¢ ciagtosci.

Przyklady (najprostsze).

1. Funkcja stala ma w kazdym punkcie skupienia swej dziedziny pochodna réwna 0, bo
iloraz réznicowy jest stale réwny 0.

2. Jezeli f: R — R jest funkcja afiniczng (zwana czasem liniowg, choé to troche mylace)
tzn. zadana dla x € R wzorem f(z) = ax+b (a, b — ustalone liczby), to iloraz réznicowy
dla f i dowolnego g € R jest funkcja stale rowng a, zatem tez f’ jest funkcjg stale
rowng a, co wiecej wykres f jest jednocze$nie prosta styczna do ,siebie samego” dla z,
niezaleznie od wyboru x.

3. Niech f: R — R, f(z) = |z|. Wéwczas f'(x) =1dlax >0, f'(x) = -1dlaz <0, a
f'(0) nie istnieje, poniewaz f’ (0) = —1, f1(0) = 1. Zatem to przyktad funkcji ciagtej,
ktora nie w kazdym punkcie posiada pochodng.

4. Rozwazmy funkcje signum sgn : R — R zadang wzorem )
1 dlaxz>0
sgn(x) = 0 dlaz=0
—1 dlaxz <0

Zachodzi: f'(z) = 0, dla x # 0, f'(0) = +o00. Jest to wiec przyklad funkeji nieciagtej,
ktora w kazdym punkcie posiada pochodna.

5. Niech f : [0;400) — R, f(z) = /x. Wowczas po standardowych przeksztatceniach
wzoru na iloraz réznicowy tej funkeji uzyskujemy f'(x) = ﬁ dla x > 0 oraz f'(0) =
+o00. Jest to wiec przyktad funkcji ciagtej, ktora nie jest rozniczkowalna, ale w kazdym
punkcie posiada pochodnag.

Uzupehlieniem powyzszych przyktadéw 3, 4 1 5 moze by¢ nastepujacy wazny rezultat do-
tyczacy zwiazkéw pochodnej z ciggtoscia.

Fakt. Jezeli f jest rozniczkowalna w punkcie xq, to jest tez w tym punkcie ciggla.

64) Moga sie zatem narodzi¢ watpliwosci: a zatem, czy w ogdle jakis punkt dziedziny poza samym a ma wplyw

na f'(a)? Moze wystarczy znaé tylko a i f(a)? ... Ostrzegam, ze sa to jednak watpliwosci dotyczace bardziej
mankamentéw logicznych naszego potocznego jezyka, niz matematyki...

65) Funkcja oznaczana tym symbolem nie zawsze jest ta tu wlasnie zdefiniowana funkcja. Rozmaicie bywa
wybierana wartos¢ sgn dla argumentu 0.
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Dowad.
Gdy f'(z0) € R, to

lim f(z) = lim <f($) ) (z —20) + f(wo)) = f'(xo) - 0+ f (o) = f(o)-

T—x0 T—x0 T — Iy

2. Roézniczkowanie funkcji elementarnych

Zajmiemy sie tu wzorami umozliwiajacymi obliczanie pochodnych funkcji elementarnych. Do-
ktadniej — zajmiemy sie tymi funkcjami, ktére mozna uzyska¢, wychodzgc od znanych nam
kilku ich podstawowych typéw, przy pomocy znanych nam operacji na funkcjach.

¢ Pochodne kilku waznych funkcji

Zaczniemy od ponizszych czterech wzoréw na pochodne juz wezesniej przez nas badanych
funkcji.

Fakt.

1. Jeslia € R oraz f : D — R jest zadana wzorem f(x) = z® przy czym a) « € N i D =R
lub b) o € Z i D =R\ {0} lubc) D =Ry, to f'(x) = ax®! (tu ewentualne ,0°7,
mogace sie pojawié w a) dla o« =1 i x = 0, uznajemy za réwne 1).

2. Jezelia > 0 oraz f : R — R zadana jest wzorem f(x) = a*, to f'(z) = a*Ilna. W
szezegolnosci exp’ = exp.

3. sin’ = cos.

4. cos’ = —sin.
Dowéd.
Sprawdzimy wszystkie wzory na pochodne w punkcie zy. Dla pierwszego wzoru mozna sko-

¥ —1

€xr —

rzysta¢ z tego, ze hrr% = « (patrz przyklad 7 strona 59) oraz zapisa¢ dla zo # 0 i

= >0
0
o

-0 R ’
xo

a Ty _ ]
T ':EO _ xa—1< )
r — 2o
co daje natychmiast potrzebny wynik, o ile z¢ # 0 (przypadek zy = 0, mozliwy tylko dla a),
jest oczywisty). Dla dowodu punktu 2 zauwazmy, ze dla a # 1 i z #

a® — q®o a®ro _ 1 e(x—xo)lna -1
= g"° = g"° Ina a”lna
T — To T — To (x —z9)Ina )

poniewaz
. et —1
lim =
z—0 x
(patrz przyktad 4 strona 59). Dla a = 1 ten wz6r na pochodna jest oczywisty. Wreszcie wzory
314 to prosta konsekwencja wzoréw na sin i cos od sumy argumentéow (patrz fakt 2 ze str.
49) oraz przyktadéw 51 6 ze strony 59. Np.

1

cos(xg + h) — cosxg (cosh —1) . sinh
N = cos:coTh— sin xg

——cosxy-—-0—sinzy -1
h—0 0 2 0

= —sinxyg.
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¢ Wzory rachunkowe dla pochodnej
Ponizszy rezultat pozwoli nam badaé¢ funkcje zadane bardziej skomplikowanymi wzorami.

Twierdzenie V.1 (o wlasnosciach rachunkowych pochodnej).

a. Jezeli f,g : D — R sq rozniczkowalne w punkcie a € D, to f g 1 f - g takie sq
rozniczkowalne w a oraz

(f £9)'(a) = f'(a) £ ¢'(a),
(f-9)'(a) = f'(a) - gla) + f(a) - g'(a)  (wzdr Leibniza).

Jezeli ponadto VzGD g(x) #0, to £ jest rozniczkowalna w a oraz

1Y o _ F@ste) — fa)g'a)
(g) () = . V.2

b. Jezeli A, B CR, f: A— B, g: B — R oraz [ jest rézniczkowalna w a € A i g jest
rézniczkowalna w f(a), to go f jest rézniczkowalna w a oraz

(go f)(a) =4 (f(a))f (a).

c. Jezeli I,Y C R, I — przedziatl oraz f : I — Y jest odwracalna i rézniczkowalna, przy
coym Vaer f(x) #0, to f~1 tez jest réiniczkowalna, oraz dla dowolnego y € Y

1
—1y/
U=y

Dowdéd.

Dla f 4 g teza wynika natychmiast z faktu, ze iloraz réznicowy dla f + g i a to odpowiednia
suma ilorazéw réznicowych. Z kolei wzor Leibniza uzyskamy stosujac standardowy ,chwyt”
podobny do tego, ktory zostal uzyty w dowodzie twierdzenia o granicy iloczynu ciagdéw (patrz
twierdzenie I1.1): dla x € D\ {a}

f(x)g(x) — f(a)g(a) f(x)g(x) = f(x)g(a) + f(x)g(a) — f(a)g(a)
f(x)g(x) —g(a)

T —a r—a

(trzeba tu tez skorzystaé z tego, ze f jest ciagla w a — patrz fakt ze strony 78).
Przed dowodem czesci dotyczacej ilorazu, wykazemy punkt b). W tym celu oznaczmy
Dy :={x € A: f(z) # f(a)}, Dy = A\ D;y. Niech x € A\ {a} oraz rozwazmy iloraz réznicowy

dla zlozenia
(90 (&) ~ (g0 f)(a)

Tr—a

i(x) =
Jezeli © € Dy, to mamy oczywiscie f(z) = f(a), skad i(x) = 0. Jezeli natomiast z € Dy, to
9(f(x)) = g(f(a))  flx) — fla)
f(x) = fla) r—a
Zatozmy, ze a jest p.s. obydwu zbioréw D; i Dy. Poniewaz f jest rozniczkowalna w a, zatem

jest ciggla w a, wiec glclir(ll f(z) = f(a). A zatem mamy

lim (i |p, ) (x) = ¢'(f(a)) f'(a) (V.3)

r—a

i(r) =
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oraz

lim (i ) () = 0 (V.4)
Jednoczesnie, skoro a jest p.s. Dy, to
zg'ceDag r—a

Stad na mocy twierdzenia o scalaniu (tw. IV.3), z (V.3) i z (V.4) wynika, ze glﬁurtllz(x) =
g (f(a))f'(a), co konczy dowdd punktu b) w tym przypadku. Jezeli a jest p.s. tylko jednego
sposrod zbiorow Dy, Do, to dowdd jest prosty i de facto zawarty w powyzszych rozwazaniach.

Powr6¢émy do ilorazu. Zauwazmy, ze iloraz mozna zapisa¢ przy pomocy mnozenia i skta-

dania:
(5) — f-(hog),

gdzie h: R\ {0} — R zadana jest wzorem h(z) = L. A zatem w tym przypadku teza wynika
natychmiast z udowodnionych juz czesci twierdzenia dotyczacych iloczynu i ztozenia oraz faktu
ze strony 79 pkt. 1 dla a = —1.

Udowodnimy c¢). Mozemy zalozyé, ze przedzial I jest niezdegenerowany. Poniewaz f jest
w szczegdlnodei ciggla, zatem Y jest przedzialem (i to niezdegenerowanym — dlaczego?) i f~1
tez jest ciagta (patrz tw. IV.12). Zatem gdy yo € Y, to yo — p.s. Y oraz dla y € Y \ {50},
dzieki odwracalno$ci, mamy f~!(y) # f~(yo), skad

f ) = f o) 1 1

— LU )= f (T (o)) y— (-1 ’
Y— % )=~ (o) v=vo f'(f 7 (yo)

przy czym powyzsza zbiezno$é jest konsekwencjy cigglosci f=! w o oraz rézniczkowalnodci f
w7 (yo)- u

Oczywista konsekwencjg twierdzenia V.1 jest nastepujacy wniosek, dotyczacy zachowania
rozniczkowalnosci przy podstawowych operacjach na funkcjach.

Whiosek. Suma, iloczyn, iloraz i zlozenie (o ile majq sens) funkcji rézniczkowalnych jest funk-
cjqg rozniczkowalng. Funkcja odwrotna do funkcji rézniczkowalnej z niezerujgeq sie pochodnag,
okreslonej na przedziale jest funkcjq rozniczkowalng.

¢ Pochodne dalszych waznych funkcji

Twierdzenie V.1 wraz z udowodnionym wczesniej faktem pozwala wyliczy¢ pochodne kolejnych
funkcji elementarnych.

Przyklad.
1. Niech 1 # a > 0. Na mocy pkt. ¢) twierdzenia mamy dla = > 0
1 1

(log,)"(w)

" Ina-d°*  z-lna’
w szezegllnosci In'(z) = L.
2. Dla z nalezacego do dziedziny tangensa, na mocy (V.2), mamy

cos?x +sin’x
(tg)'(z) = ————— =1+tg’z =

66)
cos? x

cos? x

66) Stosujemy tu popularna (choé niestety czasem mylaca) konwencje pisania f2(x) zamiast (f(z))? dla pew-
nych funkeji f — szczegdlnie trygonometrycznych.
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3. Podobnie dla x z dziedziny kotangensa

. 9 2
—(sin“x + cos” x —1
ctg)(z) = ( : ):—1—ctg293:7, :
3 2
sin? z sin?

Na zakonczenie tego podrozdziatu warto podkresli¢, ze w efekcie udato nam sie osiagnaé
zapowiadany cel zwigzany z praktyczng ,wyliczalnoscia” wzoréw na pochodne wszystkich
funkcji elementarnych. Jest to bardzo komfortowa sytuacja — jak przekonamy sie w rozdziale
VII — catkiem odmienna od tej, jaka bedziemy mieli przy calkowaniu, czyli operacji odwrotnej
(w nieco niescistym sensie) do rézniczkowania.

3. Pochodna i ekstrema lokalne

Jak wskazywalaby na to geometryczna interpretacja pochodnej zwigzana ze styczna do wy-
kresu, powinny istnie¢ tatwe do opisania relacje pomiedzy rozmaitymi wtasnosciami funkcji a
wtasnosciami jej pochodnej. W nastepnym podrozdziale przekonamy sie, ze tak jest np. z mo-
notonicznoscig funkeji. Tu natomiast przyjrzyjmy sie tego typu zwigzkom, ktére majag miejsce
dla innej wlasnosci: posiadania przez funkcje ekstremum lokalnego.

¢ Maksima i minima lokalne

Definicja. Niech D C R, f: D — R ixg € D. Funkcja f posiada maksimum (minimum)
lokalne w xy wtw dla pewnego § > 0 zachodzi

f(zo) = max(min){f(x) : x € D, |z — xo| < d}.

Funkcja f posiada ekstremum lokalne wxq wtw f posiada maksimum lub minimum lokalne
w Tg-

Inaczej méwiac, funkcja osiaga w xy maksimum (minimum) lokalne w sytuacji, gdy dla
pewnego 6 > 0 jej warto$¢ w xy jest wartodcia najwieksza (najmniejsza) sposrdéd wartosci
osiagganych w D, s. Ekstremum lokalne posiada zatem np. funkcja cos w 0, funkcja stata —
w kazdym punkcie, funkcja f : [0; 1] — R zadana wzorem f(z) = x — w punkcie 0 i 1.

¢ Pochodna dla ekstreméw wewnatrz dziedziny

7 powyzszych przyktadéw nie wida¢ jednak by fakt posiadania ekstremum lokalnego wplywat
w jakis jednolity sposdb na wtasnosci pochodnej. Dlatego ograniczymy si¢ do rozwazania tylko
niektorych punktéow dziedziny funkeji. Méwimy mianowicie, ze xq jest punktem wewnetrznym
zbioru D wtw (xg — d; 29 + 6) C D dla pewnego 6 > 0.

Twierdzenie V.2 (o ekstremach lokalnych). Jezeli f posiada ekstremum lokalne w punk-
cie wewnetrznym xo swojej dziedziny oraz f jest réiniczkowalna w xo %7 | to f'(zo) = 0.
Dowdéd.

Niech D — dziedzina f i niech § > 0 bedzie takie, ze (xg — §; 29 + ) C D oraz réwnoczesnie
\V/CCE(CC()—(S;I()-HS) f(z) < f(xo) (a zatem zakladamy, ze w ¢ jest maksimum lokalne, gdyby byto
to jednak minimum lokalne, wystarczy rozwaza¢ — f zamiast f). W efekcie dla = € (xq—d; )
mamy L&) > 0 a dla z € (zo;xo + 6) mamy L=l 0 Stad f (x4) > 0 oraz

r—x T—x

fi(xo) < 0. Poniewaz jednak f’ (xo) = f(x0) = f'(w0), zatem f'(x) = 0. O

67) Wystarczy zakladaé, ze f posiada pochodna w .
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Klasyczny przyktad funkcji f : R — R zadanej wzorem f(x) = 23, ktéra cho¢ ma w zerze
pochodng réowng 0, jednak nie posiada w tym punkcje ekstremum, pokazuje, ze nie zachodzi
twierdzenie odwrotne do twierdzenia V.2. A zatem twierdzenie to daje tylko pewien warunek
konieczny na ,posiadanie ekstremum lokalnego w x,”. Niemniej w wielu zadaniach bywa to
bardzo przydatne.

¢ Znajdowanie kreséw funkcji — sposéb 1

Przyktad. Znajdziemy kres gérny i dolny zbioru wartosci funkcji f : [0;3] — R zadanej
wzorem
f(z) =22 — 92* + 122.

Po pierwsze zauwazmy, ze f jest ciagta, a zatem osiaga w pewnych punktach z [0;3] swdj
kres®) gérny i dolny. W kazdym z tych punktéw f posiada zatem ekstremum lokalne. Jegli
taki punkt z jest punktem wewnetrznym przedziatu, to f'(x) = 622 —18z+12 = 6(22—3z+2) =
6(x — 1)(x —2) = 0, czyli = to 1 lub 2. W efekcie wiemy, ze kresy osiagane sa w jednym z
punktéw 0, 1, 2, 3 (na poczatku wiedzieliSmy tylko, ze sa osiagane gdzie$ w [0; 3] — zatem zbi6r
,punktéw podejrzanych” udalo nam sie solidnie zmniejszy¢ ...). Mamy f(0) = 0, f(1) = 5,
f(2) =4, f(3) =9, a zatem kres gérny f to 9, a dolny to 0.

4. Twierdzenia o wartosci $sredniej dla pochodnej
o Trzy twierdzenia o wartosci Sredniej

Zapowiadane tu trzy twierdzenia to rezultaty fundamentalne dla rachunku rézniczkowego
funkcji jednej zmiennej — pozwola nam one naprawde skutecznie bada¢ funkcje za pomo-
ca ich pochodnych. Niech a,b € R, a < b. Dwa pierwsze twierdzenia dotycza jednej funkcji
f:a;b) — R.

Twierdzenie V.3 (Rolle’a). Jezeli f jest ciggla wa i wb, rézniczkowalna w kaZdym punkcie
prezedziatu (a;b) %) oraz f(b) = f(a), to

EIce(a;b) f'(e)=0.

Teza twierdzenia Rolle’a ma prostg interpretacje geometryczna: w pewnym punkcie we-
wnatrz przedziatu styczna do wykresu jest pozioma, co dzieki naszym intuicjom zwigzanym
z rozniczkowalnodcig funkcji wydaje sie catkiem naturalne przy przyjetym zalozeniu, ze war-
tosci funkcji sa réwne na koncach. Nastepne twierdzenie jest uogdlnieniem poprzedniego —
rezygnujemy w nim z zatozenia f(b) = f(a).

Twierdzenie V.4 (Lagrange’a). Jezeli f jest ciggla w a © w b oraz jest rézniczkowalna w

(a;b), to
1oy f0) = fla)
Elce(a;b) f'(e) = T4

To twierdzenie takze wydaje sie by¢ zgodne z nasza intuicjg — styczna do wykresu ma by¢
réwnolegta do prostej siecznej odpowiadajacej argumentom a i b (patrz rys. 9).
Trzecie twierdzenie dotyczy juz dwoch funkeji f,g : [a;0] — R i jest uogdlnieniem obu

poprzednich twierdzen ™) .

683)
69)

Kresem gérnym (dolnym) funkcji nazywamy odpowiedni kres jej zbioru wartosci.
Zamiast ,rozniczkowalna w kazdym punkcie zbioru X” bedziemy tez moéwié rézniczkowalna w X.
70) Dlaczego?

83 [V.g]



a c b

Rysunek 9. Styczna dla punktu c jest réwnolegla do siecznej dla a i b.

Twierdzenie V.5 (Cauchy’ego). Jezeli f i g sq ciggle w a i w b oraz réZniczkowalne w
(a;b), to

Tectay (F(0) = f(a))g'() = (9(b) = g(a)) f'(c)
Dowody.
Zacznijmy od twierdzenia Rolle’a. Zauwazmy najpierw, ze f — ciagla, zatem z twierdzenia
Weierstrassa (tw. IV.10) istnieja m, M € [a;b] takie, ze \V/xe[a;b] f(m) < f(x) < f(M). Jezeli
f(m) = f(M), to f jest stata, wiec f'(c) = 0 dla kazdego ¢ € (a;b). Jesli natomiast f(m) #
f(M), to jedna z liczb m, M musi by$ rézna od a i od b, gdyz f(a) = f(b). Biorac te wtasnie
liczbe jako ¢, z twierdzenia V.2 uzyskujemy teze, gdyz f posiada w szczegdlnosci ekstremum
lokalne w ¢ i ¢ jest punktem wewnetrznym [a; b].

Teraz pozostate twierdzenia uzyskamy natychmiast, stosujac twierdzenie Rolle’a do od-
powiednio dobranych funkeji ,pomocniczych” f : [a;b] — R. Dla twierdzenia Lagrange’a f
definiujemy wzorem

; f(b) — f(a)

Dla twierdzenia Cauchy’ego bierzemy natomiast

oy dO =@
o) s= @) =5 s (o) = gfa),

oile g(b) # g(a), a gdy g(b) = g(a) teza wynika natychmiast z twierdzenia Rolle’a

¢ Najprostsze réwnanie rézniczkowe

Przyktadem bardzo waznej konsekwencji twierdzenia Lagrange’a jest nastepujacy wynik do-
tyczacy najprostszego réwnania rézniczkowego: f'(x) = 0.

Whiosek. Jezeli I — przedzial oraz f : I — R spetnia f'(x) = 0 dla dowolnego x € I, to f
jest funkcjq statq.

Dowdéd.
Dla dowolnych z,y € I, x < y istnieje ¢ € (z;y) takie, ze f(xi:i(y) = f'(c) = 0, skad
f@) = f(y). O

Nalezy jednak koniecznie pamietaé, ze powyzszy wniosek dotyczy wytacznie funkcji okre-
slonych na przedziale.

¢ Monotoniczno$¢ a pochodna

Kolejnym waznym wnioskiem jest kryterium monotonicznosci funkcji. Podobnie jak przed
chwila, istotne jest tu, ze dziedzina funkcji to przedzial.
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Twierdzenie V.6 (o monotonicznos$ci). Jezeli I — przedzial oraz f: I — R jest réznicz-
kowalna, to

1. f jest rosngca (malejgca) wtw Vme, fl(x) >0 (<0);

2. Jezeli \V/xel f'(x) >0 (<0), to f jest $cisle rosngca (Scisle malejgca).

Dowdd.
Implikacja ,,=" w pkt. 1. to natychmiastowy wniosek z definicji pochodnej, a pozostata czesé
tezy twierdzenia wynika (tez natychmiastowo) z tw. Lagrange’a. O

Wspomniany niedawno przyktad funkcji f : R — R, f(z) = 2® pokazuje, ze w pkt. 2.
powyzej implikacja ,<" nie zachodzi, bowiem f’(0) = 0.

¢ Kilka nowych funkcji elementarnych — funkcje ,arkus...”

Twierdzenie o monotoniczno$ci wykorzystamy teraz do badania monotonicznosci funkcji try-
gonometrycznych (na pewnych przedziatach). Pozwoli nam to zdefiniowaé kolejne funkcje ,ele-
mentarne”: arcsin, arccos, arctg i arcctg. Rozwazmy nastepujace cztery funkcje, bedace obcie-
ciami znanych nam funkcji trygonometrycznych do pewnych podzbioréw ich dziedzin.

5 {—g; g} — [-1;1], s(z) =sinz;
c: [0;7] = [=1;1],  ¢(z) = cosa;
t:(-53)—R @) =tgw

ct: (0;7m) = R, ct(z) =ctgx.

Na mocy twierdzenia V.6 pkt.2 oraz na mocy wzoréow z podrozdziatu 2. wszystkie te funk-
cje sa roznowartosciowe 'V (s it sg $ciéle rosnace, ¢ i et — $cile malejace). Korzystajac z
twierdzenia o wlasnosci Darboux (tw. IV.9) oraz badajac granice, wzglednie wartosci powyz-
szych funkcji w konicach ich dziedzin uzyskujemy tez, ze funkcje te sa ,na”. Funkcje arcsin,
arccos, arctg i arcctg to funkcje odwrotne do s, ¢, t i ct. Ich wykresy sg zatem symetryczne
odpowiednio do wykreséw funkcji s, ¢, t, ¢t wzgledem prostej o réwnaniu y = x (patrz rys.
10).

Z twierdzenia V.1 uzyskujemy tez rozniczkowalnosé arctg i arcctg oraz rézniczkowalnosé
w (—1;1) arcsin i arccos oraz wzory:

1 —1
arcsin’(r) = ———,  arccos' (1) = ——— dla z € (—1;1);
arctg'(z) = . arcctg’(x) = ! dla z€eR
A ey S e '
¢ Znajdowanie kreséw funkcji — sposéb 11

Twierdzenie o monotonicznosci pozwala tez rozwigzywaé zadania na znajdowanie kreséw funk-
cji przy uzyciu metody alternatywnej do tej uzytej w przyktadzie ze str. 83 (wykorzystujacej
twierdzenie o ekstremach lokalnych).

Przyklad. Rozwazmy te samg funkcje co we wspomnianym wyzej przyktadzie. Najpierw
znajdziemy mozliwie duze przedziaty zawarte w dziedzinie f, po obcieciu do ktoérych f jest
monotoniczna (tzw. maksymalne przedzialy monotonicznosci). Dzieki tw. V.6 sprowadza sie
to do rozwigzania nieréwnosci f'(z) < 0 lub f/(x) > 0. Poniewaz f'(z) = 6(z—1)(z —2) zatem

™) Nalezy tu czasem uzy¢ tez faktu, ze pochodna funkcji stalej na pewnym przedziale ma w calym tym

przedziale pochodna réwna 0.
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Rysunek 10. Wykresy ,fragmentow” funkeji trygonometrycznych i odpowiadajacych im ,ar-
kusow”.

bez trudu uzyskujemy, ze na [1;2] f jest malejaca, a na [0;1] i na [2;3] jest rosnaca (choé¢ na
sumie: [0;1] U [2; 3] juz nie — dlaczego?). Oczywiscie kres gérny f moze by¢ osiagany jedynie
w prawym koncu ktorego$ przedziatu, gdzie f rosnie lub lewym takiego, gdzie f maleje, czyli
w 1 lub 3. Poniewaz f(1) =5 < 9 = f(3), wiec kres gorny to 9. Podobnie kres dolny moze by¢
osiggany jedynie w prawym koncu przedziatu, gdzie f maleje lub lewym, gdzie rosnie, czyli w
2,0, 3. A zatem kres dolny to f(0) =0, bo f(3) =9 > f(2) =4 > 0= f(0).

Jak widaé¢ z czysto rachunkowego punktu widzenia, ta metoda jest bardzo podobna do
metody I. Zamiast réwnania f'(x) = 0 rozwiazujemy nieréwnosé¢ f'(z) > 0 lub < 0, a to na
0g6t robi sie bardzo podobnie. Gléwna réznica polega na sposobie argumentacji. Metoda I1
ma oczywiscie swoje ograniczenia: cala dziedzina musi daé¢ si¢ rozbi¢ na sume przedziatow
monotonicznosci. Ma tez jednak pewna wyzszo$¢ nad metoda I — mozna jg bez wiekszego
trudu uogolni¢ na przypadek funkcji okreslonych na innych przedziatach niz tylko domkniete, z
czym dla metody I moga by¢ pewne klopoty (zachecam do znalezienia stosownego przykltadu).

¢ Dowodzenie nieré6wnosci

A oto jeszcze jedno zastosowanie twierdzenia o monotonicznosci.

Przyklad (dowodzenie nieréwnosci). Wykazemy nieréwnosé

sinz < x dla z > 0.
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Rozwazmy f : [0; +00) — R zadana wzorem f(z) = sinz — x. Mamy
() =coszr—1<0

dla kazdego z > 0. Funkcja f jest wiec malejaca — w szczegdlnosci sinx—z = f(z) < f(0) =0,
czyli sinx < x dla dowolnego = > 0. A zatem, w duzym skrécie, sprowadziliémy dowdd
nieréwnosci dla funkcji do pewnej nieréwnosci na jej pochodna. Catkiem podobnie dowodzimy
nieré6wnos¢

In(1+2) < dla z > —1.
nalezy tylko bada¢ monotonicznosé funkcji zadanej wzorem In(1 + z) — x osobno na lewo i
osobno na prawo od 0.

¢ Reguta de ’Hospitala i badanie ,,nieoznaczono$ci”

Wazna konsekwencja twierdzenia Cauchy’ego (tw. V.5) jest tzw. reguta de I'Hospitala, pomoc-
na niekiedy przy obliczaniu granic funkcji (cho¢ niestety takze czesto jest nieprzydatna, albo
bywa uzywana wtedy, gdy mozna sie tatwo oby¢ bez niej...).
Twierdzenie V.7 (reguta de 'Hospitala). Niech —0o < a < b < +00. Zaldimy, Ze funkcje
f i g okreslone w (a;b) sq réiniczkowalne oraz ze g'(x) # 0 dla x € (a;b). Niech xg = a lub b.
Jezeli istnieje granica

f'(z)

T—x0 g/ (.T)

(V.5)

oraz zachodzi ktores z zalozen
wersja 1. (,27): lim f(z) = lim g(z) =0

70 T—T0o T—To

wersja 2. (,——7): lim g(z) = +oo lub —oco,

RE T—T(
lim /(@) = lim f'(z)

S g(z) o g(a)

to

Dowdéd.

Przedstawimy tu tylko dowdd dla szczegdlnego przypadku wersji 1. z dodatkowymi zatozenia-
mi, ze g = a € R. Funkcje f i g ,dookreslimy” w punkcie a biorac f(a) = g(a) = 0 tzn.,
nieco $cislej, zdefiniujemy £, g : [a;b) — R wzorami

f(x):{o dlaz=a ~(x)_{O dlaz =a

f(z) dlaz € (a;b), g g(x) dlax € (a;b).

Niech z € (a;b). Oczywiscie figsaciggle w a i w z oraz s rézniczkowalne w przedziale
(a;x). W szczegblnosci zatem, z twierdzenia Rolle’a, mamy g(z) # 0 na mocy zalozenia,
ze pochodna ¢’ jest niezerowa. Ponadto z tw. Cauchy’ego o wartosci Sredniej, dla pewnego
¢, € (a;x) zachodzi

@) J@) = fa)_ fle)
g(z)  glx)—gla)  ¢'(ca)
Skoro a < ¢, < x, zatem na mocy twierdzenia o trzech funkcjach (tw. IV.4) mamy glgll% Cr=0a

(V.6)

i przy tym ¢, # a. Stad, na mocy (V.6), dzieki istnieniu granicy (V.5), otrzymujemy teze
twierdzenia™ . O

Zauwazmy jeszcze, ze granice pojawiajace si¢ w twierdzeniu V.7 to granice de facto jed-
nostronne (cho¢ nie zostalty uzyte symbole 1imi7 ale z( jest ,na koncu” dziedziny). A zatem

T—X0

reguty de I’'Hospitala mozna uzywa¢ w sposob bezposredni tylko do granic jednostronnych.

72) Patrz tez ew.: twierdzenie ,,0 granicy zlozenia” z zadania 2 do rozdziatu IV.
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W przypadku granic ,obustronnych” trzeba wtasciwie uzyé¢ jej dwukrotnie — dla ,kazdej ze
stron” osobno, cho¢ zazwyczaj rachunki dla obu stron sg analogiczne. 1 jeszcze jedna sprawa.
Stosujac regute de I’'Hospitala nie mozna zapomnie¢, ze istnienie granicy (V.5) jest jednym
z zatozen twierdzenia!

Jak wida¢ z samego sformutowania, reguta de I’'Hospitala nadaje sie bezposrednio do ba-
dania ,nieoznaczonosci” typu ,,%” i ,27. Czesto jednak, po odpowiednich przeksztalceniach
algebraicznych, do ktorejs z tych ,nieoznaczonosci” daje sie sprowadzi¢ takze ,nioznaczonosci”
inne.

con

Przyktad (,nieoznaczono$é” typu ,,15°”). Znajdziemy hH(l)(COS x)=. Poniewaz granica
Tr—

podstawy, tj. cos rowna jest 1, a granica wyktadnika co prawda nie istnieje, ale istnieja granice

jednostronne réwne odpowiednio +o0o. Te dwie sytuacje okreglamy mianem nieoznaczonosci’™™

typu ,17°°” lub odpowiednio ,17>°”. Dla 0 # z € (—Z;Z) mamy:

T 202
1
(COS I)% — eln((cosz)z) _ eilncos:c‘ (v7)
. . . . Incosx .. ; . .
Policzmy wiec najpierw 111(1;1i — uzyjemy regulte de 'Hospitala (wersje 1) mamy bo-
wiem li%lia: = li%l Incosx = In1 = 0. Poniewaz iloraz pochodnych to
L. (—sinz)
coszx = _tor
1 g
) . . , . .. Incosz o
i posiada on (obustronna) granice w 0 réwna 0, zatem takze hr% = 0, stad, dzieki
T— €T

ciagtosci funkeji wyktadniczej, na mocy (V.7), mamy

hm(cos:r)% =’ =1.

z—0

5. Wyzsze pochodne
¢ Rekurencyjna definicja n—tej pochodnej

Bedziemy tu méwili o pochodnych n—tego rzedu (inaczej: n—tych pochodnych), gdzie n € Nj.
Dlan =0 n-ta pochodna funkcji f to po prostu sama funkcja f — okreélona jest wiec ona
w kazdym punkcie dziedziny. Z kolei dla n = 1 pierwsza pochodna f w punkcie x to po prostu
pochodna, czyli f'(x), o ile istnieje. Oznaczmy wiec fO(x) = f(x), fP(x) = f/(z). Ogblnie,
n-ta pochodna funkcji f w punkcie xy bedziemy oznaczaé przez f™ (xy). Zdefiniujemy ja przy
uzyciu rekursji ,po n”, startujac np. od przyjetej juz definicji dla n = 0. Mowiac niezbyt
doktadnie, (n + 1)-sza pochodna bedzie po prostu pochodng n—tej pochodnej, musimy to
jednak doprecyzowaé. Dla zbioru D C R, punktu xy € R oraz § > 0 przyjmijmy (a wlasciwie
przypomnijmy — patrz str. 77) oznaczenie

on,g =DnN (ZEQ — 5;I0 + 5),

ktore przyda nam sie ponize;.

Definicja (przejscie od n do n + 1 w definicji n—tej pochodnej). Niech f : D — R,
xo € D. Jezelin € Ny, to f"1) () istnieje wtw dla pewnego 6 > 0 dla dowolnego x € Dy, s
f™) () istnieje i jest skoticzona oraz funkcja Dy, 5 > x ~ f™(x) posiada pochodng wxo ™ .
W takiej sytuacji te pochodng w xo oznaczamy f™+Y(xy) i nazywamy n + 1-szq pochodng
f w oy (ew. pochodng n + 1-szego rzedu w xq).

73) Sciglej, stowo ,nieoznaczono$é” wyraza niemoznosé sensownego zdefiniowania odpowiedniego dzialania —
w tym wypadku potegowania ,,17°°” ani , 177,
™) W szczegdlnosci zatem o musi byé punktem skupienia i elementem D.
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Bedziemy takze méwié, ze f jest n—krotnie rézniczkowalna w (punkcie) xo wtw f(z)
istnieje i jest skonczona oraz, ze f jest n—krotnie rézniczkowalna wtw f jest n—krotnie réz-
niczkowalna w x dla dowolnego x z dziedziny funkcji f. W tej ostatniej sytuacji funkcje
D >z ~ fM(2) nazywamy n-tg pochodng f i (oczywiicie) oznaczamy przez f. Czasa-

mi na f™ uzywa sie tez tradycyjnego oznaczenia 277{'

Zwr6émy uwage na pewna subtelno$é zwigzang z definicjg wyzszych pochodnych. W przypadku 1-szej pochodnej,
aby mogta by¢ ona okreslona w punkcie zo, z punktu widzenia wlasnosci samej dziedziny wystarczato w zasadzie
by xo byl jej elementem oraz punktem skupienia. Méglt wiec to byé np. punkt z¢g = 0 dziedziny D = {—% :
n € N} U [0;1]. Jednak juz dla n = 2 podobna sytuacja nie jest mozliwa, bowiem w zadnym z punktéw postaci
— < pierwsza pochodna funkcji okreslonej na D nie istnieje (bo punkty te nie sg punktami skupienia D). Zatem

zgodnie z definicja, f<2) (0) nie istnieje, niezaleznie od tego jak ,regularng” funkcje f rozwazamy na tej dziedzinie.

¢ Wzory rachunkowe dla wyzszych pochodnych i wielokrotne rézniczkowanie funk-
cji elementarnych

Dzigki znalezionym juz przez nas wzorom na pierwsze pochodne mozemy teraz bez trudu (np.
indukcyjnie) dowies¢, ze wiele sposrod funkcji elementarnych to funkcje n—krotnie rézniczko-
walne dla dowolnego n. Tak jest np. z funkcjami: wyktadniczymi, potegowymi (okreslonymi
na R,), wielomianami (okreslonymi na R), logarytmami, sin oraz cos. Co wiecej, katalog
takich funkcji mozna bardzo rozszerzy¢ dzigki ponizszemu rezultatowi bedacemu wnioskiem
(cho¢ moze nie we wszystkich punktach trywialnym™ ) z twierdzenia o wtasnosciach rachun-
kowych pochodnej (tw. V.1).

Twierdzenie V.8 (wlasnosci rachunkowe n—krotnego rézniczkowania). Suma, iloczyn
1 tloraz funkcji f 1 g rozniczkowalnych n—krotnie w punkcie xy sq funkcjami n—krotnie roznicz-
kowalnymi w xo oraz zachodzi

1. (f + )" (z0) = [ (wo) + g™ (w0), (- [)™(w0) = - [ (wg), dlaa€R;
2. (wzér Leibniza rzedun) (f - g)™(z0) = X, (Z) F®) (20) g ") ().

Ztozenie go f funkcji f rozniczkowalnej n—krotnie w xq z funkcjq g rézniczkowalng n—krotnie
w f(xo) jest n—krotnie rézniczkowalne w xy.

Jezeli I — przedzial oraz f : 1 — f(I) C R jest odwracalna i n—krotnie réiniczkowalna
oraz f'(x) # 0 dla dowolnego x € I, to f~1 jest n—krotnie rézniczkowalna. B.D.

Przy uzyciu tego twierdzenia otrzymujemy m. in. n—krotna rézniczkowalnos$é¢ dla dowolnego
n funkcji: tg, ctg, arctg, arcctg, a takze funkeji arcsin i arccos obcigtych do przedziatu (—1;1).

Dziwi¢ moze nieco brak w powyzszym twierdzeniu wzoréw na n—tg pochodng ilorazu oraz
ztozenia. Dla ilorazu wzoér taki mozna by jeszcze ewentualnie wypisa¢, cho¢ bytby on dosé
skomplikowany. Natomiast wzor na n—ta pochodng ztozenia jest juz tak makabrycznie skom-
plikowany, ze zapisanie go w zwieztej formie jest nie lada sztuka! Zachecam do wypisania go
tylko dla n = 3 (i sadze, ze to wystarczy, by powyzsza opinie podzieli¢...).

o Klasy C™ i O

Na koniec tego podrozdziatu — dwa czesto spotykane oznaczenia: klasa C™(D) to zbiér wszyst-
kich tych funkcji okreslonych na D, ktore sa n—krotnie rézniczkowalne oraz ich n—ta pochodna
f™ jest funkcja ciagla, a klasa C°(D) — tych, ktére sa n-krotnie rézniczkowalne dla kazdego
n € N. Oczywiscie C*°(D) C C™(D) przy dowolnym n € N (dlaczego?). Uzywa sie tez sfor-
mutowania: f jest klasy C" (odp. klasy C>). Zamiast C° piszemy na ogét C, czyli C(D),
to po prostu zbior wszystkich cigglych funkcji f: D — R.

5) Cho¢ osiagalnym przy tak juz dalece rozwinietej przez nas teorii — patrz — Zadania.
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6. Druga pochodna i wypuklosé

Sposrod n—tych pochodnych dwie — mianowicie pierwsza i druga wyrozniaja sie ze wzgledu na
ich liczne zastosowania i czytelna interpretacje geometryczng. O pierwszej juz powiedzieliSmy
nieco. Teraz w formie bardzo skrétowej zajmiemy sie druga pochodna. Najpopularniejsze za-
stosowanie ma ona chyba w fizyce — np. okresla wartos$¢ przys$pieszenia (podczas gdy pierwsza
— predkosci) punktu poruszajacego sie ,jednowymiarowo”, ale tez kazdej ze wspotrzednych
punktu poruszajacego w wielu wymiarach (wtedy rézniczkowana funkcja okresla odpowiednig
wspOlrzedna polozenia punktu, a zmienna to czas).

¢ Funkcje wypuktle i wkleste

Zmak pierwszej pochodnej ma Scisty zwiagzek z dosé ,,geometryczng” wlasnoscig funkeji jaka
jest monotonicznos¢. Tymczasem, jak zaraz zobaczymy, znak drugiej pochodnej wigze sie z
inng, tez bardzo geometryczng wlasnoscig — mianowicie z wypuktoscig. Przypomnijmy tu, ze
podzbiér A C RF ) jest wypukly wtw dla dowolnych a,b € A odcinek taczacy a i b zawarty
jest w A. Zdefiniujmy pojecie wypuktosci funkcji f : I — R ™) | gdzie I — przedzial (I oznacza
przedzial w calym tym podrozdziale). Niech Ny oznacza zbiér punktéw potozonych ,nieostro”
nad wykresem f, tzn. Ny := {(z,y) e R*:z € I,y > f(x)}.

Definicja. f: I — R jest wypukta wtw Ny jest zbiorem wypuktym; f jest wklesta wtw (—f)
jest wypukia.

Uwaga. Oczywiscie, w definicji wypuktosci funkcji wystarczy zaktadaé, ze kazda cieciwa wy-
kresu, tzn. odcinek taczacy dwa punkty wykresu, zawiera si¢ w Ny, a zatem zapisujac ten fakt
w formie analitycznej uzyskujemy, ze f jest wypukta wtw

Veyer Viepa ftz+ (1 —t)y) <tf(z)+ (1 —1)f(y) (V.8)
(patrz rys. 11).
f

f(y)

tf(z) + (1 —=1)f(y) 1

fltz+ (1 —t)y) |

f(x)]

T mt(—ty U

Rysunek 11. Przy wypuktlosci cieciwa lezy nad wykresem.

Analogiczny warunek, tyle ze z nierownoscia w strone przeciwna, rownowazny jest wkle-
stosci funkcji.

76) Tu standardowo oznaczamy przez X* iloczyn kartezjanski k egzemplarzy zbioru X.

™) Uwaga! Z formalnego punktu widzenia taka funkcja to to samo co jej wykres, a wiec pewien podzbiér R2.
Jednak wypuklosé f jako takiego wlasnie zbioru jest zupelie czym innym niz wypuklosé f jako funkcji, o
czym przekonamy sie za chwile.
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¢ Nieré6wnosé Jensena

Warunek (V.8), wyrazajacy wypuklosé funkeji, mozna tatwo uogélnié¢ do warunku dotyczacego
n punktéow z odcinka I zamiast tylko dwoch punktow x i y.

Fakt (nieré6wnos$é Jensena). Niech n € Ny. Funkcja f: I — R jest wypukla witw

vth’znej \V/tl ,,,,, tn €[0;1], f(z til’i) < thf(LUl) (V9)
i=1 i=1

t1+...4tn=1 —

Dowéd.

<" — oczywisty z uwagi powyzej (wystarczy rozwazyé t; =t,to =1—1t,t3=...=t, =0
oraz ¥y = x, T3 = ¥, a pozostate x; — dowolne),

s~ — przy zatozeniu wypuktosci tatwo wykazac¢ indukcyjnie, ze dla kazdego n € Ny zacho-
dzi (V.9). W dowodzie ,kroku indukcyjnego” wygodnie jest uzyé (V.8). O

Jezeli zastosowaé nieréwnosé¢ Jensena do pewnych odpowiednio dobranych funkeji f (oraz
odpowiednich z;, t;), mozna uzyskaé¢ wiele ciekawych, waznych i znanych nieréwnosci. Nieco
przyktadéw zostato umieszczonych w zadaniach.

o Wypuklo$é a wlasnosci rézniczkowe funkcji

Zasadnicze pytania, na ktore nalezatoby odpowiedzie¢ zanim zacznie sie stosowaé¢ nieréwnosé
Jensena, sg nastepujace:

Jak rozpoznad, czy dana funkcja jest wypukta? Czy mozna to zrobi¢ prosciej niz
poprzez bezposrednie sprawdzenie warunku (V.8)%

Okazuje sie, ze w przypadku tych funkeji, dla ktérych umiemy ,wyliczy¢” pochodna odpowiedz
jest nietrudna.

Twierdzenie V.9. Jezeli f : I — R jest rézniczkowalna, to f jest wypukla (wklesta) wtw f
jest rosngca (malejgca).
Dowéd.

W oparciu o (V.8) nietrudno wykaza¢ charakteryzacje wypuktoéci w terminach ,wzrostu”
ilorazéw réznicowych zawarta w ponizszym lemacie (patrz rys. 12).

B 3

Rysunek 12. Prawa cieciwa jest bardziej (nie mniej) stroma od lewej.

Lemat. Funkcja f jest wypukia wtw dla dowolnych x, y, z € I takich, ze x <y < z zachodz

flx) = fly) _ fly) = f(2)
X .
T—y y—z
B.D.
Teze twierdzenia tatwo uzyskaé teraz z lematu, wykorzystujac definicje pochodnej jako
granicy ilorazu réznicowego oraz twierdzenie Lagrange’a o wartosci $redniej (tw. V.4). O
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To twierdzenie pozwala nam uzyska¢ wypuktos¢ badz wklestoéé wielu funkcji elementar-
nych obcietych do odpowiednich przedzialow. Np. funkcje wyktadnicze sa wypukte, log, jest
wklesty przy a > 1 oraz wypukly dla 0 < a < 1, funkcja potegowa (okreslona na [0;+00)) z
wykladnikiem a > 1 jest wypukta, a z wykladnikiem a € [0;1] — wklesta™ | sinus obciety
do [0; 7] jest wklesty.

Gdy funkcja jest dwukrotnie rozniczkowalna, charakteryzacja wypuktosci sprowadza sie na
mocy twierdzenia V.9 jedynie do badania znaku drugiej pochodnej. Uwaga: zamiast f®(z)
uzywa sie czesto oznaczenia

/().

Whiosek. Jezeli f: 1 — R jest dwukrotnie rézniczkowalna, to f jest wypukta (wklesta) wtw

Veer f/(z) > 0 (<0).

7. Wazdér Taylora
¢ Pierwsza pochodna i przyblizenie funkcjg afiniczng

Gdy znamy wartos¢ funkceji f w punkcie zy i wiemy, ze f jest w tym punkcie ciggla, to mozemy
powiedzie¢, ze mamy jakas informacje o wartosciach tej funkcji f w punktach ,bliskich xq” —
wiemy mianowicie, ze sa one ,bliskie f(zg)”. Scilej, mamy

f(z) = f(zo) + Ro(x), gdzie  Ro(z) P 0.
Gdy zalozymy nieco wiecej — rdzniczkowalno$é w xg, to fakt, ze f'(xg) jest odpowiednia
granicg ilorazu réznicowego mozna réwnowaznie zapisa¢ w taki sposéb:

F(0) = fao) + fleo) - (o —x0) + Ra(e),  gdre 20 g

T — xo T—XT0

B@ 0 jest
T—T0 x—xq

Oczywiscie mamy w szczegblnosci takze Ri(x) —— 0, ale informacja, ze
T—TQ

znacznie mocniejsza (dlaczego?). Inaczej méwiac, wydaje sie, ze przyblizenie f ,w poblizu zy”
przez funkcje afiniczng zadang wzorem

f(@o) + f'(w0)(x — x0),

ktéra znamy, o ile tylko znamy wartosci f(xg) i f'(xg), jest ,lepsze” niz poprzednie przyblizenie
funkcja stale réwna f(zo).

¢ Wielomian i reszta Taylora

Powstaje naturalne pytanie, czy znajac f®) (x9) dla 0 < k < n bedziemy w stanie uzyskaé
coraz lepsze przyblizenia, w podobnym rozumieniu. Okazuje sie, ze odpowiedz jest nietrudna.
Funkcja przyblizajaca f ,w poblizu zy” jest tym razem pewnym wielomianem wyznaczonym
przez liczby f(xo),...,f™ (z). Nazywamy go wiclomianem Taylora, a doktadniej, n—tym wie-
lomianem Taylora funkcji f w punkcie xy i oznaczamy przez 1), ¢ 4,, albo krocej przez T,,, gdy

f iz sa ustalone. Wielomian T}, : D — R, gdzie D — dziedzina f, zadany jest wzorem™) :

n (k) Zo
To(z) = fi()(a: — x0)". (V.10)

= K

™) Co prawda, gdy o < 1, to brak rézniczkowalnosci w 0, ale wtedy mamy wypuklo$é po obcieciu funkcji do
(0; +00), skad na calej dziedzinie tatwo (jak?) uzyska¢ wypuklosé dzieki ciaglodci (patrz tez zadanie 42).
™) T,, mozna tez traktowaé jako funkcje okreslong np. na catym R.
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W szczegdlnodci, uprzednio wypisana przez nas funkcja przyblizajaca funkcje f byta w obu
przypadkach n = 0 i n = 1 réwna wtasnie odpowiedniemu 7;,. Tak jak juz zapowiedzielismy,
wielomian 7), ,do$¢ doktadnie” przybliza f ,w poblizu” xy. | czasami wtasnie taka catkiem
niescista informacja

77f ~ Tn”

nazywana bywa wzorem Taylora (,~” to: ,;réwna sie w przyblizeniu”). Inny zapis tego samego,
to

f=T,+ Ry, (V.11)

gdzie R, — ,male w poblizu z,”. Oczywiscie sama formuta (V.11) nie jest zadnym matema-
tycznym twierdzeniem — to nic wigcej niz po prostu definicja funkcji R, tzn.

Rn = f_Tna

gdzie T,, zadane jest przez (V.10) (gdy potrzeba zaznaczy¢ zaleznos¢ od f i xy piszemy Ry, ¢4,
zamiast R,). Funkcje R, nazywa sie n—tq resztq Taylora (funkcji f w punkcie xg). Istnieje
wiele uscislen w.w. wzoru Taylora, mogacych w jakims sensie wyraza¢ ,mato$¢” reszty Taylora.
Poznamy tu dwa z nich.

¢ Postaé¢ Peano reszty Taylora
Pierwsze z zapowiadanych twierdzen to twierdzenie Peano, bedace uogodlnieniem przytoczo-
nych na wstepie wynikow dlan =01in = 1.

Twierdzenie V.10 (Peano o postaci reszty Taylora). Jezeli f jest n—krotnie rézniczko-
walna w Ty oraz ¥y ma otoczenie w dziedzinie f bedgce przedziatem®®) | to

Ry ()

(x — mo)" =m0

0.

Dowéd.
Stosujac (n— 1)—krotnie regute de I’'Hospitala sprowadzamy badanie granicy JLIE}O (ij (xxo))n
badania granicy lim — FOD () — 7D (o)
T—xQ TZ,' T — T
™ (2). .
Teze twierdzenia Peano wygodniej niekiedy zapisa¢ w postaci takiej:

do

— fm (zo)| Y, réwnej 0 na mocy definicji

flz) =T,(z)+ (x — x9)" - r(x), gdzie xlirélor(x) = 0.

Bardzo czesto to twierdzenie jest znacznie zgrabniejszym narzedziem do obliczania granic
funkcji niz sama reguta de 'Hospitala. Pozwala ono bowiem de facto zastapi¢ wielomianem
nawet do$¢ skomplikowana funkcje (zastepujemy odpowiednio dobranym wielomianem Taylora
tej funkcji + ,nieistotna” reszta). Problem sprowadza sie wiec najczesciej do trywialnego
zadania polegajacego na obliczeniu granicy ilorazu dwoch wielomianow. Jednoczesnie stosujac
te metode, chyba lepiej ,czujemy” rozwiazanie niz wtedy, gdy uzywamy nieco ,magicznej”
reguty de ’Hospitala.

Przyktad. Obliczmy

lim Vitr—1- %x

x—0 ;1;'2

80) Patrz uwaga 3 str.77.
81) Zachecam do samodzielnego szczegblowego przeledzenia.
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Wezmy f(z) :=+1+x, 2 > —1. Mamy f(0) =1, f'(0) = 3, f"(0) = —. Stad dla zp = 0

1 1
TQ(.T) =1 + 51' — g.TQ

i z twierdzenia Peano /1 + z = Ty(x) + 22 - r(x), gdzie r(z) — 0 Stad

lim
x—0 :L‘z z—0

Vitz—-1-1 —1x? 1
e 2% _ lim ( s? +T(a:)> =-3
x

¢ Notacja ,,o0-male”

Warto jeszcze wspomnie¢ w kontekscie tezy twierdzenia Peano o tzw. notacji o-male czesto
stosowanej dla skrocenia zapisu rozmaitych formul, czy rachunkéw. Mianowicie napis ,,f(x) =

f ()

o(g(z)) przy © — x¢” oznacza po prostu, ze lim ﬁ = 0. Czesto, gdy wiadomo o jakie
z—zo g(x
chodzi xg, pisze sie tylko ,f(z) = o(g(z))”. Co wiecej, uzywany rowniez bywa zapis typu

Lu(x) = h(x)+o(g(x))”, oznaczajacy to samo, co ,u(x)—h(z) = o(g(z))”. Np. teze twierdzenia
Peano mozna by zapisac:
f(@) = Ta(z) + o((z — 20)").

Taka notacja bywa wygodna, ale nalezy zachowadé ostroznosé¢. Np. dwa ,,0” nie musza by¢
sobie réwne, cho¢ sg zapisane tym samym symbolem. A zatem z tego, ze e* —1— % = z+o(x?)
oraz sinx = x+o(z?) nie wynika, ze sinz = ¢®* —1— % Dlatego dla poczatkujacych polecam
jednak raczej calkiem $cisty zapis w stylu: sinz = x + r(x) - 2%, gdzie r(z) ma granice 0 w 0.
Dla réznych funkcji, a co za tym idzie — roéznych ,r—6w”, mozna wtedy, dla ich odroznienia,

zastosowa¢ numeracje ri, 79 itd.

¢ Postaé¢ Lagrange’a reszty Taylora

Zapowiadana, druga wersja wzoru Taylora umozliwi znacznie konkretniejsze szacowanie ,bte-
du” (czyli reszty Taylora) pomiedzy funkcja a jej wielomianem Taylora. Takie szacowanie nie
daje sie uzyska¢ w oparciu o twierdzenie Peano, zawierajace tylko informacje o pewnej granicy
zwigzanej z tym btedem. Niestety jednak nie dostaniemy nic ,za darmo”. Bedziemy musieli
przyja¢ mocniejsze zatozenia o funkcji f.

Twierdzenie V.11 (Lagrange’a o postaci reszty Taylora). Jezeli f jest (n + 1)—krotnie
rozniczkowalna w przedziale (xo?x) oraz n—ta pochodna f jest ciggla w punktach xo i x, to
istnieje ¢ € (xo?x) taki, ze

FU U (e)

CESY A wo)" . (V.12)

Ru(x) =

Dowéd.

Rozwazmy dwie pomocnicze funkcje ¢, 9 : [xo?z] — R zadane wzorami (¢ jest zmienna):

o(t) = f(z) = T (), P(t) = (v — )"+t

Do tych funkcji zastosujemy twierdzenie Cauchy’ego (tw. V.5). Istnieje zatem ¢ € (xy?x) takie,
ze

(o(@0) — p(x)) - ¥'(c) = (Y(wo) — ¥(x)) - ¢ (c). (V.13)
Uwzgledniajac teraz, ze dla t € (x¢7x)
()
d0) =Ly )= s 1y
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(rachunki prowadzace do wzoru na ¢'(t) pozostawiam Panstwu...) oraz

p(x0) = Bu g0 (x) = Bu(x),  ¥(20) = (2 — 20)""",

po podstawieniu do (V.13) otrzymujemy (V.12). O
Uwagi.

1. Nieco moze zawilte zalozenia twierdzenia mozna oczywiscie nieco wzmocnié¢ i zaktadac
po prostu, ze f jest (n + 1)-krotnie rézniczkowalna w [xo?z]. Otrzymamy nieco stabsze
twierdzenie, ale na ogdét wystarczajace do typowych zastosowan.

2. Gdy n = 0, to Ty(z) = f(xg), wiec uzyskujemy dokladnie twierdzenie Lagrange’a o
wartosci Sredniej (tw. V.4).

3. Nalezy pamietac o tym, ze liczba c z tezy twierdzenia, nie jest zadna ,uniwersalna” stata,
ale moze zaleze¢ dostownie od wszystkiego, tj. od f, xg, x oraz n.

¢ Znajdowanie przyblizen i szacowanie btedu

Najbardziej chyba typowy przyktad zastosowania twierdzenia Lagrange’a o postaci reszty
Taylora to znajdowanie przyblizen wymiernych rozmaitych liczb z kontrola wielkosci btedu
przyblizenia.

Przyklad. Dotad niezbyt wiele wiedzielismy na temat wartosci liczby e. Wtasciwie jedynie, ze
2 < e < 3 (cho¢ dzieki definicji e oszacowanie z dotu tatwo mozna byto poprawi¢). Obecnie bez

trudu mozemy np. wykazaé, ze e = 2,7...75%) RozwaZmy bowiem f=exporazzyg =0,z =1.
Mamy e = f(l) =T,(1)+R,(1), gdzie T,,(1) = >, eXp = Y r_g 4 oraz z twierdzenia V.11
R.n(l) = e(’;ljr'i" dla pewnego ¢, € (0; 1) W szczegolnosm zatem 0 < R,(1) < i < ﬁ
Biorac zatem n = 5 uzyskujemy przyblizenie
1 1 1 1
~l+l4+ -4+ —+— =271(6) %
R R R YR T R
z btedem mniejszym niz % = 7370 240, a zatem, zgodnie z obietnica, ,e = 2,7...”. Przy odro-
binie wiekszej pracowitosci mozemy tez uzyskaé¢ e = 2,71...”, co pozostawiam Czytelnikom.

¢ Rozwiniecia w szeregi Taylora

Inne wazne zastosowanie twierdzenia V.11 to rozwijanie pewnych funkcji w szeregi potegowe,
o czym wspominaliS§my juz nieco w podrozdziale IV.4. Niech f bedzie funkcja rézniczkowalng
dowolna liczbe razy w punkcie zy. Wéwcezas szereg potegowy

an) 33'0 .Z'—I'())n

ma poprawnie zdefiniowane wspotezynniki. Nazywamy go szeregiem Taylora funkcji f o srod-
ku w zy (a w szczegdlnym przypadku zo = 0 uzywa sie tez nazwy szereg Maclaurina).
Naturalne pytanie:

82) Te ,...” oznaczaja jakie$ dalsze cyfry w rozwinieciu dziesietnym, ktérego nie definiowali$my dotad i niestety
nie zdefiniujemy (z braku czasu). Zachecam do samodzielnego zdefiniowania i wykazania istnienia dla dowolnej
liczby rzeczywiste;j.

83) Zapis dziesietny ,z okresem” (x) uwazam (z koniecznosci) za znany.
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czy szereg ten jest zbieiny do f(x)?

nie ma oczywiscie jednoznacznej ogolnej odpowiedzi. W kazdym razie czgsto, nie jest prawda,
ze oo ¢in)
flo) = 3 T (o gy
— n!

dla wszystkich x, mimo iz oczekiwalibyémy by¢ moze, ze taka réwnos¢ zachodzi. Odpowiedz
pozytywna jest na pewno dla x = xg, i czasem (tj. dla pewnych f) tylko wtedy! Dla pewnych
,dobrych” funkcji réwnosé zachodzi dla wszystkich x z pewnego otoczenia (zg — 0, xg + 0)
punktu zy (§ > 0 oczywiscie) — moéwimy wtedy, ze f jest analityczna w otoczeniu punktu
To. Pytanie powyzsze moze by¢ trudniejsze niz pytanie o samg zbiezno$¢ powyzszego szeregu
(ktorym zajmowaliémy sie w podrozdziale IV.4.) — tu wazna jest nie tylko zbieznos¢, ale
réwniez to, by suma byta réwna wtasnie f(z).

Przyktadami ,w peli pozytywnymi”, tj. takimi, dla ktérych zbiezno$é szeregu Taylora o
srodku g do f(z) ma miejsce przy kazdym = € R sa miedzy innymi funkcje exp, sin, cos przy
ro = 0. Dla wymienionych funkcji dowdd tego faktu jest do$é oczywisty, bowiem jak tatwo
wyliczy¢, szeregi Taylora, ktére otrzymamy w tych przykladach to znane nam juz dobrze
wezesniej (z rozdziatu IV) szeregi potegowe dajace rozwiniecia funkcji exp, sin i cos. Nie jest
to wcale sprawa przypadku — jest to zwiazane z nastepujacym ogdlnym wynikiem.

Fakt. Jezeli f posiada rozwiniecie w szereg potegowy o $rodku w o zbieine do f(x) dla x €
(xo — ryxo + 1) przy pewnym r > 0, to tym szeregiem potegowym jest szereg Taylora funkcji f
o Srodku w xg.

Na razie pominiemy dowdéd — wrocimy do niego jeszcze w nastepnym rozdziale.

W szczegdlnosdci z powyzszego faktu wynika rézniczkowalno$é w xg dowolng liczbe razy
funkcji zadanej szeregiem potegowym o srodku w xg. Jest to tez wzmocnienie faktu dotyczacego
jednoznacznosci rozwijania funkcji w szereg potegowy — patrz np. zadanie 21. Jezeli wigc
znamy juz jakie$ rozwiniecie funkcji f w szereg potegowy, to odpowiedz na zadane wczesniej
pytanie o zbieznosé¢ szeregu Taylora do f(x) jest pozytywna (dla odpowiednich x). Tak jest
zatem np. dla funkcji f(z) = ;& dla z € (=1;1) bo f(z) = 312" dla takich z (szereg
geometryczny).

¢ Uogoblniony wzér dwumianowy Newtona

Na zakonczenie naszych rozwazan dotyczacych wzoru Taylora zajmijmy sie jeszcze jedna z
pominietych tu dotad funkcji — mianowicie funkcja potegowa z dowolnym wyktadnikiem
a € R (powyzej mielisSmy jedynie a = —1), dla ktorej nie znamy jak dotad zadnego ogdlnego
rozwiniecia w szereg potegowy. Pewne informacje o takim rozwinieciu uzyskamy wtasnie z
twierdzenia Lagrange’a o postaci reszty Taylora.

Przyktad. Wzor
*
o =3 (0)an
n=0 n

w ktorym o € N, x € R, to klasyczny wzoér Newtona, a wlasciwie jego szczegdlny przypadek, z
ktorego jednak bez trudu mozna wyprowadzié¢ posta¢ pelna (dla potegi sumy dwoch dowolnych
liczb — patrz Fakt ze strony 19). Rozwazmy teraz dowolne a € R. Niech f: (—1;400) — R,
f(z) = (14 ). Latwo wyliczy¢, ze f™M(0) =a-(a—1)-... - (a — (n — 1)), a zatem szereg
Taylora dla f o srodku w 0 ma postac

= /(a

6

n=0 n
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gdzie

n n!

<a> o (a=(n=1)

jest uogdlnieniem znanego symbolu Newtona na przypadek dowolnego a@ € R (dla a € N,
a > n obie definicje pokrywaja sie oczywiscie). Nietrudno tu wykazaé¢ w oparciu o twierdzenie
V.il,zegdy 0 < z < 1, to R,(z) — 0 (szczegdly zostawiam Czytelnikom — patrz zadanie

29). Niestety informacje zawarte w tym twierdzeniu okazuja sie za stabe, by przy dowolnym «
wykazaé tego typu zbieznos¢ dla —1 < x < 0, cho¢ zbiezno$é taka takze ma miejsce. Potrzebne
sg tu jednak inne metody, o ktorych tu mowi¢ nie bedziemy. Na mocy definicji reszty Taylora
R, uzyskana tu (czeSciowo) zbieznosé reszt do zera oznacza po prostu, ze

too /1
(1+z)*=> <n>w" dla |z| < 1.
n=0

Oczywiscie, gdy a € N, to powyzsza suma ,konczy sie” de facto na n = «, bowiem wtedy przy
n > a+ 1 zachodzi (3) = 0, a zatem uzyskany wzoér jest wiec uogdlnieniem przytoczonego na
poczatku klasycznego wzoru Newtona.
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Zadania do Rozdzialu V

\/ 84)

\/ 85)

\/ 86)

\/ 87)

Zmajdz wzory na pochodne funkcji zadanych ponizszymi wzorami:

(a) a® dlax>0

(b) ) dla z > 0;

(c) (z®)" dla z > 0;
)

(d) 1ogga,2)(1+2%) dlaz € R,

2. Rozwazamy tzw. funkcje hiperboliczne sinh, cosh i tgh bedace swego rodzaju analogami
funkcji trygonometrycznych, zadane wzorami:

. et —e* et +e " sinh z
sinhr = ————, coshz = —

Wykaz wzory:
(a) (coshx)? — (sinhz)? = 1;
(b)

(c) cosh’ = sinh;

(d) tgh'(x) = m =1—(tghx)* dla z € R.

sinh” = cosh;

Wykaz, ze funkcje sinh: R — R, (cosh |g, ): Ry — (1;400) oraz tgh: R — (—1;1) sa
odwracalne, oraz znajdz wzory na pochodne funkcji do nich odwrotnych w oparciu o
twierdzenie V.1.

Zmajdz maksymalne przedzialy monotonicznosci, ekstrema lokalne oraz kresy dla funkcji
zadanych ponizszymi wzorami:

a) % dla z > 0;

(a)

(b) -£+L_ dla z € R;
)

(

r24x+1
(c) 2% . ¢~ dla x € R;

() |22 + 22 — 3|+ 3Injz| dlaz € R\ {0};
(f) sin(sinz) dla z € R;
)

¢ dlaz € R\ {1}
Niech A = {a,,: n € N}. Znajdz sup A i inf A, gdy a,, =

(a) ¥/n;
(b) n®-27".

(g

5. Dla ponizszych f: R — R zbadaj, czy f jest rozniczkowalna oraz czy [ jest ciagta (w
przypadku rézniczkowalnosci f)

84)
85)

Przynajmniej 2 przyktady.

W czedei dot. funkceji odwrotnej — tylko dla tgh.
86) Przynajmniej 3 przyklady.

87) Przynajmniej jeden z podpunktéw.
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(a) f(x) = |z|* w zaleznosci od parametru o > 0;
‘ < o ,
(b) f(z) = { Za: ) 3}2 i N 8 w zaleznosci od parametréw a, b € R;

(c) f(z) = { ?a:]o‘ <in 1 3}3 i ; 8 w zaleznoéci od parametru a > 0.

YV 6. Niech f:(a;b) = R oraz g € (a;b). Definiujemy pochodng symetryczng w xg

Flym (o) = lim S o + h)Q—hf(xo -

o ile granica ta istnieje.

/

ym(T0) 1 feym (o) = f'(20).

(b) Czy z istnienia f{ (7o) wynika istnienie f'(xo)?

(a) Wykaz, ze jesli f'(zo) istnieje, to istnieje tez

(c) Czy z istnienia i skoficzonosci f,,, (zo) wynika ciagtod¢ f w xo?

7. Dla ¢ € R definiujemy f.: R — R wzorem f.(z) = 22(¢o(x) + ¢), gdzie
(z) = 0 dlax =0
AT = sin 2 dla z # 0.
Wykaz, ze jezeli ¢ > 1, to f. posiada minimum lokalne w 0, ale przy dowolnym r > 0

funkcja (f.) 0., ani (fe) {0 nie jest monotoniczna. Dla jakich ¢ minimum lokalne w 0
[0s7] [=r:0]
jest $ciste®) ? Czy f, jest rézniczkowalna?

V89 g, Wykaz ponizsze nieréwnosci, wykorzystujac twierdzenia rachunku rézniczkowego (tj.
dotyczace pochodnych):

(a) (z4+y)*<(Z)z*+y*dlaz,y>0ia<(>)];
(b) ze ™ +ye V' + ze 7 <\/gdla x,y,z €R,
(¢) In 1+x)>(<)x—§dlax>0(—1<x<0);
(d) VI4+z>1+iz—g2* dlaz>0.

9. Znajdz pewne (ewentualnie wersja troszke trudniejsza: wszystkie) takie a € R, ze dla
. 2
dowolnego = > —1 zachodzi In(1 + z) <  — & + az®.

V99 10. Tle pierwiastkoéw (tzn. rozwiazan) posiada réwnanie (x jest “niewiadoma’, x € R):
(a) 2" —1lz +1=0;
(b) 6ln(z? +1) = e%;
(c¢) a® = x, w zaleznosci od parametru a > 0.

11. Zbadaj dla jakich a € R funkcja f,: R = R, f,(z) = 2° — 102% + ax jest

(a) réznowartosciowa,

88) Minimum lokalne f w x jest sciste (inna nazwa: istotne) wtw E|5>0 \V/ <D f(z) > f(zo). Analo-
0<|z—xzq|<

gicznie dla maksimum.
89) Przynajmniej 2 przyklady.
90) Przynajmniej 1 przyktad.
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12.

V 13,

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

V9 o1,

(b) monotoniczna,

(c) $cisle monotoniczna.
Zbadaj dla jakich a € R funkcja g,: R — R, g¢,(z) = ax + sinx jest

rosnaca;

(a)
(b) $cisle rosnaca;
) malejaca;

)

Scisle malejaca.

Niech f: R — R bedzie rozniczkowalna. Wykaz, ze f' = f wtw istnieje ¢ € R takie, ze
f = c-exp. Uwaga: to juz nieco ,,powazniejsze” réwnanie rézniczkowe, niz f' = 0...

Wykaz, ze dla dowolnego = > —1 zachodzi

tex+ tgl—:ﬂ s
arctg xr + arctg —— = —.
14+=x 4

Czy podobnego typu rezultat ma miejsce dla x < —17

Rozwazamy wszystkie trojkaty wpisane w okrag o promieniu 1. Czy wérdd nich istnieje
taki, ktorego obwdd jest najwiekszy? Jezeli tak, to jaki jest jego obwod?

Trojkaty prostokatne o obwodzie 1 obracamy wokét przeciwprostokatnej. Czy dla jakie-
go$ z nich objeto$¢ otrzymanej bryly obrotowej jest najwieksza? Jesli tak, to znajdz te
najwieksza objetosc.

Uwaga: w zadaniach 15 i 16 oczywiscie mozna stosowac¢ znane ze szkoly wzory geome-
tryczne.

Niech f: [a;b) — R bedzie ciagta w a i rézniczkowalna w (a; b). Wykaz, ze jezeli istnieje
granica lim+ f'(xz) =: g, to takze istnieje f}(a) i réwna jest g. Uwaga! Wynika z tego,

ze ewentualna niecigglosé pochodnej funkeji rézniczkowalnej (na przedziale) nie moze
by¢ ,zbyt trywialna” — nie moga pojawiac sie zwykle ,skoki”, tj. sytuacje, gdy granica
istnieje, ale jest rézna od wartosci w punkcie granicznym.

Niech [ bedzie przedziatem oraz f: I — R — funkcjg rézniczkowalna. Wykaz, ze f jest
lipschitzowska (patrz zadanie 17) wtw f’ jest ograniczona.

Wykaz jednostajng ciggtos¢ funkcji zadanych wzorami:

(a) Va2 4z dlaz >0
(b) sin(lnx) dla z > 1.

Wskazéwka: wykaz najpierw, ze jesli f jest jednostajnie ciagta na dwoch przedziatach,
ktore nie sa roztaczne, to jest tez jednostajnie ciggta na ich sumie.

Wykaz, ze pochodna funkcji rozniczkowalnej na przedziale posiada wtasnosé¢ Darboux,
tzn. wykaz, ze jezeli f: [a;b] — R jest rézniczkowalna oraz ¢ € (f'(a)?f'(b)), to istnieje
x € (a;b) takie, ze f'(z) = c.

Wykorzystujac twierdzenie Lagrange’a o wartosci éredniej (twierdzenie V.4) zbadaj
zbieznos¢ nastepujacych szeregow:

91) Przynajmniej 1 przyktad.
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+oo In(n+1)—In(n) ,
( ) Z f )

(b) SH25 hern — e
(©) T4 Vilarcigln + 1) — arctg(n)

vV 92) 92, Znajdz ponizsze granice. Kazdy z przyktadow sprébuj zbadaé¢ korzystajac z reguly de
I’Hospitala i odrebnie, korzystajac ze wzoru Taylora.

1
li —2*In(1 + ~);
(a) $£m+xlnx (g) Jim oz - n( —l—x),
1 1
(b) lim 2777 h) i <_ )
z—1 X , (h) oo\z  sing)’
© Jim (t=-——); (i) T ST
e—l+ \lnzx -1/ i) e S B
(@) Tim tg3x; () Tim 2zIn(l+z) +2*
o+ tga;. VT A
T+ sinz 2
rreme i 142w+
(e) xkgloox—smx (k) lim sint F e (4 vt 2).
e’ —x—1 v=0 z

(f) lim

2—0 1 —cosx ’
V/93) 23, Znajdz przyblizenia wymierne ponizszych liczb z podang doktadnoscia d:
(a) e, d=0,001;
(b) cos®1, d=0,001;
(c) In(3), d= 3.

24. Ponizsze liczby zapisz w postaci sum szeregdéw o wyrazach wymiernych:

25. Udowodnij pominiete w dowodzie z wyktadu przypadki w regule de I’'Hospitala (twier-
dzenie V.7).

26. Niech f: D — R bedzie n—krotnie rézniczkowalna w x¢ € D, przy czym xo ma otoczenie
w D bedace przedziatem. Wykaz, ze jesli w jest wielomianem stopnia < n takim, ze
f(x) =w(z) 4+ o((x — x)"), przy x — xo, to w = T}, f.4,-

27. Wykorzystujac wzoér Taylora zbadaj zbieznos¢ ponizszych szeregow:
() i35 (e - 1- & - &);
(b) > (ln(n +1) —In(n) — %),
(c) 3 |tg( =) — n|°‘ w zaleznosci od o > 0;

(d) 19 ({’/E - ‘ﬁg%> w zaleznosci od a, b, ¢ > 0.

92) Przynajmniej 3 przyklady.
93) Przynajmniej 1 przyklad.
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28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37

V99 38,

Wykaz, ze jesli f(x) = ag+ a1z + ...+ a,2™ dla z € R, to dla dowolnego z € R istnieja
bo, b1, ...,b, € R takie, ze

vmeR f(z) =bg+bi(x—x0) 4+ ...+ by(z — x0)".
Jakim wzorem zadane sg powyzsze wspotezynniki by?

Wykaz, ze (1 +z)* = 3129 (g)ﬂ dla x € [0;1) w oparciu o twierdzenie Lagrange’a o

postaci reszty Taylora (twierdzenie V.11).

Niech f: (a;b) — R bedzie n—krotnie rézniczkowalna w ¢ € (a;b), n > 2. Wykaz naste-
pujace kryterium na ekstrema.

Jezeli f®)(c) =0 dla dowolnego k =1,...,n—1 oraz a := f™(c) #0, to

o jezeli n jest parzyste i o > 0(< 0), to f posiada Sciste minimum (maksimum)
lokalne w c;

o jezeli n jest nieparzyste, to f nie posiada ekstremum lokalnego w c.

Wykaz czes¢ twierdzenia V.8 dotyczaca iloczynu oraz ztozenia funkcji n—krotnie réznicz-
kowalnych w punkcie (dowody pominiete na wyktadzie).

Znajdz wzory na f™(z) dla

(a) f(x) = ze®, n = 1000;
(b) f(z) = 2*sin(5z), n = 100.

Zmajdz sup{n € N: f € C"(R)} dla nastepujacych f: R — R:
27 dlaz >0
W @ ={ % WrZo
1
ez dlaxz >0
(b) f(x):{ 0 dlaxz<0

Wykaz, ze jezeli f: (a;b) — R jest wypukta, to f jest ciagta. Znajdz przyktad pokazujacy,
ze funkcja wypukla moze nie by¢ ciggta w koncu przedziatu okreslonosci (gdy koniec ten
do przedziatu nalezy).

Wykaz, ze jezeli f: I — R jest ciggla (I jest przedziatem) oraz Vx,ye, f ("”Tﬂ’> <
f(@)+f(y)

5, to f jest wypukfa.

Rozstrzygnij, ktore sposrod operacji: dodawanie, odejmowanie, mnozenie, dzielenie, skta-
danie, rézniczkowanie (oczywiscie, przy zatozeniu, ze dana operacja jest wykonalna) za-
chowujg wypuktosé funkcji.

. Przedstaw szczegdlty dowodu faktu o nieréwnosci Jensena (str. 91).

Wykaz nast¢pujace nieréwnosci w oparciu o nierownos¢ Jensena:

(a) /a1 ap < BEtadla gz, .2, > 0,0 €N;

) iy ze)* < (Z)net-r 2 dlazy,...,z, >0, neNia>1(0<a<l);

94) Przynajmniej 1 przyktad.
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39.

40.
41.

42.

(€ n-(241)"

Wykaz, ze jesli f: (a;b) — R jest wypukta oraz rézniczkowalna w punkcie zo € (a;b)
)

<Y kP dlaneN.

, to
wykres f lezy nad” styczna do wykresu f dla xg, tzn. \V/xe(a;b) f(z) = flxo)+ f(x0)(z—
1‘0).

Znajdz wszystkie funkcje f: [a;b] — R, ktére sa wypuktle i wkleste jednoczesnie.

Wykaz, ze jezeli f jest wypukla i odwracalna, to f~! jest wypukta lub wklesta (wyjasnij
od od czego to zalezy).

Wykaz, ze jezeli f: [a;b] — R jest ciggla oraz f|(qp) jest wypukla, to f tez jest wypukla.
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V1 Zbieznosé ciggéw i szeregow funkcji

[okolo 1% wykladu/

1. O réznych pojeciach zbieznosci ciggu funkcji

W II i III rozdziale zajmowalismy si¢ zbieznoScia ciagdéw i szeregéw liczbowych. Ale czy mozna
mowié o zbieznosci w przypadku ciagéow, ktérych wyrazami sa nie liczby lecz funkcje (takie
ciagi nazywamy ciggami funkcyjnymi)? No c6z, o tym ze mozna, $wiadczy choéby tytul tego
rozdziatu. Co wiecej, w odrdznieniu od sytuacji jaka mielismy dla ciagéw liczbowych, poznamy
nie jeden, ale dwa, a wtasciwie nawet trzy rodzaje zbieznosci ciagdéw funkcyjnych.

¢ Zbiezno$¢ punktowa

Niech f, f, : D — R %) dla n > ngy. Naturalne wydaje si¢ okredlenie, ze cigg funkcyjny {f,}
jest zbiezny do funkcji f wtw

Vaen fulx) = f(2). (VL1)

Taki rodzaj zbieznosci nazywamy zbiesnoscig punktowq i oznaczamy symbolem?®)

A zatem f, — f wtw zachodzi (VI.1). Gdy taka zbieznosé¢ zachodzi, to funkcje f nazywamy
granicg ciagu { f,,}, méwimy o niej takze granica punktowa. Oczywiscie, jesli granica ta istnieje,
to jest ona wyznaczona jednoznacznie (bo mamy taka jednoznaczno$é dla ciagéw liczbowych
{/fn(z)}).

Przyjrzyjmy sie nieco glebiej punktowej zbieznosci. Gdy skorzystamy z definicji granicy
ciagu liczbowego { f,,(%) }nzn,, to powyzsza definicje mozemy w sposéb réwnowazny zapisaé¢ w
postaci

vxED v5>0 HNZHO vn?N |fn(x) - f(l’)| <€ (VI2)
W warunku (VI.2) indeks N mozemy zatem dobiera¢ w sposob zalezny zaréwno od € jak i
odz € D.
© Zbieznos$¢ jednostajna

Gdy przypomnimy sobie pojecie ciaglosci jednostajnej (patrz podrozdziat IV.3) oraz to, co
odroznia jej definicje od definicji ,zwyktej” cigglosci, naturalny wyda nam sie pomyst, by zmo-
dyfikowaé warunek (VI.2) i dopuscié jedynie ,jednostajny po x” (tzn., taki sam dla wszystkich
r, niezalezny od z) dobér N do e. Otrzymamy wtedy warunek nastepujacy 7

\V/e>o E|N>no \V/@N \v/xeD |fu(r) = f(2)] <€ (VL.3)

95) Na ogél w tym rozdziale D oznacza dziedzine rozwazanych funkcji; zazwyczaj bedziemy tak przyjmowad
bez przypominania.

96) Ten zapis przy pomocy ,—” jest nieco dwuznaczny, bo tego samego symbolu uzywalismy przy rozwazaniu
granicy ciagu liczbowego (choéby przed chwila, w (VI.1)).

97) Pamietajmy o tym, ze sasiadujace ze soba kwantyfikatory ogélne ,,\V/ ” mozemy przestawia¢ — dotyczy to

”

zaréwno (V1.2) jak i (VI.3). Zmiana istotng jest dopiero przestawienie ,,\V/ ",
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(patrz rys. 13 — wykres f,, dla wszystkich n > N jest zawarty caly w ,pasie” pomiedzy
f—ea f+e). I takim wlasnie warunkiem definiujemy drugi rodzaj zbieznosci — zbieznosé
jednostajng, ktora oznaczamy symbolem

fn= 1

Tzn., f, = f wtw zachodzi (V1.3). Przy tej zbieznosci, o funkcji granicznej f méwimy czesto
granica jednostajna.

Rysunek 13. Wykres f,, jest caly zawarty w pasie pomiedzy f —e a f + €.

Uwagi.

1. Zbieznos¢ jednostajna to ,lepszy” rodzaj zbieznosci, tzn.,

(implikacji w przeciwna strone nie ma — przyktad bedzie niedtugo). W szczegdlnosci
granica jednostajna jest wiec tez granica punktows.

2. Granica jednostajna, jesli istnieje dla danego ciagu funkcyjnego, to jest wyznaczona
jednoznacznie. Wystarczy uzy¢ uwage 1. oraz jednoznacznos$é¢ dla granicy punktowe;j.

¢ Norma supremum i wygodne kryterium zbieznos$ci jednostajnej

W warunku (VI.3), ze wzgledu na ,dowolnosé¢” e > 0, nieréwnos¢ ,< €’ mozna oczywiscie
zastapi¢ przez ,< €. Korzystajac teraz z definicji kresu géornego mozemy ten warunek zapisacé
réwnowaznie w postaci

ve>0 E|N>n0 V@N sup | fn(z) — f(2)| <, 98)

zeD

co (analogicznie jak przed chwila) réwnowazne jest warunkowi z < €”, a to z kolei oznacza
doktadnie, ze

lim (sup |fn(2) = f(z)[) =0
n—+00 pep
czyli, ze ciag liczbowy® {sup,.p |fu(z) — f(2)|}nsn, ma granice 0.
Jezeli wiec dla g : D — R oznaczymy
gl == sup |g(x)],
€D

to na mocy powyzszych rozwazan mozemy sformutowaé nastepujace zwiezte kryterium.

98) Symbol sup,¢ y g(z) to skrét (wygodny) od sup{g(z) e R:z € X}.

99) Sciglej, ciag ten ma wyrazy w R (moze zdarzyé sie +00), ale definicja granicy dla tego typu ciagéw przenosi
sie w sposob oczywisty.
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Fakt.
fn=f wtw | fo— fll = 0.

Jest to wygodna ,alternatywna definicja” zbieznosci jednostajnej, bowiem sprowadza ona
problem do badania zbieznosci pewnego ciagu liczbowego.

Symbol || - || uzywany jest do oznaczania normy, czyli wielkosci wyrazajacej w jakims sensie dlugos¢ wektoréw
— tu tymi wektorami sa funkcje o wartosciach w R 100) | Mozna definiowaé rozmaite normy — ta konkretna tu
zdefiniowana bywa nazywana ,norma supremum” i czasem oznacza si¢ ja przez || - ||co. Kazda norma musi spetniaé¢
kilka warunkéw (o tym wspomnimy jeszcze w przyszlodci...) 1 wybierajac jakas norme zawsze mozemy w sposéb
taki jak wyzej zdefiniowaé pewien ,nowy” rodzaj zbieznosci. My jednak teraz zadowolimy sie tg jedna!®) norma.

¢ Obie zbieznosci w prostym przykladzie

Przyktad. Niech D C R1i f, : D — R niech bedg zadane wzorem

x
fa(x) = n

dla x € D i n € N. Rozwazymy pare rozmaitych dziedzin D. Jednak poniewaz VIGR £ =0,
zatem niezaleznie od wyboru D mamy f, — 0, gdzie tym razem 0 nie oznacza liczby 0 lecz
funkcje stala réwna 0 (przypominam tez dwuznaczny sens ,—” uzytej tu przed chwila w
dwoch réznych znaczeniach ...). A zatem jezeli rowniez f, = f dla pewnej funkcji f, to na
mocy uwagi 11 2 jedynym ,kandydatem” na f jest takze f = 0.

Niech D = R. Mamy wtedy

Xz
[fn = Oll = || full = sup |=[ = 400 £ 0,
x€R T

zatem f, 2 0, czyli {f,} nie jest ciagiem funkcyjnym zbieznym jednostajnie!
Teraz rozwazmy D = [—5;7]. Wowczas

7
sup |z|=— —0,
z€[—5;7] n

S|

[fn =0l =

zatem f, = 0 w tym przypadku. Nietrudno uogélni¢ to na przypadek dowolnego ograniczonego
zbioru D — wowczas réwniez f, =3 0, gdyz Mp := sup,¢p |#| < +oo, skad || f, —0|| = 2Mp —
0. A zatem by nasz ciag { f,}n>1 byl zbiezny jednostajnie zbiér D nie moze by¢ ,zbyt duzy”.
Np. D = R byt ,za duzy” na zbieznosé jednostajna, ale ciag { f,,}n>1 byl jednostajnie zbiezny
dla D bedacego dowolnym przedziatem [a; b].

© Zbieznos$¢ niemal jednostajna

Powyzszy przyktad sugeruje wprowadzenie jeszcze jednego rodzaju zbieznosci. Bedzie on do-
tyczyt tylko funkeji okreslonych na przedziatach 92 . Bedzie to tzw. zbieinosé niemal jedno-
stajna, ktorg bedziemy oznaczaé¢ symbolem

fn =3 T
Jesli f, f, : I — R, gdzie I — przedzial, to f, =3 f wtw

va,bel (fn|[a;b}) = (f|[a;b])‘

Wektory — to po prostu elementy przestrzeni liniowej, w naszym wypadku chodzi o przestrzen wszystkich
funkcji f : D — R z naturalnymi dziataniami.

101) Tak naprawde nie jedna, bo kazdy zbiér D wyznacza inna norme supremum, ,mierzaca” funkcje okreslone
na zbiorze D. W razie potrzeby odréznienia mozemy np. uzywaé oznaczenia || - || p.

102) Mozna to tez uogdlni¢ na funkcje okreslone na innych zbiorach, ale tu nie bedziemy sie tym zajmowac.

100)
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Juz samo oznaczenie sugeruje, ze ten rodzaj zbieznosci jest gdzies ,pomiedzy” zbieznoscig
punktowa a jednostajna, tzn. ze

h=f=h3f=h—Ft

(np. dla dowodu drugiej implikacji wystarczy rozwazaé sytuacje gdy a = b). Przyklad takiej
sytuacji, ze {fn}n>1 jest zbiezny niemal jednostajnie, ale nie jednostajnie uzyskamy biorac
D = R w przyktadzie powyzej. Oczywiscie, takze przy tym rodzaju zbieznoséci granica jest
zdefiniowana jednoznacznie i moze by¢ nig jedynie granica punktowa. Moze sie zdarzy¢, ze to
nowe pojecie zbieznosci nie wnosi jednak nic naprawde nowego. Tak bedzie np. wtedy, gdy [
samo jest juz przedziatem domknietym — wtedy zbieznos¢ jednostajna i niemal jednostajna
sg tym samym.

Dla wprowadzonych tu réznych rodzajow zbieznoéci ciggdéw funkcyjnych mozna sformuto-
wac nieco twierdzen analogicznych do odpowiednich twierdzen dotyczacych ciagéw liczbowych
— np. do twierdzenia o rachunkowych wtasnosciach granicy, w przypadku zbieznosci punk-
towej. Nie wszystko jednak przenosi sie automatycznie przy innych rodzajach zbieznosci. Dla
zbieznosci jednostajnej, jedna z takich waznych analogii jest odpowiednik twierdzenia o zu-
petnosci I1.7, w ktérym zamiast ,zwyklego” warunku Cauchy’ego pojawia si¢ ,jednostajny”
warunek Cauchy’ego. Sprawe te jednak odktadamy do zadan (patrz — zadanie 5).

2. Szeregi funkcyjne
o Trzy rodzaje zbieznosci szeregéw funkcyjnych

Niech f, : D — R dla n > ng. Szereg funkcyjny Z:{iﬁm fn okreslamy zupelnie analogicznie
jak w przypadku szeregow liczbowych. Utozsamiamy go bowiem z ciggiem sum czeSciowych
{Sn}nzne, ktory jest w tej sytuacji ciagiem funkeyjnym, przy czym

Sp= Y fr dlan>ng.

k=ng

Definicja kazdego z trzech rodzajéw zbieznosci (punktowej, jednostajniej i niemal jednostaj-
nej) w odniesieniu do szeregu funkcyjnego jest, jak tatwo sie domysli¢, nastepujaca: Z:{iﬁm fn
jest zbiezny punktowo/jednostajnie/niemal jednostajnie wtw {S, }n>n, jest zbiezny (odpowied-
nio) punktowo/jednostajnie/niemal jednostajnie. Sumq szeregu funkcyjnego nazywa sie granice
punktowa ciagu {5, }n>n, (0 ile istnieje).

Punktowa zbieznosci szeregu funkcyjnego >0 f,, to, jak natychmiast widac, po prostu
zbieznosé szeregu liczbowego Y42  f,(x) dla wszystkich = z dziedziny funkcji f, (wspélnej
dla wszystkich n). Jednak badanie zbieznosci jednostajnej lub niemal jednostajnej szeregéw
nie jest juz tak proste...

+oo

¢ Inne spojrzenie na szeregi potegowe

Poznane w IV rozdziale szeregi potegowe tez mozna utozsamia¢ z pewnymi szeregami funkcyj-
nymi. W rozdziale IV szeregiem potegowym nazywaliémy rodzing szeregéw liczbowych postaci

+o0 a,(x — 0)™ rozwazanych dla wszystkich x € R. Jednak zamiast méwi¢ o rodzinie sze-
regdw liczbowych, mozemy wyrazy tego szeregu potraktowaé jako funkcje zmiennej x. Tzn.
bedziemy mieli tu do czynienia z szeregiem funkcyjnym > f,,. gdzie funkcje f, : R — R sa
dla n > 0 zadane wzorami f,(z) = a,(x — x9)" dla z € R. Tak wtasnie bedziemy rozumieli
pojecie szeregu potegowego w tym rozdziale. Gdy ,obetniemy” szereg potegowy do jego zbio-
ru zbieznosci, to, na mocy samej definicji tego zbioru, otrzymamy szereg funkcyjny zbiezny
punktowo. Jak wkrétce zobaczymy, mozna jednak uzyska¢ znacznie wiegcej...
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¢ Warunek konieczny zbieznosci jednostajnej szeregéw funkcyjnych

Jak wspominalismy, badanie zbieznosci jednostajnej szeregéw funkcyjnych bywa sprawa w
praktyce nietatwa. Jednak pewne warunki konieczne bywaja do$é¢ tatwe do sprawdzenia. Sfor-
multujemy najbardziej ,popularny” z takich warunkow.

Twierdzenie VI.1 (o warunku koniecznym zbieznosci jednostajnej szeregéw). Jezeli
Z,fj’m fn jest jednostajnie zbieziny, to f, = 0.

Jak wida¢, jest to analog twierdzenia o warunku koniecznym zbieznoéci szeregu liczbowego
— zresztg dowdd jest takze nieco podobny. . .

Dowdéd.
Niech Sy, :=>7¢_,,, fx dla n > ng. Dla pewnej funkcji F' zachodzi

150 = F|l =0,

a zatem takze [|S,_1 — F'|| — 0. Stad mamy dla n > ng+ 1

0 < [[full =[S0 = Sncall = [[(Sn = F) + (F = Sp-)l| < S0 = FI| + [|F' = Spall,  (VI4)

przy czym ostatnia nierownos¢ to konsekwencja nastepujacego lematu.

Lemat (nieréwnosé tréjkata dla || - ).

I1f+ gl < IIFI1+ lgll-

Dowéd lematu.
Wystarczy uzy¢ zwyklej nieréwnosci tréjkata (dla modutu |-|) oraz definicji kresu gornego. [
Teraz z (V1.4) i z twierdzenia o trzech ciagach otrzymujemy || f,|| — 0, czyli f, = 0. O

Oczywiscie istnieje wiele innych warunkéw koniecznych zbieznosci jednostajnej szeregu
funkcyjnego. Np. takim warunkiem koniecznym jest oczywiscie jego punktowa zbieznosc.

¢ Warunek dostateczny i kryterium Weierstrassa

Kolejne twierdzenie daje pewien wygodny warunek dostateczny. Przypomina ono nieco twier-
dzenie o zbieznosci szeregu liczbowego bezwzglednie zbieznego.

Twierdzenie V1.2 (warunek dostateczny zbieznoS$ci jednostajnej). Jezeli szereg licz-
bowy 12 || full jest zbiezny, to 12 f. jest jednostajnie zbieiny.

n=no n=no

Dowo6d pominiemy, ale warto wiedzie¢, ze nietrudno go uzyska¢ w oparciu o wspominany
(lecz nie wypisany...) niedawno jednostajny warunek Cauchy’ego — zachecam do samodziel-
nych préb dowodu.

Zauwazmy, ze sformutowany wezesniej warunek konieczny, tzn. ||f,|| — 0 jest tez ,warun-
kiem koniecznym dla warunku dostatecznego” tzn. dla S5 || f.|l < +oc.

n=ng
Uwaga. Przyjrzyjmy sie troche praktycznej skutecznosci obu powyzszych twierdzen. Rozwaz-
my wiec ciag {||full Fazne- Sa trzy mozliwosci:

L [[full 2 0 — wowczas 3,25 f,, nie jest jednostajnie zbiezny na mocy twierdzenia VI.1.

2. || fall = 0, ale 72 || full = 400 — wowczas powyzsze twierdzenia nie dajq nic.

3. 202 Ml < 400 — wtedy Y02 f,, jest jednostajnie zbiezny na mocy twierdzenia

VI.2.
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A zatem mamy powazng luke w praktycznej uzytecznosci powyzszych twierdzen, opisang
mozliwoscig 2. Co robi¢ gdy na taka sytuacje natrafimy? Ogodlnej recepty nie ma — trzeba
kazdy taki przypadek bada¢ indywidualnie. Czasem jednak ,ratunek” jest banalny: warto
sprawdzié¢ czy Z:{i‘fw fn jest w ogole punktowo zbiezny — jesli nie, to tym bardziej nie moze
by¢ zbiezny jednostajnie. Przyklad takiej sytuacji, to 372 £, rozwazany dla z € [0;1] (tzn.
fu: 0:1] = R, fu(e) = 2). Mamy wowezas [|f, ]| = L = 0, ale 3% )] = 2425 1 = +oc.
Jednak tu brak zbiezno$ci punktowej, bo szereg liczbowy 3729 * jest zbiezny jedynie dla z = 0.

Sformutujemy teraz czesto stosowany wniosek z twierdzenia VI.2.

Whiosek (kryterium Weierstrassa). Jezeli istnieje cigg liczbowy {c, }nsn, taki, ze

vn}no, zeD |fn(x)| < Cn (VI5)

—+00
n=ng

oraz Z:{iﬁlo cn jest zbiezny, to > fn jest jednostajnie zbieiny
Dowéd.
Na mocy (VL.5) i definicji normy supremum oraz definicji kresu gornego, dla dowolnego n > ng
mamy
0 < [ fnll < e,

a zatem z kryterium porownawczego Zf{i‘;o | ful| — zbiezny. Teza wynika wiec z twierdzenia

VI.2. [l

¢ Zbieznos$¢ niemal jednostajna szeregéw potegowych

Jednym z zastosowan powyzszego kryterium jest wazny wynik dotyczacy szeregdéw potegowych.
Niech R bedzie promieniem zbieznogci szeregu potegowego 3720 a,(z — x)". Ponizej funkcje
bedace jego wyrazami rozwazamy jedynie na otwartym przedziale jego zbieznosci tzn. na
Zy := (xg — R;z0 + R) (czyli funkcje te obcinamy do Zj).

Fakt. Szereg potegowy jest niemal jednostajnie zbiezny w swoim otwartym przedziale zbiezno-
$cil%)

Dowdéd.

Oczywiscie mozemy ograniczy¢ sie do przypadku zo = 0. Dla dowodu niemal jednostajnej
zbieznosci powinnismy dowodzi¢ zbieznos¢ jednostajng szeregu powstatego po obcieciu odpo-
wiednich funkcji do dowolnego przedziatu [a;b] zawartego w (—R; R). Wystarczy wiec roz-
wazaé @ = —r i b = r, gdzie 0 < r < R. Ale dla dowolnego = € [—r;r] i n > 0 mamy
lanz™| < |an|r™ = |a,r"|, a szereg 1% |a,r"| jest zbiezny, gdyz r € (—R, R) a szereg pote-
gowy jest bezwzglednie zbiezny w otwartym przedziale zbieznosci (patrz np. lemat ze strony
67). A zatem potrzebna nam zbieznosé jednostajna wynika z kryterium Weierstrassa. O]

3. Wlasnosci granic ciggéw i szeregow funkcyjnych
Zajmiemy si¢ tu pytaniem:

Jakie wlasno$ci wyrazéw ciggu (ewentualnie szerequ) funkcyjnego przenoszq sie
na jego granice?

Scislej — zajmiemy sie gtéwnie ciagloscig i rézniczkowalnoscig. Nietrudno znalezé przyklady
pokazujace, ze zadna z tych whasnosci nie zachowuje sie przy zbieznosci punktowej (zadanie
7).

103) Zhiezno$¢ niemal jednostajna w ,calym” przedziale zbieznodci tez zachodzi, ale dowéd tego jest juz
subtelniejszy . ..
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¢ Cigglo$¢ granicy jednostajnej i niemal jednostajnej

Zaczniemy od problemem ciggtosci.

Twierdzenie VI.3 (o ciaglo$ci granicy). Jezeli funkcje f, sq ciggle dla n > ng oraz
fo = f, to [ jest ciggla. Czyli krétko: granica jednostajna ciggu funkcji cigglych jest ciggla.
Dowdéd.

Wykazemy ciggtos¢ f w dowolnym punkcie x € D. Niech x,, € D, x,, — x. Musimy wykazac,
ze f(z,) — f(x). Mamy

|f(zn) = f(@)] = |(f(zn) = fa(xn)) + (fu(zn) — fr(@)) + (fr(2) — f(2))] <
< f(@n) = fulzn) | + [ fr(@n) — fu(x)| + [ fu(z) — f(@)] <
< 2[[f = fill + [ fa(@n) — fu(@)] (VL6)

dla dowolnych n i k. Niech € > 0. Poniewaz || f,, — f|| — 0, zatem dobierzmy k > ng takie, ze

|fe—f]] < 5. Poniewaz f} jest ciagta w g, zatem dobierzmy takie N, ze | fi(z,)— fx(7)| < § dla

dowolnego n > N. Wéwczas korzystajac z (VI.6) dla dowolnego n > N mamy | f(z,) — f(x)| <

%e +5=¢c O]
Poniewaz cigglodé jest wlasnoscig ,lokalng”, zatem prostg konsekwencja powyzszego twier-

dzenia jest podobny wynik dotyczacy zbieznosci niemal jednostajne;j.

Whniosek. Jezeli funkcje f, sq ciggle dla n > ng oraz f, =3 f, to f jest ciggla.

Uwaga. Wniosek ten pozwala nam m.in. przedstawi¢ alternatywny dowod czesci twierdze-
nia o ciaglosdci sumy szeregu potegowego (twierdzenie 1V.14) — czesci dotyczacej ciagtosci
w otwartym przedziale zbieznosci. Wystarczy bowiem skorzysta¢ z udowodnionego niedawno
faktu o niemal jednostajnej zbieznosci dla takiego szeregu (strona 109).

¢ Rézniczkowalnos$é granicy

Niestety sprawa rézniczkowalnosci funkeji okazuje sie by¢ bardziej ztozona niz sprawa cigglosci.
Analog twierdzenia VI.3 dla rézniczkowalnosci nie jest bowiem prawdziwy. Latwo si¢ o tym
przekonaé konstruujac odpowiednio przyblizenia funkcji | - | (nier6zniczkowalnej w 0) funkcjami
rozniczkowalnymi — prosze¢ samodzielnie wykonaé te konstrukeje w oparciu o rysunek 14.

2n
1 1
Rysunek 14. Nierézniczkowalna funkcje | - | mozna tatwo ,przyblizy¢” jednostajnie funkcjami

rozniczkowalnymi poprzez ,zaokraglanie kantu”...

Sprawa rozniczkowalnosci granicy nie jest jednak catkiem beznadziejna, mozna bowiem
wykazaé twierdzenie nastepujace.

Twierdzenie V1.4 (o rézniczkowalno$ci granicy). Jezeli f,, f,g: I — R, gdzie I jest
przedziatem oraz funkcje f, sq rozniczkowalne i spelnione sq warunki:

1' fn_>f7
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2. fn=9,

to [ tez jest rézniczkowalna oraz f' = g. B.D.

A zatem dla rézniczkowalno$ci granicy potrzebna jest nie tyle jednostajna zbiezno$é¢ samego
ciagu {f.}, co raczej ciagu pochodnych: {f/}.
Uwaga 1. W powyzszym twierdzeniu w punkcie 2. wystarczy zaktadac¢ zbieznos¢ niemal jed-
nostajna. Wynika to (podobnie jak w wypadku kwestii ciagto$ci — patrz uwaga po twierdzeniu
V1.3) z tego, ze rozniczkowalnosé jest pojeciem ,lokalnym”.
Uwaga 2. Zaréwno twierdzenie VI.3 jak i twierdzenie VI.4 maja swoje odpowiedniki dla sze-
regéw funkeyjnych (prosze je sformutowaé samodzielnie, jako proste éwiczenie). Zwiazane jest
to z faktem, ze zaréwno ciagltosé jak i rozniczkowalnosé zachowuja sie przy dodawaniu funkeji,
a zatem odpowiednie ciggi sum czeSciowych beda sie sktada¢ z funkcji ciggltych, ewentual-
nie rézniczkowalnych, o ile to samo zalozymy o wyrazach szeregu funkcyjnego. W przypadku
rozniczkowania takie twierdzenie dotyczace szeregdw nazywane jest twierdzeniem ,0 réznicz-
kowaniu szeregu wyraz po wyrazie” i jego teza zapisywana bywa w formie (nieco niescistej...)

(= fn>/= S

n=ng n=ng

¢ Roézniczkowanie sumy szeregu potegowego

Whiosek. Szereg potegowy mozna w otwartym przedziale zbiezno$ci rozniczkowac ,wyraz po
wyrazie”. Tzn., jezeli S jest sumq szeregu potegowego S12% a, (v — xo)™ oraz Zy jest jego otwar-
tym przedziatem zbieznosci, to dla x € Zy funkcja S jest rozniczkowalna w x oraz

S'(x) = Jiz (an(z — 20)") = f:jnan(:c —x0)" ! = i.:: (n+ Dap1(x — x0)".

W szczegolnosci S jest klasy C*° w otwartym przedziale zbieznosci.

Dowéd.

Na mocy uwagi 1 wystarczy tu dowiesé, ze szereg potegowy S°1%0 (n + 1)a, . 1(x — zo)™ jest w
Zy zbiezny niemal jednostajnie. A to z kolei wynika z faktu o niemal jednostajnej zbieznosci
szeregu potegowego (ze str. 109) oraz z ponizszego prostego lematu, ktéry pozostawiam do

dowodu Czytelnikom. O
Lemat. Promienie zbieznosci szeregow >0 an(z — x0)" i X029 (n+ 1)ay 1 (T — 20)™ sq réw-
ne.

Uwaga. W oparciu o powyzszy wniosek tatwo mozna udowodnié¢ fakt ze strony 96 (méwia-
cy o tym, ze rozwiniecie w szereg potegowy jest szeregiem Taylora dla sumy tego szeregu

potegowego).

A oto jeszcze jeden przyklad zastosowania rézniczkowania ,wyraz po wyrazie”.

Przyklad (funkcja ¢ 104) Riemanna). Jak wiemy, dla dowolnego « > 1 szereg Z:; n% jest zbiezny. Zdefi-
niujemy zatem funkcje ¢: (1;+00) — R wzorem

400 1
(@)=Y —.

ne
n=1

Nietrudno wykazaé (zadanie 10), ze funkcja ta jest n—krotnie rézniczkowalna przy dowolnych n, tzn. ze ¢ €
C%°((1; +00)).

104) Czytaj ,dzeta”.
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105)

4. Aproksymacja funkcji cigglych

W matematyce i jej zastosowaniach czesto zamiast danej funkcji f wygodnie jest rozwazaé
jakie$ jej przyblizenia funkcjami nalezgcymi do pewnej okreslonej klasy funkcji.

Jaki to rodzaj przyblizenia i jaka klasa funkcji aproksymujacych — to zalezy juz od konkret-
nej sytuacji. Mozliwos¢ znajdowania tego typu przyblizen gwarantuja rozne tzw. twierdzenia o
aproksymacji, czyli po prostu twierdzenia, ktére méwig, ze dla funkcji f istnieje cigg funkcyjny
{fn} ztozony z funkcji odpowiedniej klasy zbiezny w odpowiednim sensie do f. Sformutuje tu
tylko jedno takie twierdzenie — dotyczace aproksymacji funkcji ciggtej wielomianami.

Twierdzenie VI.5 (Weierstrassa). Kazda funkcja ciggla na przedziale domknietym jest
granicg jednostajng ciggu wielomianow. B.D.

Twierdzenie to jest szczegdlnym przypadkiem duzo bardziej abstrakcyjnego twierdzenia
Stone’a—Weierstrassa. Twierdzeniem podobnym do VIL.5 jest twierdzenie o aproksymacji funk-
cji ciagtych funkcjami kawatkami liniowymi (Scilej: afinicznymi...) — patrz zadanie 13. Warto
tez wiedzie¢ o tym, ze jest bardzo wiele réznych twierdzen o aproksymacji, ktore dotyczg roz-
maitych zbieznosci (niekoniecznie sposrdéd trzech rodzajéw tu poznanych) oraz rozmaitych
funkcji (niekoniecznie ciagltych). Np. dla wielu zastosowan wazne sa rozmaite wyniki dotycza-
ce aproksymacji tzw. wielomianami trygonometrycznymai, co jest Scisle zwiazane z nieobecna
w tym wyktadzie teorig szeregow Fouriera.

105) Aproksymacja = przyblizanie.
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Zadania do Rozdzialu VI
\/106) 1. Zbadaj zbieznosé punktows, jednostajna, niemal jednostajna ciagdéw funkeyjnych {f,}

zadanych ponizszymi wzorami:
(a) 2" (1.) dla z € [0;1]; (2.) dla x € [0;1);
(b) 2™ — 2"t dla z € [0;1];

" — x* dla z € [0; 1];

— dla z € (0; 400);

s dla z € [0; +00);

sin(?) dla r € R;

g) arctg(nz) dla z € R;

)
)
()
()
)
)
)
)

n+

—

(
(
(
(h) xarctg(nz) dla x € R.

V107 o Zbadaj zbieznos¢ punktowa, jednostajna, niemal jednostajng szeregdéw funkcyjnych za-
danych nastepujacymi wzorami:

YL dlax e R;
oo _z? dla x € R;

n= 1n4+4

:O?S:’ng dlaz € R;

)
)
()
(d) SF28 22e ™ dla x € (0; +00);
)
)
)
)

Sreeze ™ dla x € (0; +00);
Sreemm dla x € (0;+00);

72 Lsin(%) dla o € [—100; 100);
ytoe CU2 dla 2 € [0; +00).

nln_A,_

3. Zbadaj, ktore z ponizszych ,twierdzen” dotyczacych zbieznosci jednostajnej sa rzeczy-
wiscie twierdzeniami (tu f, f,,9,9,: D — R):

Zbadaj analogiczne ,twierdzenia” dotyczace ,—” oraz ,=3”.
4. Wykaz, ze jesli f, = f, to [|full — II£] (takee, gdy [If]] = +00).

5. Po uwaznej lekturze odpowiednich fragmentow wyktadu odgadnij, napisz i zapisz w
réwnowaznej postaci z uzyciem ||-|| ,,jednostajny warunek Cauchy’ego” dla ciagéw funk-
cyjnych. Nastepnie sformutuj i udowodnij ,jednostajny” odpowiednik twierdzenia II1.7
(o zupelnosci...).

6. W oparciu o twierdzenie wykazane w zadaniu powyzszym udowodnij twierdzenie o wa-
runku dostatecznym zbieznosci jednostajnej dla szeregu funkcyjnego (tw. VI.2).

106) Przynajmniej 2 przyktady z a)—e) i jeden z f)-h).
107) Przynajmniej 2 przyktady.
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v o7 Znajdz przyktady ciggow funkcyjnych pokazujace, ze przy zbieznosci punktowej ani cig-
glo$¢ ani rézniczkowalnos$é nie musza sie zachowywaé (przy ,przejsciu do granicy”).

8. Wykaz, ze wypuklosé funkcji zachowuje sie przy zbieznosci punktowej (1!).

\/108) g, Zbadaj ciggtos¢ i rozniczkowalnos$é funkeji f, w przypadku rézniczkowalnosci zbadaj

znak f'(0).

(a) f(z) =1t 20D dla gz € R;
(b) f(z) =332 arctg(;z), v € R;
(¢) fx) =302 (cosZ—1), zeR.

10. Wykaz, ze (patrz przyklad ze strony 111):

(a) ¢ € CH((L;400));
(b) ¢ € C%((1; +00)).

V11 ,Oblicz” sumy szeregdw:

(a) 026 205

(b> Zn 13”n;

(c) iz e,
12. Znajdz f™(0):

(a) f(z) = 5752 dlaz € R, n = 1001.
(b) f(z) = arctgx dla x € R; n =999, n = 1000.
(x

(¢) f(z) = ey dlaz € (—1;1); n = 100. Wskazowka: zapisz f(z) jako -25 + -£2

dla pewnych A, B € R.

13. Funkcja g: [a;b] — R jest kawalkami liniowa wtw istnieja liczby ap < a3 < -+ < ag
takie, ze ap = a,ar = b oraz f |4, ;. jest wielomianem stopnia < 1 dla dowolnego
j=1,..., k. Wykaz, ze kazda funkcja ciggla okreslona na przedziale domknietym jest
granicg jednostajng ciggu funkcji kawatkami liniowych.

108) Przynajmniej jeden przyktad.
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VII Rachunek catkowy

[okolo 3 wykladdw]

1. Catka nieoznaczona

W tym podrozdziale zajmiemy sie ,joperacja’ odwrotna do rézniczkowania. Niech f: D — R,
D C R. Kazda funkcje F': D — R taka, ze F' = f nazywamy funkcjg pierwotng funkcji f.
Druga nazwa na funkcje pierwotng to catka nieoznaczona.

o Istnienie i (nie)jednoznaczno$é

Oczywiscie nie kazda funkcja f posiada funkcje pierwotna, np. tatwo sprawdzié¢, ze nie posiada
jej funkcja f : R — R zadana wzorem

f(x):{o <0

1 >0

(dlaczego?). Co wiecej, nawet jesli istnieje funkcja pierwotna jakiej$ funkcji, to nie jest ona

wyznaczona jednoznacznie. Na szczeScie, dla funkcji okreslonych na przedziale ta niejedno-

znaczno$¢ nie jest duza”.

Fakt. Jezeli I — przedzial, f : I — R oraz F jest funkcjq pierwotng funkcji f, to Fy : I — R

jest funkcjqg prerwotng f wiw Fy = F + C dla pewnej funkcyi statej C.

Dowéd.

Oczywiscie (F'+ C) = F' = f. Jezeli F| = f, to (Fy — F) = f — f = 0 zatem F; — F jest

stata, bo I — przedzial (patrz wniosek ze strony 84). O]
Oczywiscie, gdy dziedzina funkcji nie jest przedzialem, to ta niejednoznaczno$¢ moze by¢

,wigksza” , np. dla funkcji zadanej wzorem 1 okresonej na R\{0} funkcje pierwotne to wszystkie

funkcje postaci:

cg dlaz <0

F(z) =Inz] +{ cy dla x>0,

gdzie ¢q,co € R.
Pojawia sie naturalne pytanie:

Ldla jakich funkcji catka nieoznaczona w ogdle istnieje?”
W nastepnym podrozdziale wykazemy, ze odpowiedz jest pozytywna np. dla wszystkich funkcji
ciggtych okreslonych na przedziale.
o Notacja

Tradycyjne oznaczenie na funkcje pierwotna, czyli catke nieoznaczong, to

To oznaczenie ma bardzo wiele wad. Na przykltad napis [ f(z)dx nie oznacza jednej funkcji,
tylko catg ich klas¢ — nie bardzo wiadomo zatem jak si¢ tym postugiwaé. Mozna by to na site
uscidli¢ i wprowadzi¢ rozmaite operacje — np. dodawanie — dla tego typu klas funkcji. Nie
bedziemy jednak tu tego robi¢ i zgodnie z tradycja bedziemy raczej traktowac caltke nieozna-
czong ,prawie tak jak funkcje” pamietajac, ze to tak naprawde cata ich klasa. Pomimo wad,
ta notacja posiada tez nieco zalet, o ktérych wspomnimy po6zniej.
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¢ Trudnosci z rachunkami

Jak juz wspomnieliSmy, mozna wykazac¢ istnienie funkcji pierwotnej dla ,dobrych” funkcji.
Jednak z praktycznego — rachunkowego — punktu widzenia wazne jest pytanie:

wjak obliczyc calke nieoznaczong z funkcji zadanej elementarnym wzorem?”

Czy mozna zrobi¢ to tak samo tatwo, jak w przypadku rézniczkowania? Odpowiedz brzmi:
NIE! Przypomnijmy, ze w przypadku rézniczkowania mieliSmy — po pierwsze — wzory na
pochodng podstawowych funkcji elementarnych — a po drugie — wzory rachunkowe na po-
chodng sumy, ztozenia i iloczynu. I to wtasnie gwarantowato nam mozliwos¢ praktycznego roz-
niczkowania dowolnie skomplikowanych funkcji elementarnych. Co zatem mamy do dyspozycji
w przypadku catkowania? Wtasciwie tylko to, co da sie wywnioskowaé z wyzej wspomnianych
wzoréw dotyczacych rozniczkowania, niejako poprzez ich ,odwrdcenie”.

o Kilka ,,odgadnietych” calek

A zatem np. konsekwencjg wzorow na pochodng podstawowych funkcji elementarnych oraz
faktu ze strony 115 sa umieszczone w ponizszej tabeli wzory na caltki. Zawiera ona wzory
opisujace funkcje i (obok) ogdlna postaé jej funkcji pierwotnej (n, k oznaczaja tu dowolna
liczbe catkowita, natomiast C, C’, Cy — dowolna liczbe rzeczywista (,stata”)).

f(z) J f(z)dx
2% (x> 0,a# —1) lub (z € R, a € N) gzt + O
o —=at gdy o #£ —1 C; dlaz<0
%270 a€l- {1n+|1m| gdy a = —1 {Cg dlaz >0
e’;x e R e"+C
a®;x eR, a>0 %%—C
sinz; r € R —cosz + C
cosz; r € R sinx + C
tg2x+1:CO:2x;x7én~W+g tgr +Cp dla v (k-7—5;k-74+7)
gz +1l= s a#n-w —ctgrx+Cy dla z€ (k-m(k+1)-m)
\/1177; z e (—1;1) arcsin x + C' oraz — arccos x + C’
ﬁ; reR arctg x + C oraz — arcctgx + C’

¢ ,,Liniowo$é¢” catkowania

Niech teraz F', G beda odpowiednio funkcjami pierwotnymi funkcji f i g. Jako konsekwencje
wzoru na pochodna sumy otrzymujemy oczywiscie, ze F' + G jest funkcja pierwotna f + g.
Podobnie, gdy a € R, to a - F' jest funkcja pierwotng a - f. W zapisie tradycyjnym fakty te
przedstawia sie tak:

/(f+g)(a:)da: = /f(x)dx—l—/g(x)dx, /(a-f)(:z:)dx = a/f(x)dx.

Podkreslam jednak znéw, ze powyzsze wzory wymagaja uscislen (a ich catkiem $cista wersja,
to wtasénie zdania je poprzedzajace).

¢ Calkowanie ,,przez czesci”

7 kolei natychmiastows konsekwencjg wzoru na pochodng iloczynu dwoéch funkeji jest fakt
ponizszy.

Fakt 1 (o calkowaniu ,,przez czesci”). Jesli f oraz g sq rozniczkowalne oraz H jest funkcjq
pierwotng funkcji f' - g, to f-g— H jest funkcjq pierwotng f - g'.
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Dowéd.
(frg—H)=f -9+fd—f-9=f7. O
Tradycyjny — nieformalny zapis tego faktu ma postac:

[ @) g @yda = f@) - glo) ~ [ £(x) - gla)da.

¢ Catkowanie ,,przez podstawienie”

» 109)

Wreszcie, ,,odwrdcenie twierdzenia o pochodnej ztozenia (twierdzenie V.1 punkt b)) ma

postac nastepujaca:

Fakt 2 (o calkowaniu ,,przez podstawienie”). Jezeli g jest rézniczkowalna i F' jest funkcjg

pierwotng f, to F o g jest funkcjg pierwotng do (f o g)-g' "9 .
Dowdéd.
(Fog) =(Fog)-g=(fog)-g. O
W zapisie tradycyjnym mozna by to przedstawi¢ tak:
[ 19(@) - g @)dw = [ fly)y,  gdzie y = gla). (VILY)

o Zalety ,,dxr—O6w”

I wlasnie przy tym wzorze objawia sie gtdéwna zaleta owego dziwacznego tradycyjnego oznacze-
nia funkcji pierwotnej, a szczegdlnie jego tajemniczego zakonczenia ,dx”. Ma to bezpos$redni
zwiazek z innym tradycyjnym oznaczeniem — na pochodna. WspominaliSmy juz o zapisie
g = j—g. Mozna pdjsé jeszeze dalej — skoro y = g(x), to zapiszmy nieformalnie

dy
/ _ 2
q'(z) I

i potraktujmy powyzszy zapis tak jak utamek. Wowcezas pod ,,[” z lewej strony wzoru ((VIL.1))

) dy - 5 . .. . . . I .
uzyskamy: ,.f(y)3dxr = f(y)dy”, czyli wyrazenie znajdujace si¢ pod ,/” ze strony prawej. Ta
mocno podejrzana manipulacja prowadzi na szczescie do catkiem $cistego i prawdziwego wyni-
ku opisanego w sformutowanym przed chwila fakcie 2. Tak wiec przy praktycznych rachunkach
mozna postugiwaé sie tego typu ,skracaniem dz—ow”, pod warunkiem jednak, ze zachowuje
sie pelng $wiadomosé jak to skracanie zastapi¢ $cistg argumentacjg przy pomocy faktu o
calkowaniu przez podstawienie.

¢ Czego nam brak, co mamy

Wprawe w postugiwaniu sie poznanymi tu wzorami zdobedziecie Panstwo na ¢wiczeniach.
Teraz powr6cimy natomiast do pytania o catkowanie funkcji elementarnych. To, czego nam
brakuje najbardziej dotkliwie, to chyba wzory na catke iloczynu i na catke zlozenia. Zamiast
tego mamy pewne szczegbdlne namiastki. Wzor na catkowanie przez czesci pozwala nam na
scatkowanie tylko iloczynu postaci f - ¢ i to tylko wtedy, gdy umieliSmy scatkowaé f’ - g.
Z kolei wzor na catkowanie przez podstawienie umozliwia scatkowanie nie samego ztozenia
f o g ale tylko funkcji (f o g) - ¢ (ale za to nie musimy umieé¢ catkowaé g — wystarczy,
ze umiemy zrobi¢ to dla f). Wszystko to sprawia, ze calkowanie jest w praktyce znacznie
trudniejsze niz roézniczkowanie. Ale tez znacznie ciekawsze! To troche jak rozwigzywanie

109) To inne ,odwrécenie” niz wtedy, gdy mowa o twierdzeniu odwrotnym (czyli zwiazanym z implikacja w

strone przeciwna niz w danym twierdzeniu).
110) Oczywicie zakladamy, ze zlozenie f o g (a zatem automatycznie tez F' o g) jest okreslone.
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tamigtowek ...No i tak jak nalezato si¢ spodziewaé, czasem — nawet dla do$¢ ,prostych”
funkcji, praktyczne scatkowanie poprzez zapisanie caltki jako funkcji elementarnej bywa po
prostu niewykonalne. .. Jeden z bardziej znanych przyktadow to catka

[z .

¢ Calkowanie funkcji wymiernych

Nie da sie wiec scatkowaé wszystkiego, co chcielismy. Ale co$ jednak scatkowac sie da. Przez
kilkaset (okoto 200) lat wymyslono wiele metod radzenia sobie z réznymi typami catek. Jeden
z najwazniejszych takich typow to catki z funkcji wymiernych. Mozliwos¢ ich wyliczenia jest
wazna nie tylko ,sama dla siebie”. Wiele innych typoéw catek mozna sprowadzi¢ wtasnie do
calek z funkcji wymiernych.

Rozwazmy wiec funkcje wymierna f : D — R, f(z) = 15((;3)) , gdzie w i v sg wielomianami,

degv > 1 oraz D = R\ Dy, gdzie Dy jest zbiorem (skonczonym) wszystkich pierwiastkow
rzeczywistych wielomianu v. Aby wyliczy¢ [ f(x)dx postepujemy nastepujaco.

Etap 1. (dzielenie z reszta) Zapisujemy f(z) jako u(x)+ Zg;, gdzie w(x) = u(z) -v(z) +r(z),

u, 7 — wielomiany i degr < degwv. Poniewaz wyliczenie [wu(x)dx jest proste (patrz tabela)
T
v

zatem dalej wystarczy zajaé si¢ [ (i% dz.
Etap 2. (rozklad na utamki proste) Wielomian v mozna (jak wiadomo z algebry) roztozy¢ na
iloczyn tzw. wielomianéw nierozkladalnych (stopnia 1 lub 2), tzn.

v(@) =a-(z—a) .- (= zo)™ - (pr(@)) - (pe())", (VIL2)

gdzie a € R, xy,..., s — rézne parami pierwiastki wielomianu v, py,...,p; — rézne parami
wielomiany 2-go stopnia postaci

pi(x) = (q;_yj)2+zj2, j=1,....1

gdzie y;,2; ERiz; #0oraz ky, ... ks, l,..., [, € N1

Znany algebraiczny fakt mowi, ze w tej sytuacji funkcja wymierna zadana wzorem % (dla
degr < degwv) jest suma pewnej liczby ulamkdéw prostych, tzn. funkcji wymiernych, z ktérych
kazda opisana jest wzorem postaci

A Ar+ B
b 2 F

( — ;)" (pi(2))"’
gdzie A, BeR,j=1,...,s,i=1,...,toraz k,l € N, k < k; natomiast [ < [;. W praktyce
znalezienie rozktadu na takg sume sprowadza sie tatwo do rozwigzania pewnego uktadu rownan
(,liniowych”).
Etap 3. (catkowanie utamkéw prostych) Pozostaje wiec scatkowaé kazdy z utamkow prostych.
W pierwszym przypadku wystarczy po ,podstawieniu y = x — ;7 zajrze¢ do tabeli catek
(funkcja potegowa z wyktadnikiem —k). Z drugim jest troszke trudniej. Najpierw zauwazmy,

ze
Ax + B

5 pile) | B
(pi())! (pi())! (pi(x))!

) Dowdd, ze Ik @) dx nie jest funkcja” elementarna to rzecz zupelnie nie trywialna . ..

111
112) Przy czym oczywiscie w rozkladzie (VIL.2) czesé z iloczynem (x — ;)% lub czesé z iloczynem (p;z))lj moze
sie okazaé ,,pusta’.
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dla pewnego B € R (doktadniej: B=B+ Ay;). Pierwszy z tych skladnikéw tatwo scatkowaé
przez ,podstawienie y = p;(z)”. Drugi przez pewne podstawienie ,afiniczne” (tzn. .y = axr+b”,
ale z jakimi a, b?) tatwo sprowadzi¢ do calki z funkcji zadanej wzorem

1
(22 + 1)V

na ktéra mozna znalezé wzor rekurencyjny po [ (zadanie 3), a dla [ = 1 calkowanie daje, z
doktadnoscia do stalej, funkcje arctg (patrz tabela).

>+ 2xt 4+ 423 + T2 + 3 2
Przyktad. Znajdz / : —;4 —'x_ 2—;3 _T_ 3—;2 f_ 4—; +$2+ dr (na dziedzinie D = R\ Dy, gdzie Dy

— zbidr pierwiastkéw rzeczywistych wielomianu z mianownika). Niech f oznacza powyzsza
funkcje podcatkows. Mamy dla x € D

fa) N 23+ 327 + x4 2 +x3+3x2—|—x+2
r)==x =T .
(3 + 2242z +2)(x+1) (2 +2)(x 4+ 1)?

Mozliwe sg wiec nastepujace postaci utamkéw prostych w rozktadzie drugiego sktadnika:

Ax+ B C C’
22+27 (z+1)22 z+4+1

Zatem Dy = {—1} oraz dla x € D

®+32° +r+2 Ax+B C o
1)@ +1)? @212  @HiR i
(Az+ B)(x+1)*+ C(2® +2) + C'(2* + 2)(z + 1)
(% +2)(z +1)? ’

a stad dla x € D licznik prawej i lewej strony muszg by¢ réwne, zatem réwne musza byc

kolejne wspoétezynniki przy a2, 22, 2!, 20, tzn.

1=A+C
3=B+2A+C+ '
1=A+2B+2C
2=B+2C+2C".

Otrzymalidémy wiec uktad czterech rownan liniowych z czterema niewiadomymi, ktory tatwo
rozwigzujemy i otrzymujemy rozwigzanie:

A=1, B=0,C=1,C"=0

Stad ostatecznie

x 1 1, 1/ 2 1
d:/d / d /7d:—2 f/id /7d=
/f(x)x T ™ ey T T e ™

R 9 1 cp dlaz < —1
9" +§1n(x +2)_x+1+{ co dla x> —1

gdzie ¢y i ¢y sg dowolnie dobranymi statymi.
Podsumowujac, jestesmy w stanie wyliczy¢ catke z kazdej funkcji wymiernej, dla ktorej
potrafimy znalezé explicite rozktad postaci (VIL.2) dla jej mianownika.
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¢ Zastosowanie calek z funkcji wymiernych do innych typéw catek

Jednym z typoéw calek, ktore sprowadzaja sie do catkowania funkcji wymiernych sa caltki
postaci

/ W (sin z, cos x)dx,

gdzie W jest ilorazem dwéch wielomianéw dwoéch zmiennych''®) . Wowezas dla ustalonego
ne€Zdlaax e ((2n— 1)m; (2n + 1)7) mozna uzyé podstawienia

Ly,

Nietrudno ze wzoréw trygonometrycznych wyliczy¢, ze wowczas

1—¢* 2t
COSX —= ——, SInxr — .
1+ t2’ 1+ ¢2
Ponadto
dt  1+¢
dr 2

(t traktujemy tu jako ,funkcje zmiennej x”). W efekcie uzycie catkowania przez podstawie-
nie sprowadzi wiec problem do obliczenia pewnej calki z funkcji wymiernej (,zmiennej ¢”).
Zachecam zaréwno do sprawdzenia podanych wyzej wzoréow (zad. 4) oraz do szczegblowego
przesledzenia tego, jak nalezy tu uzy¢ Scistego faktu o catkowaniu przez podstawienie.

Inny przyktad zastosowania calek z funkcji wymiernej to calki zawierajace tzw. niewy-
mierno$ci stopnia drugiego, tzn. wyrazenia postaci v ax? + bx 4+ ¢. Warto wiedzieé, ze istnieja
rozne podstawienia, w tym tzw. podstawienia Eulera, ktore moga sprowadzic¢ takie catki takze
do caltek z pewnych funkcji wymiernych.

¢ Calka oznaczona

Na zakonczenie tego podrozdzialu zajmiemy sie (wbrew jego tytutowi) catka oznaczona.
Nazwa ,nieoznaczona” dla rozwazanej tu dotad calki jest by¢ moze zwigzana z niejedno-
znacznoscig wyboru funkcji pierwotnej. W przypadku jednak gdy funkcja f jest okreslona na
przedziale, niejednoznacznosé ta — jak widzieli$my (fakt 1, strona 116) — jest niewielka. Jesli
zatem [ — przedzial, a,b € I oraz funkcja f : I — R posiada funkcje pierwotna F', to liczbe
F(b) — F(a) nazywamy catkq oznaczong od a do b z funkcji f i zapisujemy ja symbolem

/abf(x)dx

(a zatem moze jednak nazwa ,nieoznaczona’ wziela si¢ z braku owych a i b w oznaczeniu
calki?). Istotne jest to, ze ta definicja jest poprawna — w tym sensie, ze rzeczywiscie liczba po-
wyzsza zalezy jedynie od f, a oraz b natomiast nie zalezy od wyboru samej funkcji pierwotnej.
Dodanie bowiem ew. statej do funkcji F' nie wpltywa na wartosé¢ obliczanej réznicy.

Uwaga. Dla dowolnego a € I funkcja ¢ : I — R zadana wzorem ¢(z) = [ f(s)ds jest zatem
funkcja pierwotna f. Ponadto ¢(a) = 0.

Czasami jest wygodniej postugiwaé si¢ taka konkretna ,zaczepiona w punkcie a” funkcja
pierwotng f niz blizej nie sprecyzowana calka nieoznaczong z f.

113) Wielomian dwéch zmiennych to suma skoniczonej liczby funkeji zadanych wzorami postaci CzFy!, gdzie
C eR, k,l €Ny (z,y — oznaczaja zmienne).
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¢ Calkowanie przez czesci i podstawienie — ponownie

Wzory na catkowanie przez czesci i podstawienie, ktore zapisane przy uzyciu symbolu catki
nieoznaczonej byty niezbyt $ciste, majg swoje odpowiedniki — tym razem Sciste ,w 100%” —
takze dla catek oznaczonych. Bezposrednio z definicji catki oznaczonej, z faktow 11 2 ze strony
116 otrzymujemy nastepujace rezultaty.

Zdefiniujmy symbol [h(z)]8:

a*

Fakt 1 (wzér na calkowanie przez czesci dla calki oznaczonej). Jezeli [ — przedziad,
a,bel, f,g: I — R oraz g jest rézniczkowalna i ' - g posiada funkcje pierwotng, to

b b
[ @) g @de = [f@) - 9@l = [ (@) gla)ds. (VIL3)

Fakt 2 (wzor na calkowanie przez podstawienie dla catki oznaczonej). Jezeli I,J —
przedziaty, a,b € I, g : I — J, f:J — R oraz g jest rézniczkowalna i f posiada funkcje
pierwoing, to

[ rtata g @its = [ gyt 0 (V1L

Jak si¢ juz wkrotce okaze — caltka oznaczona jest nie tylko wygodna, ale ma tez bardzo
wazng interpretacje geometryczng.

2. Calka Riemanna

¢ Pole ,,pod” wykresem funkcji

Zajmiemy sie tu pojeciem calki zupekie innej (przynajmniej na poziomie definicji) niz cal-
ka oznaczona i nieoznaczona zdefiniowane w poprzednim podrozdziale. Naszym celem bedzie
okreglenie dla funkcji f : [a;b] — R takiej liczby, ktorej warto$¢ w przypadku funkeji nie-
ujemnej mozna by interpretowaé jako pole powierzchni obszaru pomiedzy wykresem f a osig
X", aw przypadku ogdlnym pole to bytoby liczone z uwzglednieniem znaku ,,—" dla tych
fragmentéw wykresu, ktére sa ponizej osi , X" (patrz rys. 15).

Rysunek 15. Catka Riemanna to pole miedzy wykresem a osia X ,z uwzglednieniem znaku”.

Gdyby z goéry zatozyé¢ np. ciagtosé¢ f, sprawa bytaby dos¢ tatwa. My jednak bedziemy
nieco ambitniejsi — sprobujemy podaé¢ odpowiednia definicje, ktora mogltaby mieé szersze
zastosowanie.

114) Moze niektérych dziwi lub wrecz bulwersuje uzycie po prawej stronie wzoru zmiennej x, podczas gdy
w wersji ,nieoznaczonej” bylo tam y, gdzie ,y = g(x)” (a zatem na ogél ,y # x”...), jednak tu dla calki
oznaczonej ten problem juz nie istnieje. Mozemy uzy¢ jako zmienna z,y, s,t i inne litery. To nie ma zadnego
wplywu na wartoéé liczby, ktora w efekcie otrzymujemy z prawej strony wzoru.
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¢ Podzial przedzialu, suma gérna, suma dolna

Potrzebne nam bedzie zatem pare pomocniczych definicji i oznaczen. Podziatem przedziatu
la; b] nazwiemy dowolny ciag skonczony (zo, . . ., ) taki, ze zg = a; x,, = boraz z;_; < x; dla
7 =1,...,m. Takie podzialy bedziemy oznacza¢ jedna litera, np. P, a zbioér wszystkich mozli-
wych podziatéw P przedziatu [a; b] oznaczmy przez P. Dla funkcji ograniczonej f : [a;b] — R
oraz dla P = (z1,...,x,) € P definiujemy sume gdrng i sume dolng dla f i P odpowiednio
wzorami:

S(P) = Doy =) s f(0)
j=1 telzj—1;2;
S(f, P) := i(:vj —x;_1) - inf  f(2).

te€lz;—1;75]

<.
Il
-

Dzigki ograniczonosci f obie sumy sa poprawnie zdefiniowanymi liczbami rzeczywistymi i
majg sens geometryczny najlepszego przyblizenia szukanego pola ,,od géry” lub odpowiednio
,od dotu” przez sume pdl prostokatéow (z uwzglednieniem znaku) o podstawach wyznaczonych
przez podzial P (patrz rysunek 16).

Rysunek 16. Suma goérna.

o Catka goérna i dolna

Nietrudno zauwazy¢, ze biorac ,drobniejszy podzial” (tj. doktadajac dodatkowe punkty do
danego podzialu) ewentualnie mozemy zmniejszy¢ sume gorna, a sume dolna zwickszy¢ (lub
pozostang one niezmienione). Wydaje sie wiec, ze sensownie byltoby okresli¢ szukane przez nas
pole jako kres dolny zbioru sum gornych, t;j.

inf S(f,P). (VIL5)

Jednak czemu nie wzigé¢ ,rownie dobrej” liczby, bedacej kresem gérnym zbioru sum dolnych,
czyli

sup S(f, P)? (VIL6)
PeP

Poniewaz obie metody wydaja sie dobre, ale nie wiemy, czy prowadza do tego samego wyniku
zatem postapimy ostroznie: liczbe okreslona wzorem (VIL.5) nazwijmy calkq gorng, a wzorem
(VIL.6) — calkq dolng z funkcji f. Oznaczmy je odpowiednio symbolami

[ 5]
[a;0] [a;0]
Latwo dowiesé nieréwnosé

/ f< I (VILT)
[asb] [a3b]
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Jesli bowiem rozwazymy dowolne podziaty P; i P, przedziatu [a;b] to biorac podzial P po-
wstaly przez ,potaczenie” Py i P, (Scista definicje tego ,potaczenia” pozostawiam Panstwu
...), a wiec podzial ,drobniejszy” niz Py i P, dostajemy

S(f,P1) < S(f,P) < S(f.P) < S(f. P)

skad (VIL.7) wynika tatwo z definicji kreséw (patrz np. zad. 9). Nie ma jednak powodu, by
w (VIL.7) zachodzita réwnos¢ bez jakis dodatkowych zatozen o f (patrz przyktad z funkcja
Dirichleta, nizej).

¢ Calkowalnosé i catka w sensie Riemanna

Naturalne wydaje sie teraz dla dowolnej ograniczonej funkcji f : [a; b] — R przyja¢ nastepujaca
definicje.
Definicja. Funkcja f jest catkowalna w sensie Riemanna wtw ]’[a;b]f = ][a;b]f. Jesli f
jest catkowalna w sensie Riemanna, to wspolng wartosc jej calki gornej i dolnej nazywamy
catkq Riemanna  funkcji f (na [a;b]) i oznaczamy symbolem [,y f lub [, f(2)d2.
Klase wszystkich funkcji catkowalnych w sensie Riemanna bedziemy tu oznaczaé przez R,
a gdy bedzie nam zalezalo na podkresleniu, ze chodzi o funkcje okreslona na [a;b], bedziemy
uzywaé symbolu R([a; b]).

¢ Dwa skrajne przyklady

Zanim zajmiemy sie ogdélnymi wynikami dotyczacymi catkowalnosci i catki przyjrzyjmy sie
nastepujacym — skrajnie réznym z punktu widzenia tej teorii — sytuacjom.

Przyktlady.

1. Funkcja stata: vf = ¢, ¢ € R. Wowczas niezaleznie od wyboru P zachodzi S'(f, P) =

c-(b—a) = S(f,P), wiec calka gorna i dolna réwne sg ¢ - (b — a). Zatem f € R i
f[a;b] f(x)dz =c-(b—a).

2. Funkcja Dirichleta. Gdy f jest obcigciem funkcji Dirichleta do przedziatu [a; 0] (patrz
przyktad ze strony 61), to dla dowolnego P mamy S(f, P) = (b — a) oraz S(f, P) = 0.
Zatem f € R, oile b > a.

o Catkowalnosé funkcji cigglych

Czas wreszcie na jakie$ ,pozytywne” twierdzenie o catkowalnosci w sensie Riemanna.
Twierdzenie VIL.1 (o catkowalnos$ci funkcji ciagltych). Funkcja ciggla okreslona na
przedziale domknietym jest catkowalna w sensie Riemanna (tzn. C([a;b]) C R([a;b])).

Zanim przystapimy do dowodu, wykazemy pomocny lemat. Najpierw dla dowolnego po-
dzialu P = (xy, . .., x,,) przedziatu [a; b] zdefiniujmy Srednice podziatu P, oznaczang przez |P)|,
jako dltugo$é najdtuzszego odcinka z podziatu P, tzn.

[Pl = max (z; —2j-1).

Lemat. Jezeli f : [a;0] — R jest ciggla oraz {P,} jest ciagiem podziatéw przedziatu [a;b], dla
ktdrego |Pal — 0, to S(f, P) — S(f, P) — 0
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Dowéd (lematu).
Niech b > a i e > 0. Na mocy jednostajnej ciagtosci f (patrz tw. IV.11) wybierzmy ¢ > 0 taka,
ze jezeli y, z € [a;b] oraz |y — z| < 9, to

€

7 = F) < .

Niech N bedzie takie, ze dla n > N zachodzi |P,| < 0. Ustalmy dowolne n > N. W szcze-
gélnosci wiec (VIL.8) zachodzi dla dowolnych y i z lezacych w przedziale pomiedzy sasiednimi
punktami podziatu P,. Jezeli P, = (zo,...,xy) oraz j € {1,...,m}, to z twierdzenia Weier-
strassa o osigganiu kresow (tw. IV.10) sup,c(,, - s3] f(z ) = f(y;) oraz infoepn, .0y f(7) = f(2))
dla pewnych y;, z; € [xj_1,2;], przy czym poniewaz n > N, zatem na mocy powyzszych roz-
wazan

(VILS)

€

fly;) — f(z) < 2

p— a,.
A zatem mamy

~

< 8(F, P)=S(f, Pa) = S )~ Fei)) =) < - Sy 1) = 5 —o{b—a) =

=1 @j=1

O

Dowéd (twierdzenia VII.1).

Rozwazmy jakikolwiek ciag podzialow {P,} taki, ze |P,| — 0 (np. P, moze by¢ podziatem
na rowne czesci o dtugosci > =) 'Na mocy definicji calki gérnej i dolnej oraz na mocy (VIL7)
mamy oczywiscie

S(f,P,) < f < < S(f, P, VIL.9
(f. Pn) /[a;b}f /[a;b]f (f Fn) (VIL9)
dla dowolnego n. A stad

0< / REN e S(f, B) — S(f, P.),

[a;
wiec na mocy lematu oraz twierdzenia o trzech ciagach f[;;b] f= f[(;b] f O

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia VII.1 nie jest prawdziwe, tzn. nie kazda funkcja catkowalna w sensie Rie-
manna musi by¢ ciagla (patrz np. zad. 5). Jednak mozna wykazaé twierdzenie, ktére méwi, ze f € R wtw [ jest
ograniczona i jej zbiér punktéw niecigglosci jest, w odpowiednio okreslonym sensie, ,maly” 115) (przypominam
takze, ze calkowalno$¢ w sensie Riemanna dotyczy wytacznie funkcji okreslonych na przedziatach domknietych).
Przy czym ,maly” jest np. dowolny zbiér skonczony, ale takze dowolny zbiér przeliczalny.

¢ Aproksymacja sumami Riemanna

Udowodnimy teraz przydatne twierdzenie dotyczace aproksymowania catki z funkcji ciagtej
tzw. ,sumami Riemanna’. Jezeli P = (zy,...,Z,,) jest podzialem przedziatu [a;b], to sumg
Riemanna dla f i P nazywamy dowolng liczbe, ktéra mozna przedstawi¢ w postaci

Zf — 1)
7j=1
dla pewnych y; € [z;_1;25],j=1,...,m
Twierdzenie VII.2 (o sumach Riemanna). Jezeli f : [a;0] — R jest ciggla, {Py,}nzn,

jest ciggiem podzialow [a;b] o Srednicach zbieinych do 0 oraz dlan > ng S, jest pewng sumg
Riemanna dla f i P,, to S, — f[a;b] f.

115) Sciglej, ,maly” to zbiér o mierze Lebesgue’a réwnej 0, ale o tym pojeciu powiemy dopiero w rozdziale X.
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Dowdéd.
Na mocy definicji sumy gornej i dolnej dla f i P, mamy oczywiscie

S(f, P,) < S, < S(f,P,). (VIL.10)

Jednoczesnie na mocy catkowalnosci f (z twierdzenia VII.1) i z definicji catki oraz calki gérnej
i dolnej (patrz np. (VIL9)) mamy tez

S@RJ</wﬁ=AMf=AWf<ﬂﬂﬂ) (VIL11)

Z (VIL10) i (VIL11) otrzymujemy | iy f — Su| < S(f, P,) — S(f, P,), skad na mocy lematu
i twierdzenia o trzech ciggach uzyskujemy teze. O]

Uwaga. Twierdzenie powyzsze pozostanie prawdziwe, jesli ciagtosé¢ f zastapimy jej catkowal-
nosciag w sensie Riemanna (dowdd jednak bedzie trudniejszy .. .).

Warto zwroci¢ uwage, ze twierdzenie VII.2 daje mozliwo$é znajdowania przyblizonych war-
tosci catek. Niestety, bez zadnych ,gwarancji” dotyczacych wielkosci btedu. Warto tez wie-
dzie¢, ze istnieja twierdzenia, ktére podaja oszacowania btedu przy przyblizaniu sumami Rie-
manna lub innymi sumami podobnego rodzaju, przy dodatkowych zatozeniach dotyczacych
np. regularnosci funkcji.

¢ Kilka wlasnosci calki Riemanna

Calka Riemanna posiada kilka intuicyjnie naturalnych wtasnoéci, ktoére zostaly zebrane poni-
zej. Przyjmijmy jeszcze dla wygody nastepujaca notacje: jezeli f : D — R oraz [a;b] C D i

f |[a;b]€ R, to
Fi= [ Fli
/[a;b] [asb] ‘[ ’

Twierdzenie VII.3 (o wlasnosciach calki Riemanna).

1. (liniowosé) Jezeli f,g € R([a;b]), ic€R, toc- f, f+ g€ R([a;b]) oraz
+g) = + [ g
/[a;b}(f 9) /[a;b] / [a;0] /
/[a;b} (e f)=c: /[a;b] d

2. (monotonicznosé) Jezeli f,g € R(|a; b)) oraz Vze[a;b] flz) < g(x), to

f< g.
/[a;b} [a;]

3. (addytywnosé wzgledem przedziatu) Jezeli f € R([a; b)) oraza < ¢ < b, to f g, flien€ RN

oraz
[ s+ r=] 1
[a;c] [c;b] [a;0]

Punkt 2 wynika natychmiast z definicji catki gérnej (lub dolnej) oraz z wlasnosci kreséw.
Pozostate punkty sa moze nie tyle trudne, ale zmudne w dowodzie i dlatego, z koniecznosci,
ich dowod pomijamy.
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o Podstawe twierdzenie rachunku catkowego

Twierdzenie zwane ,podstawowym twierdzeniem rachunku catkowego” (p.t.r.c.)''®  ktére
teraz sformutujemy, ma kluczowe znaczenie dla teorii catki Riemanna. Wiaze ono bowiem
catke Riemanna z catka oznaczong, a jednoczesnie, dzigki temu zwigzkowi, daje praktyczna
mozliwos$¢ obliczania wielu catek Riemanna, bez koniecznosci postugiwania sie definicja (czy
ewentualnie twierdzeniem VII.2).
Twierdzenie VIL.4 (p.t.r.c.). Niech f : [a;0] — R bedzie funkcjq ciggle i zdefiniujmy
F : [a;b] — R wzorem

F(z) = [ }f(t)dt
dla x € [a;b]. Wowczas F jest funkcjq pierwotng funkcji f.
Wnhiosek. Jezeli f : [a;b] — R — ciggla, to [,y f(x)dr = b f(z)de.
Dowéd (wniosku).
7 twierdzenie VIL4 i z definicji calki oznaczonej mamy [ f(z)dz = F(b) — F(a) = Sy £ —
Jaa | = Jay f(2)da.

F(z)

a x b
Rysunek 17. Sens geometryczny liczby F(x) z tw. VIL4.

Dowéd (twierdzenia VII.4).
Niech zq € [a;b) 1 niech € > 0. Poniewaz f jest ciagla w xg, zatem dobierzemy 0 > 0 takie, ze
xog+ 6 < boraz dla t € [a;b] spelniajacych |t — xo| < § zachodzi

fwo) —e < f(t) < f(xo) +€

Jezeli zatem 0 < h < 9, to dla t € [xg; ¢ + h] nieréwnosci powyzsze zachodza, wiec na mocy
twierdzenia VII.3 pkt. 2 mozemy ,scatkowaé je stronami” i korzystajac z przyktadu 1 ze strony
123 otrzymujemy
h(f(zo) — €) < /[ T < (i (o) +e). (VIL12)
0320+
Z drugiej strony, iloraz réznicowy dla F' mozna na mocy twierdzenia VIIL.3 pkt. 3 zapisac
nastepujaco:
F(zo+ h) — F(xg) 1

= - t)dt.
h h [mo;ro—‘,—h] f( )
Zatem dzigki (VII.12), dla 0 < h < § mamy
F(xo+h) - F
f(zg) — e < (20 ) (z0) < flxo) + €.

h
Wykazalismy wiec, ze F' (x9) = f(xo) i analogicznie dowodzi sie, ze F” (xg) = f(xo) dla

x € (ab]. O
116) Niektérzy nazywaja je: ,podstawowe twierdzenie rachunku rézniczkowego i calkowego” — i wlasciwie
stusznie...
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¢ Twierdzenie o wartosci Sredniej

Pewna grupa twierdzen dotyczacych catkowania nosi wspolng nazwe ,twierdzenia o wartosci
sredniej” (tym razem — dla calek). Zajmiemy sie tu tylko najprostszym z nich. Zaktadamy,
ze b > a.

Twierdzenie VII.5 (o wartosci Sredniej). Jezeli f : [a;b] — R jest ciggla, to istnieje
c € (a;b) takie, ze

|, @)= f(c) - (b —a).
Uwaga. Geometryczny sens tego twierdzenia jest taki, ze dla pewnej wartosci f(c) funkeji f

pole prostokata o podstawie na odcinku [a; b] 1 wysokosci f(¢) pokrywa sie z polem pomiedzy
osia X a wykresem [ (patrz rysunek 18).

fle)t

a c b
Rysunek 18. Dobor ¢ w tw. VII.5 powinien by¢ taki, by zaznaczone pola miaty rowne wartosci.
Dowéd.

Jesli ' — funkcja z twierdzenia VII.4, to na mocy twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej
(tw. V.4) oraz na mocy twierdzenia VII.4 mamy

f[a,b}f<x>dx_F<b)_F(a)_/ —_
LD FOZF@ iy = (o

dla pewnego ¢ € (a;b). O

3. Calki niewlasciwe
¢ Jak calkowaé funkcje okreslone nie na domknietych przedziatach

Catkowanie w sensie Riemanna byto .z definicji” wykonalne tylko dla funkcji catkowalnych w
sensie Riemanna. A zatem, w szczegolnosci, dziedzina catkowanej funkeji musiata by¢ prze-
dzialem domknietym (wiec — miedzy innymi — o skonczonej dtugosci), a sama funkcja —
ograniczona. Obecnie pokazemy jak mozna rozszerzy¢ pojecie catki tak, by objac¢ takze niekto-
re przypadki, gdy powyzsze warunki spetnione nie sa. Postuzy do tego wtasnie pojecie catki
niewtasciwej.''”) Sam pomyst definicji jest bardzo prosty i w swojej istocie bardzo przypo-
mina pomyst, ktéry postuzyt przy definicji sumy szeregu. Niech f : [a;b) — R gdzie b > a,
przy czym b = 400 lub b € R. W obu sytuacjach catka Riemanna z f nie jest poprawnie
zdefiniowana. Zalézmy jednak, ze

Vet flam€ R (VIL13)

117) Prosze nie myli¢ z catka nieoznaczona!
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Definicja. Jezeli istnieje lim f, to granice te nazywamy catkq niewtasciwa z f (po

r—b=Jlasr]

przedziale [a; b)) i oznaczamy jg symbolem

/b f(z)dz. 118

Mowimy, Ze powyzisza calka (niewlasciwa) jest zbiezZna wtw granica ta istnieje i jest skon-

czona. 119)

o Calki niewtlasciwe I i IT rodzaju oraz niewlaéciwe ,Jlewo/prawo—stronnie” i ,mie-
szane”

Tradycyjnie, gdy b = 400 méwi si¢ o catce niewtasciwej [ rodzaju, a gdy b € R — II rodzaju.
Opisana tu sytuacja dotyczy ,niewladciwosci prawostronnej”, tzn. sytuacji gdy f nie jest

okreslona w punkcie b — prawym koncu dziedziny. Catkiem analogicznie postepuje sie w
przypadku ,niewtasciwosci lewostronnej”, tzn. gdy f : (b;a] — R (nalezy wéwezas zastapié
b=" przez b+", Ja;r]” przez Jrial”, )2 przez [ oraz |a;b)” przez ,(b;a]”).

Mozna tez zdefiniowaé pojecie catek niewtasciwych ,mieszanych”, stuzacych obliczaniu
scatki” z funkcji okredlonych na przedziatach obustronnie otwartych, albo — co gorsza —
przedziatéw pozbawionych pewnych punktéw (skonczonej liczby). Tu tej definicji nie podamy
(patrz jednak zad. 14).

¢ Pozorna niewlasciwos¢é

Jezelib € R i f: [a;b) — R przedtuza si¢ do funkeji f: la; b] — R takiej, Ze~f € R, to tatwo
sprawdzi¢ (zad. 13), ze [” f(z)dx jest zbiezna, a przy tym [° f(z)dz = Jiay f(2)dz.

¢ Kilka przykladéow

Przy uzyciu wniosku z p.t.r.c. (tw. VII.4) i definicji calki niewtasciwej tatwo mozemy wyliczy¢
wiele konkretnych catek niewtasciwych.

Przyklady.

L) I%dx (,lewostronnie niewtasciwa”) jest dla o > 0 zbiezna wtw o < 1 oraz wowczas
rowna jest —— (patrz rys. 19)

2. [ —zdx (,prawostronnie niewlasciwa”) jest dla a > 0 zbiezna wtw a > 1 oraz wow-
czas réwna jest —= (patrz rys. 20).

3. f_ooo e“dr = — fol In(x)dx = 1. Pierwsza z réwnosci jest przy tym intuicyjnie jasna ze
wzgledu na symetrie wykreséw obu rozwazanych funkcji (patrz rys. 21).

o Dwa kryteria zbieznosci

Teoria catek niewtasciwych posiada wiele analogii do teorii szeregéw — mozna byto si¢ tego
spodziewaé juz na podstawie samej definicji. Zilustrujemy to przy pomocy dwoch kryteriow
zbieznosci catek niewtasciwych.

118) A zatem tak jak calke oznaczona, co nie powinno prowadzié¢ do nieporozumiefi. Niemniej, lepszym moze
oznaczeniem na calke niewlasciwa byloby f[a;b) f(z)dz”. Nie bedziemy si¢ jednak zbytnio przeciwstawiaé
tradycji.

119) W wypadku przeciwnym (granica nie istnieje lub jest réwna +oo lub —oco) méwimy, ze calka jest rozbiezna.
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0 1 ‘
1 Inx

Rysunek 19. Geome- 1 &
tryczny sens calki nie-
wlasciwej  [) Ldz  to 0] 1
pole nieograniczonego
obszaru czesciowo tylko Rysunek 20. ... i podobnie Rysunek 21. Zakreskowane pola
zaznaczonego tu... dla [, x%dx. powierzchni sg réwne.

Kryterium 1 (poréwnawcze). Zaloimy, ze fi, fo : [a;b) — R i obie funkcje spelniajq
warunek (VIL.13). Jesli dla dowolnego x € [a;b)

0 < fi(z) < fo(2),

oraz [P fo(x)dx jest zbiesna, to [P fi(x)dx tez jest zbieina oraz [0 fi(x)dx < [P fo(z)dx .

Dowdéd.

Niech Fj(r) = [, fi(z)dz dla r € [a;)), j = 1,2. Na mocy twierdzenia VIL3 funkcje Fy
i Fy sa rosnace oraz 0 < Fi(r) < Fy(r) dla dowolnego r. Zatem teza wynika natychmiast z
twierdzenia o granicach jednostronnych funkeji monotonicznych (tw. IV.7) i z twierdzenia o
zachowaniu nieréwnosci przy przejéciu granicznym (tw. IV.5). [

Drugie kryterium dotyczy jedynie catek niewtasciwych I-go rodzaju.

Kryterium 2 (Dirichleta). Jezeli f, g : [a; +00) — R oraz

1. f spetnia (VII.13) (2 b = +o00) i istnieje M € R takie, Ze

vre[a;+oo) / . f(ﬂ?)dﬁ < M;
2. g jest malejgca i hI}_l g(x) =0,
to [F°° f(x)g(x)dx jest zbieina. B.D.

Oczywiscie analogiczne twierdzenia zachodza takze dla catek ,lewostronnie niewtasciwych”.
Przyktady zastosowan powyzszych kryteriow do badania zbieznosci konkretnych catek niewta-
Sciwych pozostawiamy na ¢wiczenia (patrz — zadania do tego rozdziatu).
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Zadania do Rozdzialu VII

YV 1. Oblicz ponizsze calki oznaczone i nieoznaczone. W punktach b), d), ), g) przy stosowa-
niu twierdzenia o catkowaniu przez podstawienie przedstaw ,dwa” rozwigzania: jedno z

uzyciem nieformalnego chwytu . dy = @ dz” i drugie — catkowicie formalne i $ciste
(ze szczegblowym wypisaniem postaci funkCJl do ktorych stosowane jest twierdzenie o
c.p.p.).

(a) [23Inwxdz, x>0

(b) Jtgadr, v #kn+ 5 (k€Z)
(c
(d

JLO00 (2241 g

23T + 2idx

e fo arctg rdx

(
(f f1+ “dx, x # —1
(g flﬂz,xeR
(h

(i dt

)
)
) J
)
)
)
)
)
) Jo 62f+e +1
() f1+coswﬂ z € (—mm)
(k) [ e®sin(3s)ds
() mdz (Uwaga: wynik musi by¢ >0 ...)
) J
)
)
)
)
) J
)
)
) J
) J.

1dx x>0

(

B

(n) J¥ ln :de

(o) [|z|dx, x € R
(p fO xfkld‘r

(q) Jo sinze*dx

r 7z+3dyvy>3

t 2 cos? zdx

(
(s fo sin? zdx
( f

u) [1) sin(2®)dx

(
(v 49 \;H—ldt

(w) f1 iidx
(x) fo ards (Wskazowka: podstaw ,y = s27).

V120 2. Dla f : [a;b] — R okreslamy:

o dlugosé wykresu f, oile f jest klasy C!, wzorem

[ G

120) Przynajmniej po jednym przykladzie na kazdy z trzech wzoréw
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e pole powierzchni obrotowej powstalej przez obrét wykresu f (zawartego w plasz-
czyznie XY') wokot osi X w przestrzeni XY Z, o ile f jest klasy C', wzorem

o [ F) U+ (o) P

e objetosé bryly obrotowej ograniczonej powyzsza powierzchnia obrotowa i ptaszczy-
znami v =a”, ,x =0b", 0ile f jest ciagta, wzorem

w [ )i

W oparciu o powyzsze wzory oblicz:

~—~

a) diugos¢ okregu o promieniu r,

b

~

objetos¢ kuli o promieniu r,

C

—~

pole powierzchni sfery o promieniu 7,

—~

e) pole powierzchni bocznej walca obrotowego o promieniu podstawy r i wysokosci h,

f
g

—_—

)
)
)

d) objetosé walca obrotowego o promieniu podstawy r i wysokosci h,
)
) objetos¢ stozka obrotowego o promieniu podstawy r i wysokosci h,
)

~—~

pole powierzchni bocznej stozka obrotowego o promieniu podstawy 7 i wysokosci h.

V' 3. Niech I(z) = [y mdt dla n € N. ZnajdZz wzoér rekurencyjny na funkcje I, (nie
wymagajacy uzycia catek).

4. Wyprowadz wzory zwiazane z podstawieniem trygonometrycznym ,t = tg(5)” podane
na wyktadzie (strona 120).

YV 5. Wykaz, ze funkcja x : [—1;1] — R zadana wzorem

(@) = Odla —1<2<0
X =Y 1dlao<z <1

jest catkowalna w sensie Riemanna (cho¢ nie jest ciagta ...).

YV s. Znajdz granice ciagéow zadanych ponizszymi wzorami, wykorzystujac twierdzenie o su-
mach Riemanna (twierdzenie VII.2).

(8) s Shoy b, dla > 0,
(b> zinJrl %

7. Niech f: 1 — R, gdzie I — przedziat oraz f posiada funkcje pierwotna. Wykaz, ze dla
dowolnych a, b, ¢ € I zachodzi f;f(x)dx + Jy fe)de = [7 f(x)dx.

8. Wykaz, ze jezeli f,g € C([a;b]), b > a oraz f(z) < g(x) przy dowolnym z € (a;b), to
f[a;b] f(flf)dl' < f[a;b] g(l’)dl’

n+7 gin x

9. Znajdz lim x.

n—+oo Jpu x

YV 10. Wykaz, ze jezeli f,, f € R([a;b]) oraz f, = f, to
| = F
[a;b] [a;0]
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V11

12.

13.

14.

15.

16.

17.

\v/ 121)18

Zbadaj zbieznos¢ ponizszych catek niewtasciwych:

e’
(b) Jo ﬁdm
(c) [, ﬁdx
(d) [0 Zirda

Oblicz [, z"e~*dx dla kazdego n € Ny.

Wykaz, ze jezeli f : [a;b] — Ri f € R oraz f = f|[a;b) to [? f(x)dz jest zbiezna oraz
rowna sie [, f(z)dz.

Zdefiniujemy catke niewtasciwa mieszang dla f : (a,b) — R (a,b € R, a < b). Zakta-
damy, ze dla dowolnych ', b takich, ze a < o' < ¥ < b zachodzi f |z€ R. Niech

€ (a;b). Mowimy, ze [° f(x)dz istnicje wtw istniejg [© f(z)dz oraz [ f(x)dz oraz ich
suma jest okreslona. W tej sytuacji f;’ f(z)dz okreslamy jako powyzsza sume. Wykaz,
ze definicja ta (istnienie i warto$¢ catki) nie zalezy od wyboru ¢ € (a,b).

Zbadaj zbieznos¢ (tzn. istnienie i skoficzonos$¢) catki niewtasciwej mieszanej (patrz zad.
14):

(a) [ = 1@ ~dx, w zaleznosci od a,a € R
(b) [ de w zaleznosci od a, € R

(¢) JT =22 dz, w zaleznoéci od o € R.
ac2 (m—z)e
Zaproponuj sformutowanie ,kryterium asymptotycznego dla catek niewtasciwych” wzo-
rujac sie na sytuacji znanej z teorii szeregéw. Udowodnij tak sformutowane kryterium.

Udowodnij nastepujace ,kryterium catkowe zbieznosci szeregéw”: Jezeli f : [ng; +00) —
[0; +00) jest malejgca i ciggla, to ntoo f(z)dx jest zbiezna wtw 32 f(n) jest zbieziny.

n=ngo

Wykorzystaj powyzsze kryterium jako alternatywna metode badania zbieznosci szere-

gow S nla oraz >/ n(lnn dla a > 0.

121) Przynajmniej jeden z dwéch przyktadéw.
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VIII Cigglosé funkcji wielu zmiennych.
Przestrzenie metryczne

[okolo 2 wykladéw]

Niniejszy rozdzial jest pierwszym sposrod rozdziatéw dotyczacych funkeji wielu zmiennych.
Powiemy tu, miedzy innymi, o uogélnieniu kilku poje¢ znanych z poprzednich rozdziatow
dla przypadku ,jednowymiarowego” , takich jak granica ciggu, granica funkcji, ciggtosé, na
przypadek  wielowymiarowy”. A skoro i tak bedziemy uogolniaé, to rozszerzymy nieco dalej
swoje ,horyzonty” i wprowadzimy te pojecia dla sytuacji jeszcze ogdlniejszej. Mianowicie w
dowolnych przestrzeniach metrycznych.

1. Przestrzenie metryczne
¢ Odlegto$é pomiedzy punktami — metryka

Gdy wprowadzalismy we wczesniejszych rozdziatach pojecie granicy ciagu liczbowego oraz
zwigzane z tym pojecia takie jak granica funkcji, czy ciggtosé, widoczne byto, ze zasadnicza
role petnito tu cos$ co nazywaliSmy odlegloscig pomiedzy liczbami, majaca dla liczb x i y
wartos¢ réwna
|z —yl.

Wydaje si¢ wiec, ze moglibysmy bez wigkszych trudnosci uogélni¢ powyzsze pojecia na przy-
padki ciggdéw o wyrazach z innych zbioréow niz tylko R lub funkcji dziatajacych pomiedzy takimi
zbiorami, o ile potrafilibySmy w jaki$ sposéb mierzy¢ odlegtos¢é pomiedzy dwoma elementami
zbioréw.

Zacznijmy zatem od problemu mierzenia odleglosci. I tak jak to sie typowo czyni w ma-
tematyce, podejdziemy do tego w sposéb abstrakcyjny. Tzn. nie bedziemy na razie rozwazac
konkretnych zbioréw i sposobéw mierzenia w nich odlegtosci, lecz zatozymy, ze mamy pewien

zbior X oraz funkcje
p: X xX —[0;+00)

majaca pemié role odlegtosci (tzn. dla x,y € X odleglos¢ pomiedzy = a y ma by¢ rowna
p(x,y)) i sformutujemy minimalne warunki jakie funkcja ta powinna spelnia¢, aby mogta sie
do celu takiego nadawac¢. Taka abstrakcyjna odlegtos¢ nosi nazwe metryk:.

Definicja. p jest metrykg wtw

1) (niezdegenerowanie) \v/x,yEX (p(r,y) =0<=z=1y);

2) (symetria) Vo yex plz,y) = p(y, z);
3) (nieréwnosé trojkata) \v/m,y,zGX p(x,2) < p(z,y) + ply, 2).

Gdy p jest metryka, to pare (X, p) nazywamy przestrzeniq metryczng (czasem moéwimy
tak tez na sam zbiér X, gdy jasne jest jaka metryka w X zostata wybrana).

Mimo, iz takie abstrakcyjne pojecie odlegtosci dopuszcza rozmaite ,dziwne” przyktady, nie
zanadto zgodne z przyzwyczajeniami niektérych oséb do tego, co potocznie odlegloscig bywa
nazywane, okazuje sie, ze powyzsza definicja zawiera akurat te warunki, ktore wystarczaja do
sensownego uogodlnienia wspomnianych przez nas wczesniej poje¢. Tymi uogolnieniami zajmie-
my sie w dalszych podrozdziatach, teraz natomiast przyjrzyjmy sie kilku mniej lub bardziej
konkretnym metrykom.
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o Metryka euklidesowa w R?

Najwazniejszy dla nas w tym semestrze przyktad metryki to standardowo stosowana, znana
Paristwu ze szkoly, metryka euklidesowa w R? (znana przynajmniej dlad = 21 3). Dla z,y € R?
zadana jest ona wzorem

d

plw,y) = (Z(ka - ykf)é (VIIL1)

k=1

gdzie v = (z1,...,24), ¥y = (Y1,...,92) ¥ . W szczegdlnosci dla d = 1 otrzymujemy tu

wspomniang wezesniej odlegtosé p(z,y) = |z — y|.

Taka odlegto$¢ jest nam ,najblizsza”, bo wzér (VIII.1) opisuje zgodnie z twierdzeniem
Pitagorasa (uzytym d — 1 razy) po prostu ,zwykla” (tzn. wtasnie euklidesowy ...) dlugosé
odcinka (lub inaczej — dlugosé wektora) taczacego z i y. Inaczej méwiac zachodzi

p(r,y) = llz -y,

gdzie || || jest normq euklidesowa w R¢ (oznaczona na GAL—u jako || ||2) zadana wzorem

o = (Z :c) VIIL2)

I cho¢, jak Panstwo wiecie, jest wiele réznych norm zadanych w R?, ten symbol || || bedzie
na naszym wykladzie z Analizy Matematycznej na ogét (ale np. poza przyktadem nizej opisa-
nym) oznaczal wtagnie norme euklidesowa (niezaleznie od wartosci d). Pozostaje nam zatem
sprawdzié, ze p tu zdefiniowane jest metryka. Warunki 1) i 2) definicji sa w tym przypad-
ku oczywiste. Pozostaje do sprawdzenia 3). Ale na mocy wykazanej na GAL-u nieréwnosci
trojkata dla normy euklidesowej

pla,z) = |z =2 = lle =y +y =zl <llz =yl + lly = 2ll = p(z,y) + p(y, 2)

czyli 3) zachodzi. A zatem (R?, p) jest przestrzenia metryczng. Warto tez wspomnie¢, ze gdy
rozwazamy nie caly zbiér R?, ale dowolny D C R? i rozwazymy j := p|pxp, to p bedzie oczy-
wiscie metryka w D (méwimy wtedy, ze (D, p) jest podprzestrzenia metryczna!?®) przestrzeni
metrycznej (RY, p)).

¢ Metryka indukowana przez norme

Sytuacje opisana w przyktadzie 1 mozna uogélnié na dowolna przestrzen unormowanqg (X, || ||),
tzn. przestrzen liniowa X (nad cialem K = R lub C) z zadana norma || ||. Przypominam (znéw
z GAL—u) — funkcja || || : X — [0; +00) jest normg'®®)  wtw

i) (niezdegenerowanie) Vaex (lz|l =0 =2 =0),

122) Uwaga! Jak widaé stosujemy tu nieco inng notacje od tej stosowanej w semestrze zimowym na wykladzie
z GAL-u. R? nie oznacza teraz zbioru macierzy o 1 kolumnie i d-wierszach lecz po prostu iloczyn kartezjanski
R xR x --- xR, tj. d-,egzemplarzy” zbioru R. Elementy R? oznaczamy tu jedng litera (bez strzatki nad nia) i
na ogét dla x € RY oraz j € {1,...,d} symbol x; oznacza j-ta wspolrzedng x. R? bedziemy tez traktowaé jako
przestrzen liniowa (nad R, z naturalnymi dzialaniami ,,po wspélrzednych”) i jej elementy beda wektorami, co
nie zmieni sposobu naszej notacji.

123) Analogicznie konstrukcje metryki ograniczonej do podzbioru zbioru X mozna oczywiscie przeprowadzié
dla kazdej przestrzeni metrycznej (X, p).

124) Czasami stowa ,norma” (nad)uzywa si¢ takze w odniesieniu do funkcji, ktére moga osiagnaé¢ warto$é +oc.
Tak byto np. w rozdziale VII gdy okreslaliémy norme funkcji — dla funkcji f nieograniczonej zachodzito
I/l = +00. Przy takim rozszerzeniu pojecia normy podane tu warunki definicji wymagalyby jednak pewnej
modyfikacji (warunek 2)).

134 [VIIL.2]



T ax
Y
Rysunek 22. Metryka miejska Rysunek 23. Metryka kolejowa
i) (jednorodnosé) Vaex Vaex Azl = A - 1],
iii) (nieréwnos¢ trojkata) Vaex |z +yl < ||zl + |yl
A zatem mozemy okresli¢ p : X x X — [0; +00) wzorem
p(z,y) = |z -yl (VIIL.3)

i p tak zadane bedzie metryka w X: warunek 1) wynika z i), warunek 2) z ii) (dla A = —1)
a warunek 3) z iii) (tak jak w pow. przyktadzie z metryka euklidesowa). Mowimy wtedy, ze
metryka p jest indukowana przez norme || ||.

Np. gdy rozwazymy R? z norma || ||; zadana wzorem |z||; = |z1| 4 |x2| to otrzymamy
tzw. metryke miejskq, ktorej nazwa bierze si¢ stad, ze odlegltos¢ ,w niej” mierzona odpo-
wiada najkrotszej drodze pomiedzy punktami, ktéra trzeba przeby¢ poruszajac sie wytacznie
wzdtuz kierunkéw prostopadtych osi wspoétrzednych (patrz rys. 22), co odpowiada sieci ulic w
sdealnym” miedcie.

Inny przyktad metryki indukowanej przez norme, to metryka zadana wzorem (VIII.3) przez
norme ,supremum” || fllo = sup,eq|f(s)| z rozdzialu VI rozwazanag w przestrzeni [*°(.5)
ztozonej ze wszystkich funkcji f ograniczonych, f : S — R (ew. C), gdzie S jest pewnym
ustalonym zbiorem.

Istniejg jednak takze inne metryki, czasem dos¢ ,dziwne”, ktore nie pochodza od zadanej
normy.

o Metryka kolejowa

Rozwazmy plaszczyzne R? i ustalony jej punkt w — ,wezet kolejowy”. Odlegloéé pomiedzy
x a y liczona jest nastepujaco: jezeli oba punkty leza na tej samej potprostej o poczatku w
punkcie w, to p(z,y) jest dtugoscia (euklidesowa”) odcinka xy, w przeciwnym przypadku
p(z,y) jest suma dtugosci odcinkéw xw i wy. Odpowiada to drodze przebywanej przy uzyciu
sidealnej” promienistej sieci kolejowej z punktem weztowym w. Sprawdzenie, ze jest to metryka
pozostawiam Panstwu (patrz zad. 1).

¢ Metryka dyskretna
Niech X bedzie dowolnym zbiorem. Metryke dyskretng w X okreslamy wzorem

_J 1 gdyx#y

I tu dowdd (prosciutki), ze mamy do czynienia z metryka pozostaje dla Panstwa (patrz zadanie
2).
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2. Zbiory otwarte i domkniete. Zbieznos¢ ciggéow

Wprowadzone przez nas pojecie metryki pozwala na wyrédznienie dwoch podstawowych typow
zbiorow — zbioréw otwartych i domknietych. Zaczniemy jednak od czego$ bardziej geome-
trycznego...

¢ Kula

Niech p bedzie metryka w zbiorze X. Wzorujac si¢ na geometrycznej terminologii zaczerpnietej
z R3 okreslamy najpierw kule (otwarty) o $rodku a € X i promieniu r > 0 w X wzorem:

K(a,r) ={x € X : p(a,x) <r}.

¢ Zbiory otwarte, domkniete, ograniczone

Abstrakcyjne pojecie kuli pozwoli nam na okreslenie w sposob dos¢ chyba naturalny pojecia
otwartosci zbioru, a to z kolei, pozwoli nam zdefiniowa¢ domknietos¢.

Definicja. Zbiér U C X jest otwarty (w X) wiw Vyey yao K(z,7) C U. Zbiér F C X
jest domkniety (w X ) wtw X \ F jest otwarty.

Pojecie kuli pozwala tez méwi¢ o ograniczonosci zbioréw. Mianowicie B C X jest ograni-
czony wtw jest zawarty w pewnej kuli, tzn.

HGEX,TGRJF B C K(a, T).

Podkreslmy od razu, ze nie kazdy zbiér musi by¢ otwarty lub domkniety oraz ze otwartosé i
domknietosé nie wykluczajg sie wzajemnie. Np. X oraz () sg zaréwno otwarte jak i domkniete.

W przypadku znanej nam dobrze przestrzeni metrycznej R zbiorami otwartymi sa np.
wszystkie przedziaty otwarte, a domknietymi — wszystkie przedzialy domkniete, cho¢ istnie-
je wiele réznych zbioréw otwartych, czy domknietych nie bedacych przedziatami. Przedziaty
sotwarto-domkniete” nie sg (whrew nazwie) ani otwarte, ani domkniete. Kazda kula (otwarta)
jest w przestrzeni metrycznej zbiorem otwartym (patrz zad. 3). W kazdej przestrzeni metrycz-
nej zbior jednopunktowy jest domkniety (patrz zad. 3). W skrajnie ,dziwnej” przestrzeni
dyskretnej kazdy podzbiér jest jednoczesnie otwarty i domkniety (patrz zad. 2). Na szczescie
w bliskiej naszym sercom przestrzeni euklidesowej R? sytuacja jest catkiem odmienna.

Fakt 1. Jedynymi podzbiorami R®, ktére sq jednoczesnie otwarte i domknicte 2 sq 0 i R
126)

o Algebra zbioréw otwartych i domknietych

Obie klasy — zbioréw otwartych i domknietych maja wazne algebraiczne (w znaczeniu dziatan
na zbiorach) wtasnosci.

Fakt 2. Suma dowolnej rodziny i przeciecie skonczonej rodziny zbiorow otwartych jest zbiorem
otwartym. Suma skonczonej rodziny i przeciecie dowolnej rodziny zbiorow domknietych jest
zbiorem domknietym.

125) W sensie metryki euklidesowej — taki wybér uznajemy za umowny w tym i dalszych rozdziatach i nie

bedziemy o tym przypominaé. Wszelkie odstepstwa od tej umowy beda wyraznie zaznaczane.
126) Przestrzenie metryczne o tej wlasnosci co opisana tu wlasnoéé R¢ nosza nazwe spdjnych.
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Dowdéd.
Niech U; C X, U; — otwarte dla wszystkich ¢ € I, gdzie I — pewien zbiér indekséw. A zatem
gdy © € Ui Ui, to x € Uy, dla pewnego i, € I, wiec K(x,r) C U, C U;e; U; dla pewnego
r >0 — stad U;e; Ui — otwarty.
Gdy z € Nier Ui, to dla wszystkich i € I mamy: z € U;, a zatem K (x,r;) C U; dla pewnego
r; > 0. Skoro I — skonficzony, to r := min{r; : i € I} > 0. Jednoczesnie K (z,r) C K(x,r;) C U,
dla kazdego i, skad K (x,r) C Nier Ui, co dowodzi otwartosci zbioru N,y U;. Teza dla zbioréw
domknietych wynika teraz natychmiast ze wzoréw de Morgana. O]
W szczegdlnosci zatem dowolny zbiér skoniczony jest domkniety (w kazdej przestrzeni me-
trycznej) jako skonczona suma zbioréw jednopunktowych.
Warto jeszcze wspomnied, ze w matematyce rozwaza sie takze ogdlniejsze przestrzenie niz przestrzenie metryczne,
mianowicie preestrzenie topologiczne. Tam pojeciem ,pierwotnym” jest wlasnie rodzina zbioréw otwartych (zwana

topologia), a powyzszy fakt (w czeéci dot. zbioréw otwartych) zawiera podstawowe dwa aksjomaty dotyczace tej
rodziny.

¢ Granica w przestrzeni metrycznej

Tak jak juz zapowiadaliSmy w przestrzeniach metrycznych mozna zdefiniowa¢ pojecie granicy
ciggu:
Definicja. Cigg {z,}n>n, elementow X jest zbiezny do g € X wtw

ve>0 3N}ng vn>N p(-an,g) < €.

Jak wiec widaé¢ uogdlnienie tego pojecia z przypadku ciggdéw liczbowych polega po prostu na
zastapieniu napisu |z, — ¢g|” napisem ,p(z,,g)”. Podobnie jak byto to dla ciagéw liczbowych
bedziemy uzywali wymiennie symboli x,, — ¢ oraz nggloo Tn = g1 g bedziemy nazywali granicg
ciagu {zy, }nzn,. Podkredlmy, ze rozwazamy tu tylko g € X, nie mamy bowiem ogdlnie rzecz
biorac zadnych odpowiednikow 400 i —oo. Tak jak wczedniej, ciag zbieiny oznacza zbiezny do
pewnego g € X.

¢ Sprowadzanie do ciggdéw liczbowych

Latwo zauwazy¢, ze zachodzi
T, — g wtw p(,,g9) — 0 (VIIL.4)

Fakt ten pozwala wiec sprowadzi¢ badanie zbieznosci w przestrzeni metrycznej X do badania
zbieznodci zwyktego ciagu liczbowego {p(x,,g)} (o ile wiemy, jaka miataby by¢ ewent. granica
g). Jednak w najwazniejszym dla nas przypadku — przestrzeni euklidesowej sprawa jest jeszcze
prostsza. Uméwmy si¢ najpierw co do notacji: gdy rozwazamy ciag {z}n>n, 0 Wyrazach w
R?, to (z,,); bedzie oznaczaé j—ta wspolrzedna punktu x,, czyli z, = ((zn)1, ..., (Tn)d)
Fakt 3. Zbieinosé w R? jest zbieinodciq ,po wspélrzednych”, tzn. x, — g wtw dla kazdego
j=1,...,d zachodzi

(zn)j — g5
Dowéd.
Mamy |z, — g|| > |(zn); — gj| > 0 wiec ,=" wynika z twierdzenie o 3 ciagach iz (VIIL.4). Z
drugiej strony (VIIL4) daje tez <=, gdyz |z, — g]| = (X9, ((2n); — g;)?)?. O
Przyklad.

(;, V2, /n) — (0,1,1).
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¢ Jedynosé granicy

Po tych wstepnych rozwazaniach warto chyba zadac¢ nastepujace pytanie zwigzane z definicja
zbieznosci:

Po co zakladalismy, ze metryka p musi spelniac az tyle warunkow, skoro przy
definicji zbieznosci nie odegraty one zZadnej roli?

Oto6z przy samej definicji moze nie odegraly, ale aby ta definicja spelniata nasze naturalne
oczekiwania, granica (o ile istnieje) powinna by¢ wyznaczona jednoznacznie.

Fakt 4. Cigg zbiezny w przestrzeni metrycznej ma tylko jedng granice.

Dowdéd.
Zatézmy, ze x, — g ix, — ¢'. Zatem na mocy warunkéw 2) i 3) definicji metryki oraz (VIII.4)
maimy

0<p(9:9") < plg,@n) + p(n, ') = p(wn, 9) + p(wn, ') — 0

skad p(g,¢’) = 0 na mocy twierdzenia o trzech ciagach. Czyli dzieki warunkowi 1) definicji
metryki g = ¢'. O

Zauwazmy, ze w powyzszym dowodzie zostaly uzyte wszystkie trzy warunki z definicji
metryki!

¢ O domknietosci — inaczej

Okazuje sie, ze pojecie zbieznosci ciggdéw moze postuzy¢ do sformutowania tzw. ,ciggowej de-
finicji” domknietosci zbioru — odzwierciedlajacej chyba lepiej niz definicja pierwotna zwigzek
z nazwg ,domkniety”.

Fakt 5. Zbior I C X jest domknicty wtw dla dowolnego ciggu {xp}n>n, 0 wyrazach w F,
jezeli x € X 1 zachodzi x, — x, to x € F'. B.D.

Dowdd tego faktu pozostawiam jako zadanie dla Panstwa (zad. 9). Oznacza on, ze do-
mknietos¢ zbioru to ,mozliwo$é¢ przechodzenia do granicy z przynaleznoscig do tego zbioru”.

o Twierdzenia Bolzano—Weierstrassa i o zupelnosci w wersji dla R?

Przyjete przez nas bardzo ogdlne warunki z definicji metryki pozwolity co prawda wykazaé
jednoznacznos¢ granicy, ale nie pozwalajg ogodlnie uzyska¢ bardzo wielu analogow twierdzen
znanych nam z teorii ciggow liczbowych. Na szczescie jednak spora ich czesé jest prawdziwa

w przestrzeniach euklidesowych RY. Oto dwa z nich.

127w R? posiada

Twierdzenie VIII.1 (Bolzano—Weierstrassa). Kazdy cigg ograniczony
podcigg zbieziny.

Dowéd.

Jezeli {xy, }n>n, jest ograniczony, to oczywiscie kazdy z ciagéw {(zy);}nzn, dlaj =1,...,d jest
takze ograniczony. Dzieki tw. Bolzano-Weierstrassa dla ciagéw liczbowych znajdziemy zatem
taki $cile rosnacy ciag indeksow {k(V}, ze (z,m)1 — g1 dla pewnego g; € R. Znalezlismy
wiec podciag ciagu {z,}, ktory jest ,zbiezny na pierwszej wspOlrzednej”. Mozemy postgpic¢
analogicznie, wybierajac podciag tego znalezionego juz podciggu ,zbiezny na drugiej wspot-
rzednej” 28 i nie stracimy przy tym zbieznoséci na wspotrzednej 1-szej. Jednoczesnie podciag
podciggu jest tez podciggiem, zatem kontynuujac to postepowanie, po d krokach uzyskamy
podciag zbiezny na kazdej wspotrzednej, a wiec zbiezny na mocy faktu 3. O]

127) Ciag o wyrazach w przestrzeni metrycznej jest ograniczony wtw zbiér jego wyrazéw jest ograniczony.

128) Pogzostawiam Czytelnikom sformulowanie pojecia ,zbieznoéci na j-tej wspolrzednej”.
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Z drugiej strony, w dowolnej przestrzeni metrycznej ciag zbiezny musi by¢ ograniczony
(patrz zad. 7).

Twierdzenie VIIL.2 (o zupelnosci). Cigg {z, }nsn, 0 wyrazach w R? jest zbieiny wtw

ve>0 3N}no vm,n}]\f p(l"m,ﬂfn) < € 129) .

Dowodd pominiemy, gdyz jest on niemal identyczny z dowodem tego twierdzenia dla przy-
padku skalarnego (tw. I1.7). Warto tylko zauwazy¢, ze prostsza implikacja, tj. ,=" zachodzi
nie tylko w R?, ale w dowolnej przestrzeni metryczne;j.

o Zwartosé

Zdefiniujemy jeszcze tzw. zbiory zwarte. W przypadku podzbioréw RY zbiér jest zwarty wtw jest
domkniety i ograniczony. Ogdlnie definicja jest inna (patrz przypis nizej). Z faktu 5 i twier-
dzenia VIII.1 otrzymujemy nastepujacy wynik.

Whiosek. Jezeli K C R? jest zwarty, to kazdy cigg o wyrazach w K posiada podcigg zbieiny
do granicy z K 130

Co wiecej nietrudno réwniez wykazaé¢ implikacje przeciwna (patrz zad. 10).

Przyktadem zbioru zwartego jest kazdy przedziat domkniety w R. Zbiorami, ktére mozna
uzna¢ za wielowymiarowe analogi przedzialéow domknietych sa ,kostki domkniete”, czyli {z €
R? . ijlmd a; < z; < b}, gdzie ay,...,a4,b1...,b4 € R oraz  kule domkniete”, czyli
{z eR?: |la—z| < r}, gdzie a € R?, r € [0;4+00). Jedne i drugie sa zbiorami zwartymi.

3. Granica i cigglo$¢ funkcji wielu zmiennych
¢ Granica i cigglosé funkcji w przestrzeniach metrycznych

Obecnie zajmiemy sie gléwnie granica i ciaglodcig funkeji okreslonych w D C R¥ o wartogciach
w R!. Poniewaz jednak zaréwno definicje, jak i czes¢ wynikéw dajg sie sformutowaé ogdlnie —
dla przestrzeni metrycznych, zatem zalézmy, ze mamy dwie przestrzenie metryczne (X, px),
(Y, py), podzbiér D C X oraz funkcje f : D — Y. Ponizsza definicja jest przeniesieniem na
bardziej abstrakcyjny grunt znanych Panstwu definicji z rodziatu IV. Jest to wiec zarazem
uogodlnienie jak i przypomnienie.

Definicja.

e Punkta € X jest punktem skupienia zbioru D (przypominam skrot ,p. s.”) wtw istnieje
ciqg {Tn}nzn, elementow zbioru D\ {a} taki, Ze x, — a.

e Niech a — p. s. D oraz miech g € Y. Wowczas glcl_r{(lz f(z) =g, czyli g jest granica f w
punkcie a wtw dla dowolnego ciggu {Ty}nsn, elementéw D\ {a} takiego, Ze x, — a
(w sensie px ) zachodzi f(x,) — g (w sensie py ).

e Niech a € D. Funkcja f jest ciggta w (punkcie) a wtw dla dowolnego ciggu {xn }n>n,
elementéw D takiego, ze x, —oa B zachodzi f(x,) — f(a).
X Y

129) Jak nietrudno sie domysli¢ warunek ten stanowi definicje ciggu Cauchy’ego w dowolnej przestrzeni me-
trycznej. Jednoczeénie te przestrzenie metryczne, w ktérych zbiezno$é jest réwnowazna warunkowi Cauchy’ego,
tak jak w tw. VIII.2, nazywane sg przestrzeniami zupelnymi.

130) Teza tego wyniku stanowi jednoczesnie definicje zwartosci w przypadku ogdlnym.

131) Zamiast pisaé, ze chodzi o zbieznosé w sensie metryki p, w przypadku gdyby mogla powstaé ewentualnie
niejasno$¢ o jaka chodzi metryke, bedziemy czasem pisaé ,,7” zamiast samej strzatki ,—7.
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e Funkcja f jest ciagta wtw jest ciggla w kazdym a € D.

Podane tu definicje granicy i ciagtosci w punkcie to tzw. wersje Heinego. Podobnie jak dla
przypadku skalarnego réwnowazne im sa odpowiednie wersje Cauchy’ego. Np. dla ciagtosci w
punkcie a ma ona postac:

ve>0 El5>o \v/acED (px(w,a) < d = py(f(x), f(a)) <e).

Roéwniez zwiazek ciaglosci z granicg jest analogiczny jak w przypadku skalarnym, tzn. gdy
a € Diajest p.s. D, to f jest ciggla wa wtw

lim /(x) = f(a).

¢ Granice iterowane

W przypadku funkcji okreélonych na podzbiorach R? mozna oprécz ,zwyklej” (zdefiniowanej
w tym podrozdziale) granicy funkcji rozwazaé takze tzw. granice iterowane. Np. dla funkcji
dwdéch zmiennych beda to granice nastepujace

lim lim f(xy,22) oraz lim lim f(z1,2)
1

To—a2 T1—a T1—a1 T2—a2

(o ile maja one sens i istnieja). Nalezy tu podkresli¢, ze zwiazki pomiedzy istnieniem (tez
wartoscia) dla poszczegdlnych granic iterowanych oraz dla ,zwyklej” granicy f w a = (ay, as)
(mozna ja zapisa¢ symbolem lim(z, ,)—(a1,02) f (%1, 72)) sa bardzo luzne — patrz zadania 13 i
14.

o Najprostsze funkcje ciggle wielu zmiennych

Oczywiscie funkcje state sa zawsze cigglte. W przypadku funkeji wielu zmiennych wazny przy-
ktad funkcji cigglych to funkcje ,wspotrzedne”, tzn. x; : R? - R dlaj=1,...,d zadane dla
r € R? wzorem

x;(7) = x;

(ich ciagtosé wynika np. z faktu 3 str. 137).

o Algebraiczne operacje na funkcjach cigglych

Aby moéc w praktyce sprawdzaé ciagltosé rozmaitych funkeji, z ktérymi bedziemy mieli do czy-
nienia, bez koniecznosci kazdorazowego odwotywania si¢ do definicji ciggtosci, wygodnie bedzie
nam uzywac¢ ponizszych dwoch faktéow. Pierwszy z nich dotyczy funkcji pomiedzy dowolnymi
przestrzeniami metrycznymi i jest natychmiastowa konsekwencja definicji (Heinego).

Fakt 1. Zlozenie funkcyi cigglych jest funkcjq cigglq.

Zanim sformutujemy kolejny wynik przyjmijmy nastepujace oznaczenie dotyczace funkcji
o wartosciach w R%. Jezeli f: X — R? to dla j = 1,...,d przez f; bedziemy oznaczaé¢ ,j-ta
funkcje wspotrzedng” funkcji f, tj. funkcje z X w R zadang dla x € X wzorem

fi(z) = (f(2));,

a zatem f(z) = (fi(2), . fulx)).

Fakt 2.

(i) Funkcja f: X — R? jest ciggla wtw dla kaidego j = 1,...,d funkcja f; jest ciggla.
(ii) Suma, réznica, iloczyn, iloraz"®? funkcji cigglych o wartosciach rzeczywistych jest funkcig

ciggla.

132) Oczywiscie przy zalozeniu, ze iloraz ten ma sens, tzn., ze nie wystepuje ,dzielenie przez 0”.
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Dowdéd.
Czesé (i) wynika natychmiast z faktu 3 str. 137, a cze$¢ (ii) z twierdzenia o rachunkowych
wlasnodciach granicy (dla ciaggdéw liczbowych — tw. I1.1). O]

Przyktad. Funkcja f : R® — R* zadana wzorem
F(2) = (@122 + 23, (|| + 1))

jest ciagta. Mamy bowiem f; = x; - X9 + X3, fo = expo((x2 — x3) - (g0 x7)), gdzie g : R - R
zadana jest wzorem ¢(t) = In(|t|+1), czyli ciagto$¢ f wynika z faktu 1 i faktu 2 oraz z ciaglosci
funkcji exp, ¢ i x;.

Oczywiste jest tez, ze obciecie funkeji ciggtej do podzbioru jej dziedziny jest funkcja ciagta.

o Otwartos$é/domknietosé zbioréw a ciaglosé funkcji

Okazuje sie, ze ciaglo$é jest bardzo blisko zwiazana z pojeciem otwartosci (takze domknie-
tosci) zbioréw. Mianowicie dla funkcji okreslonych na przestrzeni metrycznej ciagtosé ozna-
cza doktadnie zachowywanie otwartosci (rownowaznie — domknietosci) zbioréw przy braniu
przeciwobrazow zbioréw. Przypomnijmy tu, ze dla f : D — Y przeciwobraz zbioru A C Y
wzgledem funkcji f oznaczany jest przez f~'(A) (uwaga! nie nalezy tego myli¢ z analogicz-
nie oznaczanym obrazem A wzgledem funkcji odwrotnej do f, ktéra moze nawet w ogdle nie
istnie¢...) oraz

fHA) ={zeD: f(x) € A}.

Twierdzenie VIIL.3. Dla funkcji f : D — Y nastepujoce warunki sq rownowazne:
(i) f jest ciggla;
(ii) dla dowolnego zbioru otwartego U w'Y istnieje zbiér otwarty V- w X taki, ze f~(U) =
DNV;
(iii) dla dowolnego zbioru domknigctego F w Y istnieje zbior domkniety H w X taki, Ze
fTHF)=DnH

Nie bedziemy tu dowodzié¢ implikacji (ii) = (i) ani (iii) = (i). Ograniczymy si¢ do dowodu
(i) = (ii) skad (i) = (iii) wynika natychmiast ze wzoréw de Morgana oraz zachowania dziatan
na zbiorach przy braniu przeciwobrazu wzgledem funkcji.
Dowéd ((i) = (ii)).
Zakladamy, ze f — ciggla i niech U — otwarty w Y. Dla dowolnego z € f~}(U) C D mamy
f(z) € U zatem wybierzmy €, > 0 taki, ze

K(f(x),e,) CU.

Stad korzystajac z cigglosci f w x wybierzmy takie &, > 0, ze dla dowolnego z’ € D jezeli
px(x,2") < 0., to f(2') € U. Powyzsze oznacza doktadnie, ze

K(z,0,)NnD C f(U). (VIIL5)
Niech zatem

V= J K(zd,)

zef~1(U)

133) Zbiory postaci DNV i DN H gdzie V — otwarty w X, H — domkniety w X, to dokladnie wszystkie
zbiory otwarte lub — odpowiednio — domkniete w przestrzeni metrycznej D z metryka px ograniczong do D.
A zatem w punkcie (ii) mozna po prostu méwié o otwartosci f~1(U) w D a w (iii) o domknietosci f~1(F) w
D.
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— jest to zbior otwarty w X jako suma kul otwartych. Ponadto mamy f~*(U) C V N D, bo
dla kazdego x € f~1(U) oczywiscie x € K(z,6,). Z drugiej strony na mocy (VIIL5) mamy tez

VvnD= |J (K(z,6)nD)cC f(U).
zef~1(U)

Whniosek. Niech f: D —Y bedzie funkcjq ciggle. Wowczas
a) jesli D jest otwarty w X oraz U otwarty wY, to f~1(U) jest otwarty w X;
b) jezeli D jest domkniety w X oraz F domknicty wY , to f~1(F) jest domknicty w X .

Dowéd.
Wynika to natychmiast z tw. VIII.1 oraz z tego, ze przecigcie dwoch zbiorow otwartych (do-
mknietych) jest zbiorem otwartym (domknietym). O

Powyzszy wniosek przydaje sie czesto jako szybki sposob dowodzenia otwartosci lub do-
mknietosci zbioréw zadanych przy pomocy pewnych réwnosci badz nieréwnosci.
Przyktad. Zbior A; = {x € R?\ {(0,1)} : 22 < z} jest otwarty (w R?) poniewaz A; =
Y U) dla f: D — R, gdzie D =R2?\ {(0,1)}, f(z) =2 — 29, U = (—00;0).

Zbior Ay = {z € R* : 2y > 012} — 23 = T} jest domkniety (w R?) poniewaz Ay =
Y F)Ng Y E), gdzie f,g:R?* = R, f(z) =21, g(x) = 22 — 22, F}| :=[0;+0), F, = {7}.

¢ Osigganie kres6w na zbiorach zwartych

Jednym z waznych zadan, ktorymi sie wkrotce zajmiemy bedzie znajdowanie kreséw funkcji
wielu zmiennych (bedzie to tez jeden z celéw rachunku rézniczkowego wielu zmiennych, kté-
ry jest tematem nastepnego rozdzialu). Podobnie jak bylo to w przypadku jednej zmiennej,
zadanie takie jest stosunkowo tatwe, gdy funkcja swoj kres osiaga. Stad niezwykle wazng role
pelni nastepujace uogolnienie twierdzenia IV.10.

Twierdzenie VIII.4 (Weierstrassa, o osigganiu kreséw). Jezeli K C RY jest niepustym
zbiorem zwartym oraz f 1 K — R jest ciggla, to f osigga swoje kresy, tzn. istniejg m, M € K
takie, ze f(m) = inf ex f(x) oraz f(M) = sup,ex f(z). W szczegdlnosci f jest ograniczona.
Dowéd.

Dowdd ten jest analogiczny do dowodu tw. IV.10 — bierzemy z,, € K takie, ze f(z,) —
inf,cx f(7) i korzystajac z wniosku ze strony 139 3% wybieramy podciag {2} ciagu {z,}
taki, ze 2/, — m dla pewnego m € K mamy zatem f(z!) — f(m) z ciagtosci f, a jednoczesnie
f(z!) — infrex f(x) skad f(m) = inf,ecx f(x). Analogicznie postepujemy dla sup. O

n

¢ Ekstrema lokalne

Na zakonczenie tego rozdziatu sformutujmy definicje ekstremow lokalnych, czyli punktéw osiag-
gania ,lokalnych kreséw”, dla funkcji skalarnej f okreslonej na podzbiorze D przestrzeni me-
trycznej X.

Definicja. Funkcja f : D — R posiada w a € D maksimum (minimum) lokalne wtw

Frs0 Vaekamnn (@) < fla)  (f(z) > [(a)).

Jest to zatem catkiem naturalne uogolnienie pojecia, ktére znaliSmy dla funkeji zmien-
nej rzeczywistej. Badanie ekstremoéw lokalnych bedzie jednym z naszych gltéownych celow w
nastepnym rozdziale.

134) Jak widaé z tego dowodu twierdzenie to mozna uogélnié na funkcje ciagle okreslone na zbiorach zwartych
w dowolnych przestrzeniach metrycznych — patrz przypis do przywolanego tu wniosku.
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Zadania do Rozdzialu VIII

\v/ 135) 1.

Vv 2.

<
J

10.

11.

Y 136)19.

Wykaz, ze okreslona w przyktadzie 3 ze strony 135 metryka kolejowa spetnia warunki
metryki. Naszkicuj kule o srodku a i promieniu 1 w przypadku gdy a) a = w ; b) a # w.

Wykaz, ze okreslona w przyktadzie 4 ze strony 135 metryka dyskretna spelia warunki
metryki. Opisz K (a,r) w przestrzeni metrycznej z ta metryka w zaleznosci od r. Wykaz,
ze kazdy podzbior jest w tej przestrzeni metrycznej otwarty i domkniety zarazem.

. Wykaz, ze w dowolnej przestrzeni metrycznej kazda kula otwarta o promieniu r > 0 jest

zbiorem otwartym, a kazdy zbior jednopunktowy zbiorem domknietym.

Wykaz, ze podzbiér U przestrzeni metrycznej jest otwarty wtw U jest suma pewnej
rodziny kul otwartych w tej przestrzeni.

. Zmajdz przyktad pokazujacy, ze a) suma dowolnej rodziny zbioréw domknietych nie musi

by¢ zbiorem domknietym; b) przeciecie dowolnej rodziny zbior6w otwartych nie musi by¢
zbiorem otwartym.

Przy uzyciu wzor6w de Morgana (dla rachunku zbioréw) uzupelnij szczegétami dowod
drugiej czesci faktu 2 ze strony 136.

. Wykaz, ze w przestrzeni metrycznej kazdy ciag zbiezny jest ograniczony.

. Zbadaj zbieznos¢ (i ew. znajdz granice) ciggu o wyrazach (3/nl0 + 77 — 67 (1—%)(”2)) €

R? w nastepujacych przestrzeniach metrycznych

(a) R? (czyli zwyklej R?”) czyli R? z metryka euklidesowa);
(b) R? z metryka miejska;
(c) R? z metryka kolejowa z weztem w = (0, 0);
(d) R? z metryka kolejowa z weztem w = (7,0);
)

(e) R? z metryka dyskretna.

. Wykaz fakt 5 ze str. 138, tzn. réwnowaznos¢ definicji domknietosci i ,ciagowej definicji”

domknietosci.

Wykaz, ze jezeli K C R? jest taki, ze kazdy ciagg o wyrazach w K posiada podciag
zbiezny do elementu z K, to K jest domkniety i ograniczony (a wiec zwarty).

Niech X bedzie przestrzenig metryczng z metryka p i niech a € X. Okre$lmy g : X — R
wzorem g(x) = p(a,x). Czy g musi by¢ ciagla?

Znajdz wszystkie punkty skupienia ponizszych zbiorow w R%:

(a) {r € R?: zy, 79 € Q};

(b) {zx e R? : xy € Z};

{z e R :af+ 23+ a3 <1}
(d) {x e R : 2? + 23 + 23 > 1};

(e) {(%, ¢/n, ¥/n!) € R®:n c N}.

n?

135) Jako domowe.

136)

Przynajmniej 2 przyktady.
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13. Wykaz, ze jezeli a € R?, D C R? i istnieje r > 0 takie, ze K(a,r) \ {a} C D oraz
f:D — Rilimf(z) = ¢, dla x; d.b. a; istnieje lim f(zq,x2) oraz dla xs d.b. as
T—a To—ao

istnieje lim f(z1,z9), to
T1—a1

lim lim f(z1,22) = lim lim f(z1,29) = c.

T2—a2 r1—ai T1—al r2—a2

V 14, Zbadaj istnienie i ew. warto$¢ granicy oraz obu granic iterowanych funkcji f w punkcie
(0,0) dla ponizszych przyktadéow f: R? — R
siz2. dla x # (0,0)
— { @i+a3 ’
(a) f(x) { 0 dla = = (0,0);
(b) f(x) = x1 - D(x9), gdzie D oznacza funkcje Dirichleta.

V1375, Wyjasnij szczegdtowo w oparciu o odpowiednie fakty z wyktadu, dlaczego funkcje zadane
ponizszymi wzorami sa ciagle:

(@) (108342 (a3 +2), (a3 + DIED)), o e R
xﬂﬂg
(b> (xl + T2+ T3, %1 - T SL’3,$§ ? )7 logxl(xQ + .I’g), 0)7 S (17 +OO>3

YV 138) 16, Zbadaj ciaglosé funkcji f : R? — R zadanej wzorem

R e

gdy w(z) dla z # 0 zadane jest wzorem

2.2

(@) Fpteree 4=2
(b T123+22%3 d = 3;

212129
i+ +a3

dr =9,

4 2
f D

)
(©) ooy, d=2;
)

320, 2.2
TITHTI T

17. Wykaz, ze kazda funkcja f : X — Y jest ciagla, gdy w X rozwazamy metryke dyskretna.

V13918, Dla kazdego z ponizszych podzbioréw RY rozstrzygnij czy jest on domkniety, otwarty,

ograniczony, zwarty (w dwdch pierwszych sprawach uzyj najlepiej wniosku ze strony 142
oraz faktu 1 ze strony 136)

(a) {z € R? 1 2y > 13},
(b) {z € R?: 2z, +3 > el o2}

2
C {:B € RQ : €(m1+$2) =In m},
1 2

)
()
(d) {z € R3 :sin(sin(cos(z - 12))) = sin(sin(zy + z2)) - T9; 71 > —1, 19 < 1};
<e> {LL’ < RQ \ {(07 1)7 (17 0)} : (11711)2+z§ < (m2711)2+z§7 T < x2}~

V 19. Niech A = {(z,y) e R? : x #£ 0,y = i} Udowodnij, ze A jest domkniety korzystajac
z ciagowej definicji” domknietosci (fakt 5 str. 138). Wyjasnij dlaczego nie mozna tu w
sposob bezposredni wykorzysta¢ wniosku ze str. 142.

137) Przynajmniej 1 przyklad.

138) Przynajmniej 2 przyktady, w tym c).
139) Przynajmniej 2 przyktady.
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IX Rachunek rézniczkowy funkcji wielu zmiennych

[okolo 5 wykladdw]

W tym rozdziale zobaczymy, w jaki sposoéb mozna uogdélni¢ pojecie pochodnej funkcji jed-
nej zmiennej o wartosciach rzeczywistych na przypadek funkcji wielu zmiennych o wartosciach
wektorowych, tzn. funkcji z D C R™ w R¥. Sporo uwagi poswiecimy funkcjom skalarnym (t].
k = 1) — a szczegdlnie problemom zwigzanym ze znajdowaniem ich ekstreméw. Whrew tytu-
towi rozdziatu zaczniemy jednak od sytuacji niejako przeciwnej, mianowicie od funkcji jednej
zmiennej (m = 1) ale o wartosciach wektorowych (k > 1).

1. Funkcje wektorowe 1—nej zmiennej
o Motywacje fizyczne

Funkcje zmiennej rzeczywistej o wartosciach wektorowych to obiekty, z ktérymi miewamy do
czynienia bardzo czesto w réznych zastosowaniach matematyki — szczegélnie w fizyce. Wow-
czas zmienna to najczesciej czas ,t”, a wartoscig funkcji moze by¢ np. potozenie poruszajacego
si¢ punktu w przestrzeni — wtedy f(t) € R%, gdzie d = 3 (ewentualnie tez 2 lub 1, gdy chodzi
o ruch ,plaski” lub na prostej). Gdy bedziemy chcieli opisa¢ ruch nie jednego, ale n punktow,
wartoéci funkcji beda juz wektorami z R™9.

o Przedstawienia graficzne, krzywe

W przypadku, gdy dziedzina f jest przedzial domkniety [a;b] i f jest ciagla, funkcja taka
bywa czesto nazywana krzywg. Jednak nie nalezy mylié obrazu f([a;b]) funkeji f, ktory tez
potocznie bywa nazywany ,krzywa”, z sama funkcje f, ktora jest oczywiscie czyms$ wiecej —
dwie rézne funkcje (krzywe) moga mie¢ ten sam obraz. Jak wiec wyobraza¢ sobie taka funkcje?
Gdy d = 2, mozna ewentualnie postugiwaé si¢ wykresem (patrz rysunek 24).

Rysunek 24. Wykres krzywej (linia ciggta) i jej obraz (linia przerywana).

Inny, nieco prostszy sposéb, to traktowanie f jako ,ruchu wzdluz jej obrazu” (patrz rysunek
25).

¢ Pochodna funkcji wektorowej

Uogolnienie pojecia pochodnej na tego typu funkcje jest sprawa bardzo prosta. Niech f: D —
R* czyli f(z) = (fi(x),..., fr(x)), gdzie wszystkie funkcje wspohrzedne f; : D — R to juz
dobrze nam znane funkcje skalarne jednej zmiennej oraz niech a € D C R. Wéwcezas, jak
tatwo si¢ domysli¢, f jest rézniczkowalna w a wtw kazda ze wspotrzednych funkcji f; jest
rozniczkowalna w a i gdy tak jest, to pochodng f w punkcie a nazywamy wektor

(fila), ..., fi(a)),
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2(a) §

Rysunek 25. Sama krzywa mozna so-
bie wyobraza¢ takze jako poruszanie
sie wzdhuz jej obrazu. Rysunek 26. Wektor styczny f'(a) i prosta styczna .

fila) / ~—

ktory oznaczamy f'(a), czyli tak samo jak w przypadku funkcji skalarnych. Inne oznaczenia

to tradycyjne %(a) oraz f(a) (to ostatnie szczegdlnie czesto uzywane jest w sytuacjach fi-

zycznych, gdy zmienna ma interpretacje czasu). A wiec pochodna w punkcie jest wektorem z
R*.

¢ Interpretacja geometryczno—fizyczna i prosta styczna

Tak rozumiana pochodna ma swoj dobrze chyba znany sens geometryczno-fizyczny. Mianowicie
po ,zaczepieniu” wektora f’(a) w punkcie f(a) uzyskamy punkt lezacy na tzw. prostej stycznej
do trajektorii — czyli do obrazu f — w punkcie f(a). Wszystkie wektory postaci Af'(a), gdzie
A € R to wktory styczne (w tym sam f'(a)). Ponadto dtugos$é tego wektora, czyli || f'(a)| to
skalarna predko$é poruszania sie wzdtuz trajektorii (czyli ta warto$é, ktéra odezytujemy na
liczniku, gdy poruszamy si¢ np. autem i f(¢) oznacza np. nasze polozenie w chwili ¢). Sam
wektor f'(a) to tzw. wektor predkosci”. A zatem, jesli tylko f’(a) # 0, to | — prosta styczna
wspomniana wyzej jest zbiorem punktéw zadanym nastepujaco:

l={f(a) +tf'(a) e R*: t € R}.

o Klopoty z analogiami...

Mozna oczywiscie pytac¢ o to jakie twierdzenia dotyczace pochodnej przenoszg si¢ z przypadku
skalarnego na przypadek wektorowy. Zauwazmy jednak, ze bardzo wiele wtasnosci znanych
nam dla funkcji skalarnych po prostu nie ma sensu w przypadku k£ > 1. Tak np. jest z mo-
notonicznoscig, czy z pojeciem ekstremum lokalnego. Ale czy jest np. prawdziwe twierdzenie
Lagrange’a o wartosci sredniej w wersji ,wektorowej” (tu zaréwno zalozenia, jak i teza maja
sens)? Mogliby$my odpowiedniego punktu ,posredniego” ¢ szukaé osobno dla kazdej sposrod
funkcji wspotrzednych f;. Do nich przeciez twierdzenie Lagrange’a stosuje sig, jako ze sg one
skalarne. Jednak nie ma zadnego powodu by to ¢ byto takie samo dla wszystkich j ... Nie
powinno wiec dziwié¢, ze na to pytanie odpowiedz jest negatywna (cho¢ nie byt to dowdd,
jednak odpowiedni przyktad nietrudno znalezé — patrz zad. 2).

¢ Oszacowanie zamiast rownosci

Na szczescie, mozna udowodni¢ rozmaite ,namiastki” tw. Lagrange’a, ktore pozwalaja uzy-
skiwa¢ rézne oszacowania dotyczace przyrostu funkcji na podstawie oszacowan ,wielkosci”
pochodnej. Oto jedna z nich.
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Fakt. Jezeli f : [a;b] — RF jest klasy C* 40 | to

1F(b) = fla)l] < /[a;b]llf’(t)\ldt < (b—a)- sup [|f' ()]

te(a;b]

Aby to udowodnié¢ postuzmy sie lematem. Najpierw oznaczenie: dla ¢ : [a; b] — R* takiej,
ze p; € N dla wszystkich j = 1,..., k przyjmujemy

[ oewdt=([ et [ eilt)dn).
[a;0] [a;0] [as0]
Lemat. Dia ¢ j.w. zachodzi

Dt < [ (bt
I, o0t < [ lle)]

B.D.

Dowdd (faktu).
Na mocy twierdzenia VIL4 mamy f;(b) — fj(a) = [,y fj(t)dt dla j =1,...,m, skad

F0) = fla)= [ 7't

a zatem pierwsza nierownos¢ wynika z lematu, a druga z wlasnosci ,monotonicznosci” catki
Riemanna. O

Zauwazmy, ze pierwsza nierOwnosé¢ z powyzszego faktu ma bardzo dobrze zrozumiaty sens
fizyczny. Catka [,)[|f'(¢)||dt to bowiem po prostu ,dtugos¢ trasy” przebytej przez punkt poru-
szajacy sie w sposéb opisany funkcja f (,droga = predkosé »skalarna«- czas”, gdy ta predkosé
skalarna jest stala, ogélnie jednak trzeba uzy¢ calki ... ). A jest przeciez do$¢ oczywiste, ze dtu-
gosé przebytej trasy jest nie mniejsza niz odlegtosé potozenia koncowego f(b) od poczatkowego

f(a), czyli whasnie [| f(b) — f(a)]|

2. Metody rézniczkowania funkcji wielu zmiennych
¢ Wnetrze, otoczenie, odcinek

Dziedziny rozwazanych tu funkcji beda podzbiorami R™, wprowadzimy wiec dla nich kilka
pojec i oznaczen analogicznych niektorym wezesniej juz poznanym pojeciom, dotyczacym pod-
zbiorow R. Jesli D C R™, to a jest punktem wewnetrznym D wtw K(a,€) C D dla pewnego
€ > 0. Zbioér wszystkich punktéow wewnetrznych zbioru D nazywamy wnetrzem D i oznaczamy

Int D.

Otoczeniem punktu a € R™ nazywamy dowolny otwarty podzbior U C R™ taki, ze a € U.
Odcinek taczacy punkt a z punktem b, tzn. zbiér {a +t(b—a) : t € [0;1]} oznaczaé bedziemy
przez [a;b] 141 .

140) Tyzn. kazda z funkeji f; jest klasy C.
141) Niestety w przypadku m = 1 mamy tu pewng kolizje oznaczen, bowiem np. [1;0] to wg. wczesniejszych
oznaczen (), a nie odcinek laczacy liczby 0 i 1. Stosowniejsze byloby wiec uzywane wcezesniej w R oznacze-
nie [a?b]. Jednak licze¢, ze uda sie¢ uniknaé nieporozumien — to oznaczenie stosowaé bedziemy jedynie dla
konkretnych m > 1 lub dla ,ogélnych” m.
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¢ Jak zobaczy¢ funkcje wielu zmiennych?

Jak wyobraza¢ sobie funkcje wielu zmiennych? Jesli ograniczymy sie do przypadku funkcji
skalarnej dwoch zmiennych, mozna odwotac sie do przedstawien graficznych. Jedna mozliwosé
to wykres, bedacy w tym przypadku czym$ w rodzaju 2 wymiarowej powierzchni w R? (oczy-
wiscie dla odpowiednio ,regularnych” funkcji), albo ,mapy plastycznej”, w ktorej wysokosé
n.p.m., odpowiada wartoéci funkcji w odpowiednim punkcie z plaszczyzny R? bedacym rzu-
tem prostopadlym na ,podstawe” mapy. Inny — ptaski sposéb — to odwotanie si¢ do ,mapy”
poziomic funkcji, czyli obrazu z zaznaczonymi zbiorami, na ktoérych funkcja przyjmuje pewne
ustalone wartosci (rys. 27). By przedstawienie takie byto pelniejsze nalezy jeszcze przy kazdej
z poziomic zaznaczy¢ odpowiadajaca jej warto$é¢ funkeji.

o0

Rysunek 27. Poziomice funkcji mogg przypominaé to, co czesto widzimy na mapie fizycznej
obszaréw gorzystych.

¢ Definicja pochodnej czgstkowej

Zaczniemy od najprostszego chyba sposobu rézniczkowania funkcji wielu zmiennych. Polega
on na tym, ze jedng ze zmiennych traktujemy jako zmienna po ktérej bedziemy rozniczkowaé
( — po prostu, w sensie znanym nam dla funkcji jednej zmiennej), a pozostate traktujemy jak
parametry (state). Niech wiec f: D — R, gdzie D C R™ i a € D. Oznaczmy D’ := {t e R :
(al,...g...,am) € D} 2 oraz

fi: DI - R, fg(t):f(al,...,g...,am).

W szezegbdlnodei a; € DI. Jezeli f7 posiada pochodng w punkcie a;, to nazywamy ja pochodng
czqstkowq f w punkcie a po j-tej zmiennej (ew. po ,x;”, lub inaczej, w zaleznosci od przyjetych
oznaczen zmiennych). Tradycyjne oznaczenie to

af
ai.ilﬁj(a)’

cho¢ zamiast % bedziemy czesto uzywac tez krotszych oznaczen: d,, f lub po prostu 9;f.
J

Tak wiec (;%(a) = 0y, f(a) = 0;f(a) = (f)) (a;).
Przyktad. Niech f : R? — R, f(z;,25) = €™ - 25. Wowcezas 0, f(z) = C%fl(x) = e" - 13
0o (x) = 2L (x) = Bena},

Oczywiscie, jezeli funkcja f posiada skonczona pochodng czastkowa po z; w kazdym punk-
cie a podzbioru D C D, to mozemy rozwazac funkcje 0;f = ng : D — R. Zwr6émy uwage

J

na to, ze mimo iz w definicji pochodnej czastkowej roézniczkuje sie ,po jednej zmiennej”, to

142) Gdzie (a1,...t..., am) to punkt powstaly z a przez zastapienie a; przez t.
j
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0;f jest funkcja m—zmiennych, tak samo jak funkcja f (nie nalezy myli¢ funkeji 9;f z (f7),
argumentem funkcji 0;f jest bowiem punkt a € R™, w ktérym ta pochodna czastkowa jest
liczona, a nie tylko jego j—ta wspéirzedna a;).

¢ ,,Nieprzyjemny” przyklad

Niech
1 gdyzy =01lubxy =0
143)

. P2 —

f:R*—= R, f(l‘)—{o wpp. ‘
Funkcja ta nie jest ciagta w punkcie 0 (= (0,0)). Jednak oczywiscie 0, f(0) = 02f(0) = 0. A
zatem z istnienia i skonczonosci obu pochodnych czastkowych f w jakims punkcie nie wynika
nawet ciggtos¢ f w tym punkcie ...

Jak wiec wida¢ z powyzszego przykltadu, rozniczkowanie czastkowe moze nie by¢ zbyt
dobrym analogiem rézniczkowania funkcji jednej zmiennej ... Mimo to jednak okazuje sie ono
catkiem wystarczajacym narzedziem w pewnych sytuacjach.

¢ Pochodna czastkowa a ekstrema lokalne

Tak jest np. dla warunku koniecznego na ekstrema (tzn. maksima lub minima) lokalne.

Twierdzenie IX.1 (o ekstremach lokalnych). Jezeli a € Int D oraz f : D — R posiada w
punkcie a ekstremum lokalne i istnieje 0; f(a), to 0;f(a) = 0.

Dowdéd.
Z zaltozen twierdzenia wynika, ze dla wszystkich ¢ = 1, ..., m liczba a; jest punktem wewnetrz-
nym D’ oraz f! posiada ekstremum lokalne w a;. Tak jest wigc w szczegélnodci dla i = j, ale
f1 posiada pochodna w a; i (f)'(a;) = 9;f(a). Zatem na mocy twierdzenia o ekstremach
lokalnych dla funkeji jednej zmiennej (tw. V.2 + przypis do niego) mamy 0; f(a) = 0. O
Podobnie jak w przypadku funkcji jednej zmiennej, twierdzenie to pozwala w wielu sytu-
acjach znajdowac kresy funkcji.
Przyktad. Niech f(z,y) = zy(1—z—y) iniech D = {(z,y) € R*: z,y > 0,z +y < 1} (patrz
rysunek 28). Znajdziemy kresy funkcji f rozwazanej w zbiorze D. Zauwazmy najpierw, ze na
mocy wniosku ze strony 142 zbior D jest domkniety i oczywiscie jest ograniczony, a zatem
jest zwarty. Ponadto f jest ciagta, zatem oba kresy sa osiaggane w D na mocy twierdzenia
Weierstrassa (tw. VIII.4). W kazdym z punktéw, gdzie sa one osiggane funkcja f posiada w
szczegolnosci ekstremum lokalne. Taki punkt moze albo naleze¢ do Int D, albo do ,brzegu”
D, tj. do D\ Int D 9 Latwo sprawdzi¢, ze Int D = {(2,5) € R? : 2,y > 0,z +y < 1}.

0 1

Rysunek 28. W tym przyktadzie D to ,peten trojkat”.

143)
144

Tzn. ,w przeciwnym przypadku”.
) W przypadku zbioréw domknietych (i tylko takich) jest to ogdlna definicja tzw. brzegu zbioru.
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Na mocy twierdzenia IX.1, punkt (x,y) z wnetrza D, w ktérym f posiada ekstremum musi
spelia¢ dwa warunki:

Oyf(r,y) =2(1l —x—y) —xy =0,
czylil =22 —y=0=1—-2y —x (bo x 0), skad z = y = 1. Czyli kres, jezeli osiagan
y Yy Yy Y , SKg Yy 3 y y J ggany

jest we wnetrzu D, moze by¢ tylko w punkcie (3, 3), w ktorym f ma wartos¢ 5. Natomiast

w kazdym punkcie brzegu D funkcja f ma wartos¢ 0 < % Stad kres gorny 2Izie moze by¢
osiggany na brzegu, jest wiec osiggany w (%, %) i podobnie kres dolny nie moze by¢ osiggany
w (%, %), jest wiec osiggany na brzegu. A stad sup,cp f(z) = 2%, inf,ep f(x) =0.

Nalezy jednak zwréoci¢ uwage na to, ze w istotny sposob skorzystaliSmy tu z wiedzy, ze oba

te kresy sa w D osiagane!

¢ Algebraiczne wlasnosci pochodnych czastkowych

Oczywiscie dla pochodnych czastkowych obowiazuja analogiczne jak dla pochodnej jednej
zmiennej wlasnosci ,arytmetyczne” dotyczace sumy, roznicy, iloczynu i ilorazu funkeji. Co
bedzie natomiast, gdy ztozymy funkcje m zmiennych f z funkcja (tez ew. wielu zmiennych)
wewnetrzng g o wartoéciach w R™ i zatozymy, ze zar6wno f jak i funkcje wspétrzedne g;
posiadaja wszystkie pochodne czastkowe odpowiednio w g(a) i a? Czy to pozwala stwierdzi¢
istnienie pochodnych czastkowych ztozenia fog w a? I jaki ew. wzor tu obowigzuje? Niestety,
bez dodatkowych zalozen, odpowiedz na pytanie o istnienie jest negatywna! To kolejny znak
wskazujacy na ,stabo$¢” rézniczkowania czastkowego. Wzér na pochodne czastkowe ztozenia,
ktory mozna uzyskaé przy dodatkowych zalozeniach nosi nazwe requty taricuchowej. Zajmie-
my sie nim dopiero przy omawianiu trzeciego z kolei sposobu rézniczkowania funkcji wielu
zmiennych ...

¢ Funkcje klasy C*!

Wazna klase stanowia te funkcje f, dla ktorych 0;f istnieja i maja skonczone wartosci w
kazdym punkcie dziedziny D oraz 0;f, jako funkcje okreslone na D, sa ciagle dla wszystkich
i = 1,...,m. Nazywamy je funkcjami klasy C' (lub piszemy f € C'(D)). Dzicki temu, ze
w L typowych sytuacjach” umiemy zaréwno wyliczy¢ pochodne czastkowe, jak i zbadaé ich
cigglod¢ (patrz rozdziatl VIII), takze stwierdzenie, ze F jest klasy C' nie powinno sprawia¢
wiekszych trudnosci. Mozna (troche niescisle) stwierdzié, ze wszystkie funkcje, ktére zadaja
sie ,jednolitymi” wzorami przy uzyciu zwyktych dziatan i sktadania z uzyciem wytacznie
réozniczkowalnych funkcji ,elementarnych” jednej zmiennej oraz funkeji wspotrzednych x; to
funkcje klasy C'. Np. f : R® — R zadana wzorem:

In(z? + 23 + 23 + 1) - sin(z; - 2o - cos(x3))
evl + e*2 + evs '

W szczegbdlnoscei, nietrudno wykazaé, ze funkcja klasy C! okreélona na otwartej dziadzinie
D jest ciagta. Wkrotce wykazemy jednak wynik znacznie silniejszy (patrz tw. 1X.3).

¢ Rézniczkowanie czgstkowe w przypadku wektorowym

Rézniczkowanie czastkowe mozna tez w analogiczny sposéb zdefiniowaé dla funkcji o warto-
$ciach wektorowych (tj. w R?). Nalezy woéwczas jedynie pochodna (f7) (a;) funkeji (wektorowe;j
tym razem) fJ w punkcie a;, ktéra pojawia sie w definicji 9; f(a), rozumieé tak jak to zostato
okreslone w podrozdziale IX.1. A zatem wprowadzone tu definicje pochodnych czastkowych,
czy klasy C! oraz odpowiednie oznaczenia rozszerzamy w ten wlagnie sposéb na przypadek
funkcji z D C R™ w R*. Oczywiscie ma miejsce wzor 9; f(a) = (0; fi(a),...,0;fr(a)).
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¢ Pochodna kierunkowa

Kolejny, nieco bardziej ,zaawansowany” sposob rézniczkowania funkcji wielu zmiennych, to
rézniczkowanie kierunkowe, tzn. ,w kierunku ustalonego wektora”. Zatézmy, ze f : D — RF,
gdzie D C R™, natomiast o punkcie a, w ktorym bedziemy ,rézniczkowac”, zatozymy dla
wygody wiecej niz przy okazji pochodnych czastkowych: bedziemy zaktadac¢, ze a nalezy do
wnetrza D (a € Int D). Ponadto niech v bedzie dowolnym wektorem z R™ — bedzie to
Jierunek rézniczkowania” 4% . Zauwazmy, ze aby opisaé¢ zachowanie sie funkcji f obcietej
do prostej przechodzacej przez a o kierunku wyznaczonym przez v 49 (4cislej, do przeciecia
tej prostej z dziedzing D) mozna poshuzy¢ sie pomocnicza funkcja ¢, jednej zmiennej, zadang
wzorem
pu(t) == fa+tv).

Poniewaz a € Int D, zatem ¢, jest poprawnie okreslona w pewnym otoczeniu t = 0 i jest to
funkcja o wartosciach w R¥, tak jak f (oczywidcie, ¢, wyznaczona jest nie tylko przez v, lecz
takze przez f oraz a).
Definicja. Jezeli istnieje ¢! (0), to nazywamy jo pochodng kierunkowaq funkcji f w punk-
cite a w kierunku v oraz oznaczamy przy pomocy dowolnego sposrod symboli

of

%(a), 817f(a) lub 8vf(a)

o Zwigzki z pochodnymi czastkowymi

Nietrudno zauwazy¢, ze pochodna kierunkowa w kierunkach ,0si wspotrzednych” ma bliski
zwigzek z pochodnymi czastkowymi. Oznaczamy przez e; j-ty wektor bazy kanonicznej w
R™, tj. (ej); =1 dlai = j oraz (e;); =0 dla ¢ # j.
Fakt. Gdy a € Int D, wéwczas o ile istnieje jedna z posréd pochodnych %(a), =L (a), to
istnieje tez druga @ zachodzi

of ., _ 9of

8763(@) = 67%(&)'
Dowdéd.

Mamy ¢, (t) = f(a +te;) = f(a,...aqa; +to.am) = fi(t + aj), stad %(a) = ¢, (0) =
j
(f2) (a;) = %(a) (przy czym te rownosci nalezy czytaé w kolejnosci odpowiedniej do kierunku
J
implikacji, ktéra dowodzimy). O
Jednak z istnienia wszystkich pochodnych czgstkowych nie wynika wcale istnienie pochod-
nych kierunkowych we wszystkich kierunkach.

Przyktad. Niech f : R? — R bedzie taka, jak w przykladzie 2 ze strony 149. Wowezas

8‘%(0) = %(O) = 0, ale dla v # re;, r € R, j = 1,2, nie istnieje skoficzona pochodna
kierunkowa %(O) poniewaz (, jest niecigglta w 0.

A zatem rzeczywidcie ,rézniczkowalnosé we wszystkich kierunkach” to cos istotnie lep-
szego, niz tylko ,rézniczkowalno$é¢ czastkowa”. Okazuje sie jednak, ze to ciagle jeszcze dosé
mato ... W szczegélnosci ta lepsza” rozniczkowalno$é wciaz jeszcze nie gwarantuje nawet
ciaglosci funkcji! Odpowiedni przyktad znajdziecie Panstwo w zadaniach (patrz zad. 6).

145) Cho¢ tak naprawde, ta nazwa bylaby dobra gdybyémy ograniczyli sie do wektoréw diugosci 1, ktére mozna
utozsamiac z kierunkowymi”, bez tego zalozenia to cos wigcej niz tylko kierunek ...
146) Gdy v = 0, to otrzymujemy tylko sam punkt a zamiast prostej.
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o Najlepszy sposéb rézniczkowania...

Jak widzielismy, wprowadzone dotad dwie metody uogélnienia pojecia pochodnej funkeji jednej
zmiennej na przypadek wielu zmiennych, cho¢ do$é¢ naturalne i tatwo zrozumiate, okazaty sie
jednak ,stabe” z analitycznego punktu widzenia. Np., istnienie i skoniczono$¢ w danym punkcie
tak uogélnionych pochodnych nie gwarantowalto nawet cigglosci funkcji w tym punkcie.

Poznamy tu pojecie tzw. rézniczki ") funkcji wielu zmiennych, ktére mozna uznaé za naj-
wladciwsze uogo6lnienie pochodnej funkcji jednej zmiennej — nie ma ono bowiem mankamentu
wspomnianego wyzej, a ponadto teoria z nim zwigzana zawiera uogolnienie wielu waznych
elementow teorii znanej nam z ,wymiaru 1”7. Niestety jednak pojecie to jest nieco trudniejsze
od dwoch poprzednio omawianych.

¢ Rézniczka funkcji 1-nej zmiennej

Aby definicja rézniczki stalta sie bardziej zrozumiata, zacznijmy od nastepujacego przeformu-
towania definicji skonczonej pochodnej funkcji skalarnej 1-zmiennej: liczba p jest pochodng
funkcji f w punkcie a wtw

o k) = f@ = p-h
h—0 h

=0

W liczniku, oprécz ,przyrostu funkeji” f(a + h) — f(a) pojawia si¢ wyrazenie p - h, czyli — z
punktu widzenia ,przyrostu argumentow” h — wyrazenie liniowe od h. Zamiast wigc mysle¢ o
samej liczbie p (pochodnej f w punkcie a) mozemy réwnie dobrze mysleé o funkcji liniowej'4®)

(inaczej: przeksztalceniu liniowym) L : R — R zadanej wzorem
L(h)=p-h

— to przeksztatcenie liniowe L nazywamy w przypadku funkcji skalarnej rozniczkq funkeji f w
punkcie a. Inaczej mowiac rozniczka f w punkcie a, to takie przeksztatcenie liniowe L : R — R,
ze

1
finy 170+ 1) = @) — 0] = (IX.1)
tzn. ,w poblizu” h = 0 warto$¢ L(h) przybliza przyrost f(a + h) — f(a) z doktadnoscia
Wwyzszego rzedu” niz h 19

¢ Przypadek wielu zmiennych

Warunek (IX.1) stanowi dla nas podpowiedz jak nalezy zdefiniowaé rézniczke dla funkeji wielu
zmiennych.

Rozwazmy f : D — R¥ gdzie D C R™ oraz a € Int D. Te zalozenia obowiazywaé¢ beda w
catym biezacym rozdziale.

Definicja. Przeksztalcenie liniowe L : R™ — R¥ jest rézniczkq f w punkcie a wtw

fim 5l ) = fa) = L)) =0, (IX.2)

147) Uzywana bywa tez nazwa rézniczka zupelna, a takze, po prostu, pochodna.

148) Prosze nie myli¢ z potoczng nazwa ,liniowa” oznaczajaca de facto funkcje afiniczna, tj. zadana wzorem
cx +d.

149) Tzn. 7z doktadnoécig do o(h) przy h — 0.
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Roézniczke f w punkcie a oznaczamy przez D f(a) 29 . O funkcji f méwimy, ze jest réznicz-

kowalna w punkcie a wtw D f(a) istnieje, oraz rézniczkowalna, gdy jest rézniczkowalna
w kazdym punkcie x € D.

¢ To samo nieco inaczej

Czasami wygodnie jest zapisa¢ warunek (IX.2) w réownowazny mu nastepujacy sposob:
f(z) = f(a)+ L(x —a) + r(x — a) (IX.3)

dla pewnej funkcji r okreslonej w pewnym otoczeniu 0, spetniajacej

1
lim ——r(h) = 0 (IX.4)
h=0 || Pl

(tak jak dla m = 1, warunek ten oznaczamy w skrécie: 7(h) = o(h) przy h — 0). A zatem
mozna powiedzie¢, ze L jest rozniczka f w punkcie a wtedy, gdy f w poblizu a przybliza si¢
z doktadnoscia do o(x — a) przez f(a) + L(x — a), czyli w szczegblnosci przez pewna funkcje
afiniczna, ktorej czes¢ liniows stanowi L.

¢ Jedynosé rézniczki

By oznaczenie D f(a) bylto sensowne, nalezatoby najpierw sprawdzi¢, ze istnieje co najwyzej
jedna rézniczka f w punkcie a. Zalézmy wigc, ze L i L sa obie takimi rézniczkami. Wowczas
na mocy (IX.2) dla L i L otrzymujemy

1 - 1 7
L= D) = o (L) = Lh)) <= 0.

h—0

W szczegdlnosei dla dowolnego z € R™ \ {0} mozemy uzy¢ powyzszego, rozwazajac ciag {hy, }
postaci h,, = %x, a zatem z liniowosci L i L

1H1xH(L - E)(ix) = Hle(L —L)(@) =20

skad H%”(L — L)(x) = 0 (gdyz nie zalezy od n), czyli (L — L)(z) = 0 dla dowolnego = € R™,

tzn. L = L.

¢ Troche niewygodne oznaczenia

Poniewaz D f(a) jest przeksztatceniem (czyli funkcja) z R™ w R¥, zatem trzeba zdecydowaé
jak oznaczaé jego warto$¢ na wektorze h € R™. Niestety, nie jest to zbyt wygodne, ale uzyjemy
w tej sytuacji oznaczenia

Df(a)(h) b (Df(a))(h)
Tymczasem samo Df (bez ,(a)”) moze by¢ uzywane do oznaczania rézniczki f traktowanej

jako nowa funkcja okre$lona w tych punktach a, w ktérych D f(a) istnieje. Wartosci tej funkeji
to juz elementy nie R¥, lecz zbioru przeksztatcen liniowych z R™ w R¥!

150) Niektérzy oznaczaja ja tez f’(a) zamiast Df(a), co prowadzi do pewnego (nieduzego) zamieszania w
przypadku jednej zmiennej. Licze, ze stosowane tu przez nas oznaczenie rozniczki ,,D” nie bedzie sie mylilo z
D7 oznaczajacym tu takze dziedzine funkcji ...
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¢ Zgodno$¢ dla jednej zmiennej

Jak widzieliémy ze wstepu przed definicja, w przypadku funkcji jednej zmiennej (oraz punktéw
wewnetrznych dziedziny) rézniczkowalno$é w rozumieniu wezesniejszym (z rozdzialu V) jest
tym samym, co tu zdefiniowana. Ponadto dla f rézniczkowalnej w a zachodzi

Vier Df(a)(h) = f'(a) - h.

¢ Kilka rézniczek

Sprébujmy przy uzyciu samej tylko definicji zbadaé rézniczkowalnosé i znalezé rozniczki dla
kilku prostych funkcji.

Przyklady.

1. Funkcja stata f jest oczywiscie rozniczkowalna w kazdym punkcie wewnetrznym a swej
dziedziny i Df(a) = 0 (tu 0 rozumiemy jako zerowe przeksztalcenie liniowe z R™ w RF
dla odp. m i k). Mamy bowiem f(a + h) = f(a) dla wszystkich h w otoczeniu 0.

2. Niech A : R™ — RF bedzie przeksztatceniem liniowym. Wéwcezas (DA)(z) = A dla
kazdego x € R™, bowiem z liniowosci A mamy

Alx +h) — A(x) — A(h) =0
dla dowolnych x, h € R™.

3. Powyzszy przyktad mozna nieco rozszerzyé¢. Jezeli f : R™ — RF jest przeksztalceniem
afinicznym, tzn. zadanym wzorem f(x) = Ax + b, gdzie b € R¥ oraz A — jak wyzej, to
(Df)(z) = A dla dowolnego = € R™.

4. Niech f : R? — R, f(z) = z129. Sprobujmy odgadnaé jaka jest warto$¢ Df(a) dla
ustalonego a € R%. Mamy:

f((l + h) — f(a) = (al + hl)(ag + hg) — 109 = alhg + CLth + hlhg.

Wiemy, ze rézniczka D f(a) powinna byé¢ taka funkcja liniowa, ze po jej odjeciu od
powyzszego przyrostu pozostaje czes¢ ,rzedu wyzszego” niz h. Musimy wiec przyrost
ten zapisa¢ jako sume ,czesci liniowej” (r6zniczki) i wyrazenia typu o(h). W naszym
przypadku naturalnym kandydatem na te cze$c liniowa, czyli rozniczke, wydaje sie by¢é
sktadnik zadany wzorem ajhs + aghy. Sprobujmy zatem sprawdzié, czy funkcja liniowa
R? 5 h — a1hy + ashy € R nadaje si¢” jako Df(a), tzn. sprawdzmy czy hihs bedace
owa ,pozostala czescia przyrostu”jest typu o(h). Mamy:

|haho|

VR34 h3

——hyhy = 0, a zatem rzeczywiscie D f(a)(h) = a1hs + ash;.

h = hyl -
T = i

skad hm
||h||

Zauwazmy, ze we wszystkich rozwazanych powyzej przyktadach skorzystalismy z jedynosci
rozniczki.
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¢ Roézniczkowalnosé a cigglosé

Jak zapowiadali$my, tak rozumiana rézniczkowalnosé gwarantuje automatycznie ciagtosé funk-
cji.

Twierdzenie IX.2 (o cigglosci funkcji rézniczkowalnej). Jezeli f jest rézniczkowalna w
a, to f jest ciggla w a.

Dowéd.
Na mocy (IX.3), (IX.4) mamy f(z) = f(a) + Df(a)(z — a) +r(z — a), gdzie lim r(z —a) =

1
lim ||z — a| (CLHT(J? — a)) = 0. Mamy ponadto

o o -

liny Df (a) = a) = im Df (@) () = Df(a)(0) =0,

r—a

gdyz D f(a) jest funkcja ciagta jako przeksztatcenie liniowe (wynika to natychmiast np. z faktu
2 strona 140 i znanej Panstwu z GAL—u ogdlnej postaci funkeji liniowych). Stad lll)I(ll flz) =

f(a), czyli f jest ciagla. O

¢ Roézniczka a pochodne kierunkowe i czagstkowe

Okazuje sie takze, ze wprowadzone przez nas pojecie rozniczkowalnodci jest ,silniejsze” niz
obie wczesniejsze ,niedoszte” definicje. A $cidlej, ma miejsce wynik nastepujacy.

Fakt. Jezeli f jest rozniczkowalna w a, to dla dowolnego v € R™ pochodna kierunkowa f w
punkcie a w kierunku v istnieje oraz

0
aj;(a) = Df(a)(v), (IX.5)
w szczegolnosci istniejg wszystkie pochodne czgstkowe %fj(a) dla 3 =1,...,m oraz
0
0 = Dr(@)e). (IX.0)
Lj

Dowdéd.

Musimy wykaza¢, ze ¢/ (0) istnieje i jest réwna D f(a)(v), gdzie p,(t) := f(a +tv) dlat € R
z pewnego otoczenia liczby 0. Gdy v = 0 jest to oczywiste (mamy 0 po obu stronach). Niech
wiec v # 01t # 0. Wéwcezas na mocy (IX.3) oraz liniowosci rézniczki

1
t

r(tv)
[t

r(tv)
[tv]]”

(0o()=2(0)) = T [DF(@)(t) +r(t0)] = LD F (@) ) +Hello ) 9] = Df(a) )+ 2 o)

sk ,(0) = DA (a)(0) +Jimg 1 o 5

nej t # 0 oraz zachodzi (IX.4). Dowodzi to pierwszej czedci faktu, a druga czesé¢ wynika z
pierwszej oraz z faktu ze strony 151. [

= Df(a)(v), gdyz |§—‘ jest ograniczong funkcjg zmien-

Z powyzszego wynika w szczegdlnosci, ze pochodna kierunkowa w a funkcji ré6zniczkowalnej w punkcie a zalezy
w sposoOb liniowy od kierunku rézniczkowania, tzn. przeksztalcenie

of

Rmavw}(a)eRk
O

jest liniowe (réwne jest po prostu D f(a)). Gdy zamiast rézniczkowalnosci, zatozymy tylko, ze f posiada w kazdym
kierunku pochodna kierunkows w punkcie a, to takiej liniowej zaleznosci od kierunku nie mamy powodu oczekiwad.
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© Macierz Jacobiego

W przypadku jednej zmiennej pochodna byta obiektem bardzo prostym — liczba. Tymczasem
rozniczka funkcji wielu zmiennych to obiekt dosé¢ skomplikowany — przeksztalcenie liniowe
... Jak sie tym w praktyce postugiwaé¢? Na szczescie, jak zapewne pamietajg Panstwo jeszcze
z wyktadu z GAL—u, kazde przeksztatcenie liniowe L z R™ w R* posiada swojg bardzo wygodna
reprezentacje w formie znacznie chyba bardziej ,namacalnej” niz samo L. Chodzi oczywiscie
o reprezentacje macierzowa — w postaci macierzy przeksztalcenia L. Tu, méwigc o macierzy
przeksztatcenia L zawsze bedziemy mieli na mysli jego macierz w bazach standardowych. Taka
reprezentacja pozwala na jednoznaczne zakodowanie L przy pomocy k - m liczb — wyrazow
tej macierzy. Macierz ta ma m kolumn i k£ wierszy i jak wiadomo, jej j—ta kolumna utworzona
jest z wektora L(e;), gdzie e; jest j—tym wektorem bazy standardowej w R™. A zatem wzor
(IX.6) pozwala na sformutowanie nastepujacego wniosku.

Whiosek. Jezeli f jest rézniczkowalna w a, to macierz przeksztalcenia liniowego D f(a) jest

takg macierzqg k X m, ktorej j—ta kolumna utworzona jest z wektora %(a), tzn. jej miejsce w
J
i—tym wierszu oraz j—tej kolumnie réwne jest ng;(a) VY dlai=1,....k, j=1,...,m.

Macierz przeksztatcenia D f(a) nazywana bywa macierzg Jakobiego (f w punkcie a).
Oznaczaé ja bedziemy MJ f(a). A zatem MJ f(a) = (%(a)) i1,k , tZ1.
J Jj=1 m

=1,...,

D@y - F(a)
MJf(a): : S
Leta) - F(a)

Gdy m = k, to MJ f(a) jest macierza kwadratowg i definiujemy jakobian f w punkcie a
wzorem

Jf(a) :==det Df(a) = det MJ f(a).

o Niektore przypadki szczegdlne

Przyjrzyjmy sie pewnym szczegblnym sytuacjom, mianowicie funkcjom skalarnym i funkcjom
jednej zmiennej.

e k=1, czyli f jest funkcja o wartosciach liczbowych — wéwczas M.J f(a) ma jeden wiersz,
ktory utozsamiamy po prostu z wektorem z R™. Wektor ten nazywany jest gradientem
(f w punkcie @) i oznaczany jest najczesciej grad f(a), lub  f(a) "% . A zatem w tym
przypadku:

9
(9:61

of

€R™ ~ Rl,m 153) )
2 )

M f(a) = grad f(a) = (5~(a),. ..
e m=1, czyli f jest funkcja jednej zmiennej (o wartogciach wektorowych — w R¥) — wow-
czas MJ f(a) ma jedna kolumne, ktéra jest po prostu transpozycja wektora pochodnej

f'(a) wprowadzonego w podrozdziale 1. A zatem wéwczas
fi(a)
MJf(a) = (f'(a)" = | :
fi(a)
Przypomnijmy, ze f; to i-ta funkcja wspétrzedna funkcji f, tzn. f(z) = (fi(z),..., fr(z)) € RF.

152) Prosze nie myli¢ jednak V z A, ktéry to znaczek uzywany jest m.in. do oznaczania tzw. Laplasjanu . ..
153) Tym razem ,~” oznacza utozsamienie R™ z macierzami rzeczywistymi 1 x m.

151)
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e m=k=1, czyli f jest zwykta funkcja skalarna jednej zmiennej — woéwczas mamy macierz
1x1:

MJf(a) = (f'(a)).

o A ogoblnie...

W przypadku dowolnych m i k mozna mysle¢ o MJ f(a) jako o macierzy, ktorej kolejne wiersze
to gradienty kolejnych funkcji f1, ..., fr w punkcie a.

Przyklad. f:R? — R? f(x) = (7179, 71 + x2). Wowczas

T2 T1

MJf(x)z( L1 ), Jf(x) = x9 — 27.

Zauwazmy, ze wedlug przyjetej przez nas definicji, by méwi¢ o macierzy Jakobiego f w
punkcie a powinnismy zaktadaé, ze f jest w a rézniczkowalna. Jednak wtasciwie dla wypisania
tej macierzy wystarcza nam same pochodne czastkowe f w a, ktére moga istnie¢ nawet bez
rozniczkowalnosci.

¢ Ekstrema lokalne ponownie

Inna konsekwencja wzoru (IX.6) dotyczy ekstreméw lokalnych funkcji.

Whniosek. Jezeli a € Int D oraz f: D — R jest rézniczkowalna w a 1 posiada w a ekstremum
lokalne, to Df(a) =0, czyli grad f(a) = 0.

Dowéd.
Z twierdzenia o ekstremach lokalnych (tw. IX.1) i z (IX.6) mamy grad f(a) = MJ f(a) = 0,
skad Df(a) = 0. O

o Klasa C! a rézniczkowalno$é

Jak widzieliémy, gdy ma sie do dyspozycji wytacznie definicje, praktyczne sprawdzanie dla
konkretnych funkcji, ze sa one rozniczkowalne, wcale nie jest sprawa tatwg. A zatem, choé
rozniczkowalnosé jest, jak powiedzieliSmy, pojeciem ,znacznie lepszym” niz istnienie pochod-
nych czastkowych, za to wydaje sie, ze jest znacznie mniej praktyczna. Istnienie pochodnych
czastkowych sprawdzato sie bowiem w ,typowych” sytuacjach bardzo prosto. Na szczescie,
wcale jednak nie jest tak zZle, jak mogto sie¢ wydawa¢é. W  typowych” sytuacjach mozna sie
bowiem postuzy¢ nastepujacym waznym rezultatem.

Twierdzenie 1X.3 (o rézniczkowalnoéci dla klasy C'). Jesli f : D — RF jest klasy C*
oraz a € Int D, to f jest réziniczkowalna w punkcie a. B.D.

A zatem cho¢ samo istnienie pochodnych czgstkowych do rézniczkowalnosci nie wystarcza-
to, to jednak ich ciaglo$é juz te rézniczkowalnosé gwarantuje! W efekcie pozwala to bez trudu
uzyskac rézniczkowalnosé wszystkich funkcji zadanych elementarnymi wzorami.

Przyklad. Niech f: R? — R, f(z) = z1€"2. Mamy 0, f(z) = €™, o f (x) = 21" — a zatem
O1f 1 0sf sa ciagte (patrz fakty 112 ze strony 140). Czyli f jest klasy C?, co dzieki powyzszemu
twierdzeniu daje rézniczkowalnosé f.

¢ Algebraiczne wlasno$ci rézniczkowania

Jak nalezalo si¢ spodziewa¢, klasa funkcji rozniczkowalnych posiada takze w przypadku funkcji
wielu zmiennych naturalne wtasnosci algebraiczne.

Twierdzenie IX.4 (o wlasnosciach rachunkowych rézniczki).
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1. Suma funkcji réiniczkowalnych jest réiniczkowalna. Co wiecej, jezeli f,g : D — RF
sq rozniczkowalne w a € D, to f + g jest réiniczkowalna w a oraz D(f + g)(a) =

D(f)(a) + D(g)(a).

2. lloczyn funkcyi rozniczkowalnej skalarnej i funkcji rozniczkowalnej wektorowej jest roz-
niczkowalny. Jesli f + D — R i g : D — R sq rézniczkowalne w a € D, to f - g jest
réiniczkowalna w a Y .

3. Zlozenie funkcji réiniczkowalnych jest réiniczkowalne. Co wiecej jesli f : D — D' C RF
jest rézniczkowalna wa € D oraz g : D' — R! jest rézniczkowalna w f(a), to go f jest
rozniczkowalna w a oraz

D(g o f)(a) = Dg(f(a)) o Df(a). (IX.7)

Dowd6d powyzszego twierdzenia pozostawiam jako zadanie. Najlepiej zacza¢ od p. 3. —
patrz zadanie 24. Punkty 1. i 2. mozna dowodzi¢ niezaleznie, ale ciekawszy jest dowod z
uzyciem punktu 3. — patrz zadanie 25.

¢ Regula tancuchowa

Twierdzenie to ma takze swoj analog dotyczacy klasy C! (patrz zadanie 26). Bardzo waznym
wnioskiem z p. 3. twierdzenia [X.4 jest wzor na pochodne czastkowe ztozenia, zwany tez requlq
tancuchowaq.

Whniosek. Przy zalozeniach punktu 3. twierdzenia 1X.4 zachodzi

MJ(go f)(a) = MJg(f(a)) - MJf(a), (IX.8)

gdzie -7 po prawej stronie powyzej oznacza mnozenie macierzy. W szczegolnosci, gdy | = 1,
ma miejsce nastepujgcy wzor
reguia tancuchowa:

d(go f) : 9 8]}
8953 g 87 (%S( @),
czyli
k
0s(g0 f)(a) = >_0;9(f(a)) - 9 f;(a), (1X.9)

j=1
gdzie s=1,...,m
Dowéd.

Wzér (IX.8) to natychmiastowa konsekwencja wzoru (IX.7) oraz faktu, ze macierz zlozenia
przeksztalcen liniowych, to iloczyn ich macierzy. Z kolei wzér (IX.9) otrzymamy z (IX.8)
stosujac wzor na wyrazy iloczynu macierzy. O]

Podkreslmy, ze na ogo6t nie wolno zamienia¢ kolejno$ci mnozenia macierzy po prawej stronie
(IX.8) (nawet gdyby mialo to sens ...).

Wzér (IX.9) moze by¢ tatwiejszy do zapamietania, gdy bedziemy mysle¢ o funkcji we-
wnetrznej f jako o pewnej ,zamianie zmiennych” z x na y i uzyjemy nieformalnego trady-

Yj»

. . . . of; . F} L2
cyjnego zapisu ,f;(x) = y;” w zwiazku z czym zamiast % napiszemy -7, Jezeli jeszcze
S S

154) Tu wzér na D(f - g)(a) pomijamy, ale patrz zadanie 25.
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pominiemy ,oczywiste” punkty w ktorych rézniczkujemy, to otrzymamy tradycyjny zapis tego
wWzoru

dg @ y;
0x, Z@yj Oxs

Traktujac napisy z prawej strony jak utamki, po prawej stronie otrzymamy wtasnie to co po
lewej, cho¢ (niestety ...) juz k razy, a nie tylko jeden raz ...

Przyktad. Niech g(y) = v1 - v3, y € R?, f(z) = (2%, 3x), z € R. Mamy
(9o f)lx) = 2" (3x)* = 9a™.
W szczegblnosei (go f) (1) = 36. Ten sam wynik mozemy uzyskaé stosujac regute taricuchows:

dgof)

2
, g df;
(go ) (1) = o Z 78 &C]( ) = Yaly=3 2+ (201 - 12) ly—(13) -3

= 9-24+2-1-3-3=4-9 = 36.

3. Ekstrema warunkowe

Tytutowe ekstrema warunkowe, nazywane tez przez innych ekstrema zwigzane, to ekstrema
lokalne funkcji okreélonych na pewnych szczegélnych podzbiorach RY.

W poprzednim podrozdziale sformutowalismy (i to dwukrotnie) pewne warunki konieczne
na ekstremum funkcji wielu zmiennych (patrz twierdzenie IX.1 i wniosek ze strony 157). Byly
to warunki, ktére (podobnie jak w przypadku funkcji jednej zmiennej) dzialaly jedynie w
przypadku, punktéow wewnetrznych. W praktyce jednak czesto mamy do czynienia z sytuacja,
gdy funkcja jest okreslona na zbiorze, ktéry w ogodle nie posiada punktow wewnetrznych.
Rozwazmy dla przyktadu nastepujacy prosty problem:

Jaki jest najwiekszy mozliwy iloczyn dwoch liczb niewjemnych, ktorych suma
jest rowna a (a>0)?

Sprébujmy problem ten potraktowaé, jako zadanie dotyczace funkcji dwoch zmiennych x; i
xo odpowiadajacych powyzszym dwom liczbom. A zatem nasza funkcja to f : D — R zadana
wzorem f(x) = 11 - Ty, gdzie D := {x € R? : 21,29 > 0,2, + 22 = a}.

X2

Qa e

& T
Rysunek 29. Badamy funkcje okreélong na zbiorze D ,cienkim” w R? — na odcinku.

Oczywiscie, pierwsza — podstawowa obserwacja jest taka, ze f jest ciggla, a D — zwarty
(jest to odcinek ,z konicami” — patrz rys. 29), zatem dzieki twierdzeniu Weierstrassa (tw.
VIII.4) mamy pewno$¢, ze f osiaga swa najwieksza warto$¢. Oznacza to, ze problem powyzszy
jest w ogble poprawnie postawiony (posiada rozwiazanie). Ponadto, w punkcie, w ktérym
f osiaga te najwieksza warto$¢ funkcja posiada w szczegoélnosci ekstremum lokalne. Jednak
Int D = ()! Wezesniejsze kryteria sg wiec tu catkowicie bezuzyteczne (takze dlatego, ze tu nie
mamy pochodnych czgstkowych funkcji f mimo, ze wzor na f jest ,calkiem elegancki” —
jednak to dziedzina jest ,zta”...). Jak zatem rozwiaza¢ ten problem?
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¢ Metoda parametryzacji

Jeden ze sposobéw jest Panstwu z pewnoscia dobrze znany i w tym przypadku wiaze sie
z wyborem prostszego modelu matematycznego dla tego problemu: po co bowiem rozwazaé
funkcje dwdch zmiennych, skoro mozna byto od razu uzy¢ funkcji jednej zmiennej . . . 7 Ponizszy
opis potraktujmy jako ilustracje ogélnej metody postepowania w podobnych sytuacjach (na
og6t bardziej ztozonych).

Chcemy znalezé jakas ,parametryzacje” (czyli opis) zbioru D przy pomocy mniejszej liczby
zmiennych, tzn. tu funkcje ciagta ¢ : D — D, gdzie 4,0([)) = D oraz D ma juz .duze’
wnetrze, ale w przestrzeni nizszego wymiaru (— nizszego niz liczba zmiennych dla f). Dla
naszego przykladu wymiar ten bedzie nizszy niz 2, czyli D C R!. Ogélnie, moze si¢ to nie
uda¢ ,globalnie”, czyli dla catego D, ale moze da¢ si¢ podzieli¢ D na takie ,kawatki”, na
ktorych parametryzacje uda sie znalezé. W naszym przypadku jednak tatwo wskaza¢ nawet
wiele roznych | globalnych” parametryzacji zbioru D, np. ,xs = a — 21”7, czyli Scislej: ¢ :
0;a] — D, p(t) = (t,a—1t),dlat € D= [0; a] — takie ¢ mozna nazwaé ,parametryzacja
przy pomocy pierwszej wspotrzednej”. Gdy mamy jakas parametryzacje ¢ : D — D oraz f
posiada ekstremum lokalne w xy € D i ¢(ty) = xo, to dzieki ciaglodci ¢ funkcja

J=[fop

posiada ekstremum lokalne (tego samego typu) w to. W praktyce, by do badania funkcji f uzy¢
rachunku rézniczkowego, badziemy potrzebowaé nie tylko ciaggtosci, ale tez rézniczkowalnosci
©. W naszym wypadku f(t) = f(t,a —t) =t - (a —t) — to tatwa do zbadania funkcja jednej
zmiennej — osigga ekstremum lokalne na koncach przedziatu: f(0) = f(a) = 0 oraz wewnatrz
— w punkcie g, f (5) = %. Stad rozwigzaniem naszego zadania jest wartos¢ <-.

Idea tego postepowania polega na tym, ze zamiast rozwaza¢ f okreslong na D, ktére jako
podzbiér R™ jest zbiorem ,cienkim” (w kazdym razie o pustym wnetrzu) — intuicyjnie —
zbiorem ,wymiaru” nizszego niz m, rozwazamy funkcje f := f o ¢ okreslong juz na D C R!,
gdzie | — to wlasnie ten ,wymiar” zbioru D, | < m i D ma juz ,duze” wnetrze. Do f mo-
zemy zatem probowaé stosowaé poznane wczesniej metody szukania ekstreméw przy pomocy
pochodnych czastkowych (o ile istnieja). W tym prostym przyktadzie pochodna czastkowa to
po prostu zwykta pochodna — funkcja bowiem miata tylko jedng zmienna.

o Metoda mnoznikéw Lagrange’a

Opiszemy teraz inng metode, ktoéra pozwala rozwiazaé¢ nasze zadanie bez potrzeby szukania
parametryzacji. Metoda ta bedzie oparta na twierdzeniu, ktére za chwile sformutujemy. Aby
jednak tre$¢ tego twierdzenia byta od razu bardziej zrozumialta, zapowiemy pewne rzeczy,
ktore beda si¢ w nim pojawia¢. Zauwazmy najpierw, ze w rozwazanym przez nas przypadku
funkcje f okredlilismy tylko na zbiorze D, cho¢ jak widzieliémy mozna byto rozszerzyc ja
do bardzo ,eleganckiej” funkcji zadanej na znacznie wickszym zbiorze — np. na calym R?
(zachowujac wzor xy - x9). W ponizszym twierdzeniu funkcja f bedzie zatem okreslona na
pewnym zbiorze otwartym U C R™, jednak ekstrema bedziemy badac¢ nie dla niej, lecz —
tak jak w rozwazanym przyktadzie — dla jej obciecia do pewnego ,cienkiego” podzbioru M
zbioru U. Zauwazmy, ze badany wczesniej zbior D mozna rozbi¢ na sume dwoch nastepujacych
podzbioréw: Dy := {x € R? : 21,29 > 0,71 + 29 = a} oraz Dy = {(a,0),(0,a)}. Zbiér Dy to
Jbrzeg” 19°)  ktéry bada¢ mozna osobno. Jesli ograniczymy sie do badania funkeji na Dy, to
w tym konkretnym przypadku wygodnie byloby rozwazy¢ U := {x € R? : xy,25 > 0} oraz

155) Uwaga — nie jest to jednak tzw. brzeg topologiczny zbioru, o ktérym my co prawda nie méwilismy, ale z
ktérym to pojeciem mozecie sie Panstwo spotkac ...
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M =Dy :={x €U :x +xy=a}. Wymdg otwartosdci U jest istotny — dlatego nie mogliémy
wybraé jako M calego D.

Powyzsze M jest podzbiorem zbioru U opisanym pewnym réwnaniem — czyli warunkiem
(— stad tytutowe ekstremum warunkowe). W jezyku fizycznym moéwi sie tez, ze zostaly nato-
zone pewne wiezy (— stad ekstremum zwigzane). W praktyce tych réwnan moze byé¢ wiecej
— powiedzmy k, gdzie 1 < k < m. Kazde réwnanie mozna zapisa¢ uzywajac osobnej funk-
cji skalarnej, albo mozna wszystkie razem opisaé¢ jedng funkcja wektorowa F : U — RF (jej
sktadowe F; opisuja poszczegélne réwnania). W naszym przypadku k& = 1 i biorac F' zadane
wzorem F(x) = x1 + xo mozemy zapisaé, ze M = {x € U : F(x) = c}, gdzie tu ¢ = a. Zbior
tej postaci to poziomica funkcji wektorowej F', czyli przeciecie k poziomic funkcji skalarnych
Fy, ... Fj. Sformulujmy zatem zapowiadane twierdzenie.

Twierdzenie IX.5 (o mnoznikach Lagrange’a). Zalézmy, ze U jest otwartym podzbiorem
R™, funkcje f : U — R, F : U — R, gdzie 1 < k < m, sq klasy C* oraz ¢ € R¥. Niech
M :={x € U: F(x)=c}. Jezeli funkcja |y posiada ekstremum lokalne w xq € M oraz

rank MJF(zq) = k, 159 (IX.10)

to istniejg A1, ..., \p € R takie, ze

k

grad f(zo) = >_ A; grad Fj(xo). (IX.11)
j=1

B.D.

Teze powyzszego twierdzenia mozna sformutowacé inaczej tak:
wektor grad f(xg) jest kombinacjq liniowg wektorow grad Fy(zo), . . ., grad Fj(x).

Wspétezynniki A, ..., \x bedace wspoétezynnikami w tej kombinacji liniowej nazywane sa
mnoznikami Lagrange’a (choé¢ czasem ta nazwa okresla sie liczby —\;). Zalozenie (IX.10),
ktore moze Panstwa nieco niepokoi¢, to warunek, ktory gwarantuje, ze ,,w poblizu z¢” M ma
,wymiar” réwny m — k, albo inaczej, ze rownania opisane funkcjami Fi, ..., Fj sa ,niezalezne
w poblizu xy”. Nalezy pamietaé¢ o tym warunku!

o Jak to dziata w praktyce

Zobaczmy teraz jak dziata to twierdzenie w naszym konkretnym zadaniu sformulowanym na
poczatku podrozdziatu.

Przyklad (metoda mnoznikéw Lagrange’a). Juz przed twierdzeniem okreslilismy U i F,
M i ¢, przypominamy jeszcze, ze f : U — R, f(x) = x1 - x9. Oczywiscie U jest otwarty oraz
F i f klasy C*. Mamy MJF(z) = grad F'(z) = (1,1) zatem (IX.10) zachodzi dla dowolnego
xg € M. Zatézmy teraz, ze w x € M funkcja f |y posiada ekstremum lokalne. Zatem z
powyzszego twierdzenia istnieje Ay = A € R takie, ze spelnione sa réwnania

To = A
T+ o = a.

156) Przypominam (z GAL—u), ze rank oznacza rzqd — w tym wypadku rzad macierzy Jakobiego funkcji F' w

punkcie a.
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Dwa pierwsze, to réwnania skalarne uzyskane ,na obu wspotrzednych” wektorowej rownosci
(IX.11), a trzecie to réwnanie opisujace przynaleznosé¢ x do M. Mamy wiec uktad 3 réwnan z
3 niewiadomymi: x1, x5, A. Ponadto mamy nieréwnosci

z1 >0
IX.1
{ To > 0, ( 3)
zwigzane z tym, ze x € U. Rozwigzujemy to tatwo: uzyskujemy z réwnan 2\ = a skad z; =
Ty = A = § (nieréwnosci sa spetnione, bo a > 0), czyli jedynie w punkcie (3, §) funkcja f |

moze (cho¢ nie musi) posiadaé¢ ekstremum. Aby wiec zakonczy¢ rozwiazanie wystarczy osobno
zbada¢ wartosci f w obu punktach zbioru Dy — tam jednak f osigga wartos¢ 0 i korzystajac
z tego co juz wykazaliSmy przedtem, tj. ze f osigga gdzies w D swoje kresy, widzimy, ze kres
gorny osiagany jest w (3, %) i wynosi “4—2.

Przy bardziej ztozonych zadaniach rozwiazywanie uktadu réwnan moze by¢ trudniejsze i
czesto trzeba w istotny sposéb wykorzystac takze nierownosci, ktore moga sie pojawi¢ w zwigz-
ku z warunkami opisujacymi zbiér otwarty U. Jednak zawsze mamy te sama liczbe rownan co
niewiadomych! Réwnan jest bowiem m + k (m wspoétrzednych gradientéw z tezy twierdzenia
IX.5, oraz k réwnan na przynalezno$¢ do M) i niewiadomych m+k (m — liczba wspéhrzednych
punktu z oraz k — liczba mnoznikéw Lagrange’a).

4. Robzniczkowanie a odwracalnosé

W twierdzeniu .0 wlasnosciach rachunkowych rézniczki” (tw. IX.4) nic nie wspomnieliSmy
o rézniczkowalnosci funkcji odwrotnej. Okazuje sie, ze dla funkcji wielu zmiennych prawdzi-
we jest twierdzenie podobne do twierdzenia znanego nam dla jednej zmiennej, kiedy to dla
rozniczkowalnosci funkeji f~! wystarczala de facto rézniczkowalnosé f, ciagtosé £~ 7 oraz
fakt, ze f'(x) # 0. W pewnym sensie jednak zasadniczy byl tu ostatni warunek, ktéry zamienia
sie w przypadku wielu zmiennych w swoje naturalne uogélnienie!*®

Jf(z) 40, (IX.14)

czyli warunek odwracalnosci przeksztatcenia liniowego D f(x) (lub, w , jezyku macierzowym”,
det M J f(z) # 0, czyli istnienia (MJ f(x))™").

¢ Lokalna odwracalnosé

Zanim jednak sformulujemy twierdzenie o rézniczkowaniu funkcji odwrotnej zajmiemy sie
niejako odwréceniem tego problemu, tzn. odwracalnoscia funkcji spelniajacej warunek (1X.14).
I cho¢ spetnienie warunku (IX.14) nawet na calej dziedzinie i nawet z dodatkowymi zatozeniami
dotyczacymi regularnosci funkcji nie gwarantuje wcale odwracalnosci funkeji (patrz np. zad.

30), to jednak mozna uzyskaé cos, co nazywane bywa lokalng odwracalnoscig.

Twierdzenie IX.6 (o lokalnym odwracaniu'® ). Jezeli U jest otwartym podzbiorem R,

f:U — R? jest funkcig klasy C oraz xy € U jest taki, ze
Jf(x0) 20, (1X.15)

to istnieje v > 0, takie, ze V = f(K(x,7)) jest zbiorem otwartym, f := f | K (z0,r) JeESE

odwracalna jako funkcja z K(xo,r) wV oraz f~' jest klasy C*. B.D.

157)
158

Patrz — ostatnie zdanie dowodu tw. V.1.c).

) Choé¢ nie jedyne uogélnienie. Innym bylby np. warunek D f (z) # 0, ktéry jednak nie jest tu dobrym
wyborem...

159) Uzywana bywa tez nazwa ,twierdzenie o funkcji odwrotnej”, jednak ta sama nazwa uzywana jest do wielu
zupelnie réznych twierdzen...
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W szezegélnodel f z tezy twierdzenia jest dyfeomorfizmem (klasy C1), tzn. odwracalna
funkcjg klasy C! taka, ze odwrotna do niej tez jest klasy C'. Zapowiadane twierdzenie o
rozniczkowaniu funkcji odwrotnej bedzie wtasnie konsekwencja powyzszego twierdzenia.

¢ O funkcjach uwiktanych prawie nic...

Zanim jednak je sformutujemy, warto tez wspomnie¢, ze inna jego wazna konsekwencja jest tzw.
twierdzenie o funkcji uwiktianej, ktorego tu nie bedziemy szczegbétowo formutowaé. Zamiast
tego wspomne jedynie, ze dotyczy ono rozwiazywania réwnan (takze ukladow réwnan) typu

F(a,z) =0,

gdzie x — niewiadoma (lub niewiadome) oraz a — parametr (lub parametry) w taki sposéb,
aby rozwigzanie x(a) zadane bylo ,lokalnie” jako ,dobra” funkcja (np. funkcja kl. C') od
parametru a.

¢ Roézniczkowanie funkcji odwrotnej

Twierdzenie IX.7 (o rézniczkowaniu funkcji odwrotnej). Jezeli U jest otwartym pod-
zbiorem R? oraz f : U — W C R? jest odwracalng funkcjq klasy C', takq Ze dla dowolnego
x € U zachodzi (IX.14), to W jest otwarty, f=* jest klasy C' oraz dla dowolnego x € W
zachodzi

Df~Ha) = (Df(f(@)™" cayli MJIf~(z) = (MIf(f~}(2)))~". (IX.16)

Dowéd.

Rozwazmy dowolny a € W. Niech g = f~'(a) i niech r, V, f bedzie dobrane do z, tak
jak w tw. IX.6. W szczegélnosci zatem a € V = f(K(xo,7)) C W, zatem ze wzgledu na
dowolno$¢ a i otwartos¢ V' zbiér W tez jest otwarty. Ponadto dla dowolnego y € V' mamy
FUWy) = f(y), cayli f~'|y= f1, zatem f~'|y jest klasy C*, skad f~! jest klasy C", dzieki
otwartoéci V' i dowolnoéci a. Pozostaje wykaza¢ (IX.16). Mamy f o f~! = Iy, gdzie Iyy —
funkcja identyczno$ciowa na W, tzn. Iy (x) = = dla z € W. Dla dowolnego x € W funkcja
71 jest rézniczkowalna w x, jak juz wykazaliémy. Takze (z zalozenia) f jest rézniczkowalna
w f71(z), a zatem z tw. IX.4 pkt. 3 mamy

Df(f(z)) o Df*(x) = DIw(z) =1,

gdzie I — przeksztalcenie identycznoéciowe na R?, skad natychmiast dostajemy (IX.16). [

Na zakonczenie tego podrozdziatu zauwazmy tylko, ze w tym twierdzeniu przyjeliSmy nieco
inne zatozenia niz w przypadku jednowymiarowym, mianowicie zatozenie o tym, ze f jest
klasy C!. Zrobiliémy tak jednak ze wzgledu na tatwosé¢ dowodu, choé¢ prawdziwe jest takze
twierdzenie z cigglodcia f~! i rézniczkowalnodcia f zamiast zaltozenia, ze f jest klasy C!.

5. Pochodne czastkowe wyzszych rzedéw
o Klopoty z definicja
Jak rozniczkowadé wielokrotnie funkcje wielu zmiennych?
Pytanie to wydaje si¢ trudniejsze niz w przypadku jednej zmiennej z nastepujacych powodow.

Pochodna funkcji jednej zmiennej byta funkcjg takze jednej zmiennej o wartosciach tego same-
go typu, co wartoéci funkcji wyjéciowej. Gdy f jest funkcja m zmiennych o wartosciach w R¥,
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to jej rozniczka w kazdym punkcie x nie jest juz elementem RF. A zatem D f mozna traktowaé
jako funkcje zalezng od x (czyli tez m zmiennych), ale juz o zupelnie innych wartosciach —
w zbiorze przeksztaltcen liniowych z R™ w R¥. Dwukrotne rézniczkowanie f musialoby wiec
polega¢ na jednokrotnym rézniczkowaniu takiej dziwnej dos¢ funkeji D f. Wydaje sie to trud-
ne, albo raczej skomplikowane, szczegdlnie gdy pomyslimy o jeszcze wyzszych rézniczkach niz
druga...

Na ogétl jednak postepuje si¢ troche inaczej — zamiast rézniczkowaé tak zawila funkcje D f rozpatruje si¢ funkcje

x ~ Df(x)(h) € R*¥ przy ustalonych h. Dla wszystkich h € R™ sa to funkcje m zmiennych, ale juz o wartosciach

w RF, tak jak wyjsciowa funkcja f. Jesli przy kazdym wyborze h taka funkcja — oznaczmy ja jako Dy, f — jest w

punkcie x rézniczkowalna, to méwimy, ze f jest dwukrotnie rézniczkowalna w z, a drugq rézniczkq w x nazywamy
przeksztatcenie D2 f(z) : R™ x R™ — R¥ zadane dla h(1), h(2) € R™ wzorem

DQf(x)(h(l)’h(Q)) = D(Dh(1)f)((l?)(h(2>),

Kontynuujac takie postepowanie mozna zdefiniowaé rekurencyjnie n—krotna rézniczkowalnosé i n—ta rézniczke
D™ f(x) funkcji f w punkcie z, ktéra — jak latwo si¢ przekona¢ — bedzie okreslona na (R™)™ i bedzie przeksztal-
ceniem n-liniowym (tzn. liniowym ze wzgledu na kazda ze zmiennych wektorowych R, ... k(™ przy ustalonych
pozostaltych). Jak widaé jest to troche skomplikowane, ale (na szczescie...) nie bedziemy tym pojeciem postugiwaé
sie dalej — podaje to jedynie w celach ,informacyjnych”.

¢ Wyzsze pochodne czastkowe

Znacznie prostsze pojeciowo sg tzw. wyzsze pochodne czgstkowe. Jak pamigtamy pochodna
czastkowa 0., f byla funkcja tego samego typu co f (tyle samo zmiennych, taki sam typ
wartosci). A zatem wyzsze pochodne czastkowe mozna tatwo okresli¢ rekurencyjnie, podobnie
jak okreslato sie wyzsze pochodne funkcji jednej zmiennej, a jedyna rdéznica jest taka, ze
kolejne rdzniczkowania moga byé ,po rozmaitych zmiennych”. Jezeli f : D — RF, gdzie

D C R™ to jej pochodng rzedu n w punkcie z po zmiennych kolejno: z;,...,x;,, gdzie
Jiy -5 dn € {1,...,m}, oznaczamy (o ile istnieje) ktérymkolwiek z symboli
o f

axjn...a:jlf(x)v ajn,...7j1f(x)7 (I)

éhcjn e 8(133'1

A Scista definicja rekurencyjna jest taka:
Jezeli a € D oraz dla pewnego r > 0 pochodna czastkowa 0;, ; f(z) istnieje i jest
skoniczona w dowolnym x € D, , := K(a,r) N D oraz j,+1 € {1,...,m}, to

8jn+17jn,~~-7j1f<a> = jn+1 (ajny,]lf><a)7

o ile pochodna czastkowa po j,11 z prawej strony powyzszego wzoru istnieje.

o Jest ich (za)wiele...
A zatem moze by¢ az m™ réznego typu pochodnych czastkowych rzedu n. Np. gdy m = 2 i
n = 2 moga pojawiac si¢ 4 takie pochodne:
*f 0*f 0*f 0*f
a), a), a), a. a.. CL),
8x18x1 @IQ@CL’l 8x18x2 8x28x2

a przy m = 3 i n = 2 bedzie ich juz az 9.
Przyklad. Niech f:R? - R, f(z) = z1e%2. Wowczas

aﬂﬁlf(‘r) = €7, amzf(x) = 11", a$1:61f(x) = 0, 8$2$2f(x) = 1", aﬂﬁsz(x) = €,
Onra f (1) = €72

W powyzszym przyktadzie zwraca uwage fakt, ze w kazdym punkcie x zachodzi réwnosé

Oryan [ (2) = Oy, f ().
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¢ Jednak nie tak wiele

Okazuje sie, ze nie jest to przypadek. I cho¢ taka sytuacja nie zachodzi zawsze, to jednak,
jak zobaczymy za chwile, tak jest dla funkcji ,dostatecznie regularnych”. Najpierw musimy
okresli¢ czym ma by¢ owa regularno$é. Bedzie to uogélnienie na wyzsze rzedy pojecia klasy
C'. Mianowicie f : D — R jest klasy C™ (zapisujemy to takze: f € C™(D)) wtw istnieja jej
wszystkie'®) pochodne czastkowe do rzedu n - wlacznie i sa one funkcjami ciagtymi na D.
Twierdzenie IX.8. Jezeli f jest klasy C™ to dla dowolnego x € Int D wartosé¢ 0;,.. ;, f(x)
nie zalezy od kolejnosci liczb jyi, ..., Jn.

B.D.

¢ Wygodniejsza notacja

A zatem w przypadku takim jak w twierdzeniu mozna uprosci¢ nieco notacje stuzacg do zapisu
pochodnych czastkowych — nie jest bowiem wazne w jakiej kolejnosci rézniczkujemy, wazne
jedynie ile razy rozniczkujemy po danej zmiennej. W takiej sytuacji stosowany jest zatem
najczesciej jeden sposrod nastepujacych zapisow:

of

161
e

aaf(x)’ azﬁlxﬁmf(g”)?
gdzie « to tzw. multiindeks, czyli element (NU{0})™, oo = (v, ..., ), n = a1 + ... + ap,
oraz «; jest liczbg rézniczkowan po zmiennej ;. A zatem np. dla funkeji klasy C? i punktu
wewnetrznego x z dziedziny f mamy
o0 f 02 f o0 f
O f(2) = Opras ) = (z) = =

C0xiozlY 0x10xs v = 0x2071 o

(przy czym dwie pierwsze réwnosci to tylko wynik uzycia réznych oznaczen na to samo, a dwie
kolejne to konsekwencja twierdzenia 1X.8).

¢ Klopotliwa wygoda?

Jednak aby korzysta¢ w pelni z powyzszej wygody trzeba najpierw wiedzie¢, ze funkcja jest
klasy C™... Korzystanie do tego celu tylko z definicji bytoby tu mato sensowne. By sprawdzi¢
bowiem np. ze 81’8128];2 = 89?225;1, musielibysmy i tak wyliczy¢ m. in. obie te pochodne czastkowe i
sprawdzi¢ ciagtosé kazdej z nich, wiec ich réwnosé bytaby zapewne jasna i tak, bez twierdzenia

IX.8... Na szczescie prawdziwy jest ponizszy fakt dotyczacy operacji na funkcjach klasy C™.

Fakt. Jezeli f i g sq funkcjami klasy C™ okreslonymi na zbiorach otwartych, to ich suma,
réznica, iloczyn, iloraz oraz zloZenie (o ile dana operacja jest okreslona) jest takzie klasy C™.
Jezeli ponadto f jest odwracalna i ma rézniczke D f(x) odwracalng w kazdym punkcie dziedziny
funkcji f, to f~1 jest klasy C™.

Nietrudny dowdd indukcyjny tego faktu pomijamy. Dzieki niemu, by sprawdzi¢ np., ze
funkcja trzech zmiennych zadana wzorem f(z) = e™ In(1-+a3+a3) jest klasy C"™ wystarczy spraw-
dzi¢, ze sa takimi funkcje trzech zmiennych: x;, X9, X3 oraz jednej zmiennej: exp i In — a to
jest oczywiste przy dowolnym n.

Warto jeszcze wspomnieé, ze jezeli f jest klasy C™, to jest rézniczkowalna n—krotnie w sensie, o ktérym wspomnie-

lismy w dygresji na poczatku tego rozdzialu, w kazdym punkcie z wnetrza swej dziedziny. Stanowi to uogélnienie
znanego nam juz wczesniej wyniku dla n =1 (tw. IX.3).

160) Tyzn. wszystkie ze wspomnianych wezesniej m" mozliwych dla wszystkich n’ < n.

161) Ponadto najczedciej pomija sie w drugim i trzecim z tych zapiséw te zmienne, dla ktérych a; = 0 np.
O f — o°f

0x10x2 (x) T Ox10x30x2 (.’E)
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6. Pochodne czagstkowe rzedu 2 i ekstrema lokalne

Sposrod pochodnych czastkowych wyzszych rzedéw najwazniejsze beda dla nas pochodne rze-
du 2. Powodem tego jest pewne wazne kryterium dajace warunki dostateczne na ekstrema
lokalne funkcji.

o Warunek dostateczny na ekstrema dla jednej zmiennej

Zanim sformutujemy to kryterium, opiszemy sytuacje, jaka ma miejsce dla jednej zmiennej.

Twierdzenie IX.9. Jezeli D C R, f: D — R, a € Int D oraz f jest dwukrotnie rozniczko-
walna w a, przy czym f'(a) =04 f"(a) # 0, to

(i) jezeli f"(a) >0, to f ma minimum lokalne w a;
(ii) jezeli f"(a) <0, to f ma maksimum lokalne w a.

Wynik ten nietrudno udowodni¢ w oparciu o wzér Taylora z reszta Peano (patrz np. zadanie
30). Nie pojawil sie on dotad, poniewaz nie ma zbyt istotnego praktycznego zastosowania.
W przypadku bowiem funkcji jednej zmiennej, w ,typowych” problemach, rozpoznaje sie
ekstrema tatwiej poprzez badanie przedziatéw monotonicznosci, do czego wystarcza na ogdt
pierwsza pochodna.

¢ ,,Znak drugiej pochodnej” dla wielu zmiennych

Dla wielu zmiennych jednak nie mamy pojecia monotonicznosci, a zatem wynik w stylu po-
wyzszego mogtby okazaé¢ sie narzedziem przydatnym. Powstaje zatem pytanie:

Jak powinny wygladaé analogi zatozen ,f'(a) =07, ,f"(a) <07 ,f"(a) >07%

Z pierwszym z nich sprawa jest prosta — zastapimy go warunkiem D f(a) = 0, czyli grad f(a) =
0, a wiec warunkiem znanym juz nam jako konieczny dla ekstremum w punkcie wewnetrznym.
By poradzi¢ sobie z drugim warunkiem wprowadzimy najpierw nastepujace oznaczenia. Za-
tozmy, ze f: D — R, a € Int D, gdzie D C R™ i f jest klasy C? w pewnym otoczeniu punktu
a. Zdefiniujmy macierz H f(a) o wymiarach m x m:

0 f
Hf(a) = a
2,0=1,....m
(przypominam, ze w powyzszej notacji ¢ to numer wiersza, a j — kolumny). Macierz ta

nazywana jest macierzqg Hessego (funkcji f w punkcie a).

Jak mozna wykazaé, jest to macierz wspominanej we wczeéniejszych dygresjach drugiej rézniczki D? f(a). Przypo-
mnijmy, ze druga rézniczka D2 f(a) jest w szczegdlnosci forma dwuliniowa, a pojecie macierzy formy dwuliniowej
poznaliécie Parfistwo na wyktadach z GAL—u.

Na mocy twierdzenia IX.8 macierz ta jest symetryczna, (wiec hermitowska). Dla takich
macierzy znacie Panstwo (oczywiscie dzieki wyktadom z GAL—u) pojecia dodatniej i ujemnej
okreslonosci, a takze nieokreslonosci, odpowiadajace analogicznym pojeciom dla formy dwu-
liniowej wyznaczonej przez t¢ macierz. I wlasnie te dwa pierwsze pojecia uzyte w odniesieniu
do macierzy Hessego postuzg nam za analogi warunkéw f”(a) > 01 f”(a) < 0.
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¢ Kryterium dla m—zmiennych

Twierdzenie IX.10 (o warunkach dostatecznych na ekstrema lokalne). Zalézmy, Ze
f jest klasy C* w pewnym otoczeniu punktu a € Int D oraz Ze grad f(a) = 0. Wéwczas

(1) jezeli H f(a) jest dodatnio okreSlona, to f ma minimum lokalne w a;
(ii) jezeli H f(a) jest ujemnie okreslona, to f ma maksimum lokalne w a;
(iii) jezeli H f(a) jest nieokreslona, to f nie posiada ekstremum lokalnego w a.

B.D.

Dowdd tego twierdzenia mozna przeprowadzié¢ (podobnie jak dla m = 1) przy uzyciu odp. wersji wzoru Taylora
dla wielu zmiennych. My jednak nie bedziemy nawet podawaé postaci wielomianu Taylora dla m zmiennych, choé
warto wiedzieé¢, ze wzor Taylora poznany dla jednej zmiennej ma takze swoje wielowymiarowe uogélnienie.

Uwagi.

1. Sytuacja (iii) nie miata swego odpowiednika dla m = 1. A to dlatego, ze macierz 1 x 1
nie moze by¢ nieokreslona.

2. Pamietajmy, ze przypadki (i), (ii), (iii) nie wyczerpuja wszystkich mozliwosci — macierz
H f(a) moze byé jeszcze potokreslona (dodatnio lub ujemnie)'®? i w tym przypadku
twierdzenie nie rozstrzyga o istnieniu lub nieistnieniu ekstremum. Odpowiada to sytuacji,
gdy f"(a) =0 dlam = 1.

3. Ekstrema lokalne z p. (i) i (ii) twierdzenia sa nawet $cislte (inaczej wilasciwe), tzn. w
pewnym otoczeniu punktu a warto$é¢ f(a) osiagana jest tylko w punkcie a.

4. Twierdzenie to daje nam pewne warunki dostateczne na ekstrema lokalne. Stanowi
ono zatem wazne uzupelnienie twierdzenia IX.1, dajacego jedynie warunki konieczne
(przy odpowiednich zatozeniach), ktére sa zreszta czescia pojawiajacych sie tu warunkow
dostatecznych.

¢ Okres$lonosé macierzy — metoda Sylwestera

Aby utatwi¢ Panstwu praktyczne korzystanie z twierdzenia 1X.10 przypomnijmy nastepujacy
algebraiczny fakt pomocnych przy badaniu okreslonosci macierzy.
Niech A bedzie macierzg rzeczywista symetryczng o wymiarach m x m.

Fakt 1 (kryterium Sylwestera).

o A jest ujemnie okreslona wtw szl,,,_7m (—1)Fdet A® > 0,

gdzie A®) jest macierzq powstaly z A przez skreslenie kolumn i wierszy o numerach wiekszych
niz k.

Powyzszy wynik poznaliscie Panstwo juz, by¢ moze, na wyktadzie z GAL—u.

162) Tzn. okreslona nieujemnie (odpow.: niedodatnio) ale nie okreslona dodatnio (odpow.: ujemnie).
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¢ Metoda wartosci wlasnych

Do sformutowania kolejnego wyniku potrzebne nam bedzie pojecie warto$ci wtasnej macierzy.
Liczba A € C jest wartoscig wilasng macierzy A (tu nie musi by¢ ona symetryczna) wtw A
jest pierwiastkiem réwnania (tzw. rdwnania charakterystycznego)

det(A — ) =0.

Latwo wykazac, ze lewa strona powyzszego rownania jest wielomianem m-tego stopnia wzgle-
dem A\ — jest to tzw. wielomian charakterystyczny macierzy A. Zatem macierz moze mie¢ co
najwyzej m roznych wartosci wlasnych zespolonych, a liczac je ,z krotno$ciami”, jako pier-
wiastkow powyzszego wielomianu, jest ich dokltadnie m. Mozna tez wykazaé¢, ze dla A —
hermitowskich wszystkie one sg liczbami rzeczywistymi.

Fakt 2.

e A jest dodatnio okreslona wtw wszystkie wartosci wlasne A sq dodatnie'®®

o A jest ujemnie okreslona wtw wszystkie wartosci wiasne A sq ujemne,

o A jest nieokreslona wtw istnieje dodatnia wartosé¢ wtasna A i ujemna wartosé¢ wtasna
A.

o Negatywne kryterium dla parzystego wymiaru

Nietrudno wykazad, ze iloczyn wszystkich wartosci wtasnych A liczonych z w.w. krotnosciami
rowny jest det A. Otrzymujemy stad wniosek, bedacy bezposrednia konsekwencjg ostatniej
czesci powyzszego faktu.

Whiosek. Jezeli m jest parzyste oraz det A < 0, to A jest nieokreslona.

Dowdéd.

Niech Ay, ..., A\, beda wartosciami wlasnymi A wypisanymi z krotnosciami. Zatem det A = \;-
. Am, czyli A; # 0 dla kazdego j. Gdyby wszystkie \; byty dodatnie, to det A bytby dodatni.

Gdyby wszystkie byly ujemne, to takze mielibySmy det A > 0 ze wzgledu na parzystos¢ m.

Stad istniejg A; 1 A; réznych znakow. O]

¢ Pewne przykladowe zadanie

Zobaczmy jak mozna zastosowac¢ opisang tu teorie w konkretnej sytuacji.

Przyklad. Niech f : R? — R, f(z) = 2? + 23 + ax1xs. Sprobujemy wyznaczy¢ wszystkie
ekstrema lokalne tej funkcji w zaleznosci od parametru a € R. Sprawdzimy wiec warunek
konieczny grad f(x) = 0 na to, by w x bylo ekstremum lokalne. Mamy

O, f(x) = 221 + axe, O, f(x) = 229 + axy,
otrzymujemy zatem uktad réwnan

2.1‘1 +ary, = 0
ary + 2x, = 0.

Poniewaz macierz tego ukladu (lewej strony) to B = ( Z 62L

a # +2 uklad ten ma doktadnie jedno rozwiazanie z = 0 (tj. 21 = 2o = 0). Gdy a = 2, to

i det B = 4 — a? zatem, dla

163) Przypomnijmy, ze dodatnie tzn. > 0, nie tylko > 0.
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rozwigzaniem jest cata prosta [y o réwnaniu zo = —x1, a gdy a = —2, to rozwigzaniem jest
prosta [_, o rOwnaniu xy = 7.
Teraz policzmy H f(x). Mamy

Hf(x):<2 ;L):B

(te druga réwnosé nalezy raczej traktowaé jako przypadek...) — zauwazmy, Ze tu macierz
Hessego okazala sie by¢ niezalezna od x. Dzieki kryterium Sylwestera macierz ta jest dodatnio
okreslona wtw det B > 0 wtw |a] < 2, ale nie jest ona nigdy ujemnie okreslona. Z kolei
z wniosku z faktu 2, gdy |a| > 2, to Hf(x) jest nieokreslona. To samo mozemy uzyskaé
bezposrednio z faktu 2, bowiem det(B — A) = (2—A)?—a*> = (2—a—\)(2+a — ), skad
warto$ciami wlasnymi H f(x) sa liczby 2 —a 1 2 + a. W efekcie, twierdzenia 1X.1 1 IX.10 daja
nam czesciowe rozwigzanie problemu:

e jezeli |a| < 2, to jedyne ekstremum lokalne jest w z = 0 i jest to Sciste minimum lokalne;
e jezeli |a] > 2, to f nie posiada ekstreméw lokalnych.

Pozostaje przypadek a = +2. Na szczescie daje sie on zbadaé ,recznie” (zreszta powyzsze
przypadki takze dawaly sie zbadaé¢ bez calej tej teorii — jak?). Wowczas bowiem f(x) =
(11 & 2)?, a zatem na calej prostej ,r; &= z5” osiagana jest warto$¢ najmniejsza funkcji f
wynoszaca 0. W szczegoélnosci zatem w kazdym punkcie prostej 1o funkcja f osiagga minimum
lokalne (nie jest to minimum $ciste) i sa to jedyne ekstrema lokalne f.
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Zadania do Rozdzialu IX

Vo1

Wyznacz prosta styczna do obrazu krzywej f w punkcie a:
(a) f:[0;2N7] — R?, f(t) = (Rcost, Rsint, §%) gdzie N € N, R,a > 0, a = f(n);
(b) f:]0;2N7] — R?, f(t) = (R + at)(cost,sint), gdzie N € N, R, > 0, a = f(7).

Ponadto zinterpretuj sens geometryczny obrazéw tych krzywych oraz role parametrow
N, R, .

Znajdz przyktad takiej krzywej f : [a;b] — R? klasy C', dla ktérej nie zachodzi teza
twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej, tzn. takiej, ze

vce[a;b] f(b) - f(CL) 7é (b - G,) ' f/(C).

. Rozwazamy nastepujaca sytuacje dotyczaca funkcji d zmiennych, gdzie d = 1 lub 2.

Funkcja f: K(0,1) — R jest ciagla, po obcigciu do K(0,1) jest klasy C! oraz:

1. 0 jest jedynym punktem x € K(0,1) gdzie grad f(z) = 0,
2. f ma maksimum lokalne w 0,

3. f nie osigga wartodci najwiekszej w punkcie 0.

(a) Wykaz, ze taka sytuacja nie jest mozliwa gdy d = 1.

(b) Przedstaw przekonywujaca ilustracje mapy poziomic takiej funkcji f, ktora jest
przyktadem powyzszej sytuacji przy d = 2.

. Oblicz pochodne czastkowe (rzedu 1) po wszystkich zmiennych (w kazdym punkcie dzie-

dziny) funkcji f i sprawdz, ze f jest funkcjg klasy C:
‘R® = R, f(z) =@+,
(0400 = R, f(a) =)

Dla ponizszych funkcji f : R?> — R zbadaj w jakich punktach z istnieje pochodna
czastkowa 0 f(x), a w jakich 0y f(x):

(a) f(z) = |o1|zo;

(b) f(x) =/t + a5 — |z

Dla funkcji z zadania 16 zbadaj

(i) istnienie kazdej z pochodnych czastkowych (1-go rzedu) w 0;

(ii) istnienie pochodnych kierunkowych w kierunku kazdego wektora w 0. Wyniki skon-
frontuj z wynikami zadania 16 (dot. ciagtosci f w 0).

Wykaz, ze jezeli funkcja skalarna f okreslona na ,kostce” D := [a1;b1] X ... X [am; b
posiada wszystkie pochodne czastkowe (rzedu 1) w kazdym punkcie dziedziny i sa one
funkcjami ograniczonymi, to f jest funkcja Lipshitzowska, tzn.

Feer Vayen 1f(x) = fy)] < cllz =yl

170 [1X.26]



10.

V11

12.

V/ 164)13,

YV 14.

Y/ 165) 15,

Wykaz, ze jezeli U jest otwartym podzbiorem R? oraz f : U — R spelnia warunki takie
jak w zadaniu 7, to f jest ciagla.

Wskazéwka: uzyj wyniku z zadania 7.

Wykaz, ze jezeli istnieje pochodna kierunkowa 0, f(a), to dla dowolnego a € R istnieje
takze Ouy f(a) oraz Ou, f(a) = ad, f(a).

Niech f : R? — R bedzie funkcja jednorodna, tzn. taka, ze dla dowolnego t € R i z € R?
zachodzi f(tz) = tf(z). Wykaz, ze f jest rozniczkowalna w 0 wtw f jest funkcjonatem
liniowym (tzn. skalarna funkcja liniowa).

Zbadaj rézniczkowalnosé funkcji f : R® — R, f(z) = 22wy + 212903 + 723 — 923 dwoma
sposobami:

(a) bezposrednio z definicji rézniczki;

(b) w oparciu o twierdzenie 0 rézniczkowalnosci dla klasy C1” (tw. IX.3).
Niech f:R? — R, f(x) = |z1| - 7o (patrz zad. 5 a). Zbadaj rézniczkowalnosé f.

Zmnajdz macierz Jakobiego funkcji f w punkcie a:

(a) f:R?2 = R3 f(x)= (21,21 + T2, 71 - Ta), a=(1,7);
(b) f: R —=R?  f(x) = (z1 + 229 + 3x3, 71 - 23 - 23), a=(0,1,2);
(c) f:RY =R, f(x)= (emr72%s24), a=(1,0,1,0);
(d) f:R—=RY f(t)=(0,ttt%), a=1;
(e) f:R—TR, f[f(t)=arctg(t>+1), a=1.
Oblicz pochodna kierunkows funkcji f w punkcie a w kierunku v = (0, \%, 0, %) dla

przyktadu z zadania 13 ¢) dwoma metodami:

(a) przy uzyciu definicji %(a),
(b) wykorzystujac wynik z zadania 13 ¢) i odpowiedni (jaki?) wynik z wykladu.

W oparciu o twierdzenie o ekstremach lokalnych (tw. IX.1)'%) znajdz kresy (gérny i
dolny) ponizszych funkcji f : D — R. Zbadaj, czy kresy te sa przez f osiagane.

(a) D={z €R?: 25 >0, 2 +23 <1}, f(z) =21+ (z2—3)%
(b) D={(z,y,2) eR3:2,y,2>0, v +y+2<4}, flv,y,2)=ayz(4—2x—y—2),
(C) D = {JJ (- ]RQ 1T, Lo < O}, f(gj) — (xl + 3x2>€2:101-‘r9027

(d) D=R* f(z)=zize” 1772,

Wskazowka do c¢) i d): udowodnij nastepujace twierdzenie .0 osiaganiu jednego kre-
su” (por. takze zad. 15): Gdy istnieje zbior zwarty K C D oraz a € K takie, Ze

‘v’xeD\K f(z) = fla) (< f(a)), to f, jesli jest ciggla, osigga swdj kres dolny (gdrny).

164) Cho¢ 2 przyklady.
165) Przynajmniej jeden z a), b) i jeden z c), d).

166)

Tu prosze¢ nie stosowaé jeszcze twierdzenia o mnoznikach Lagrange’a.
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16.

17.

18.

19.

Wyznacz wymiary takiego prostopadiosciennego akwarium bez ,gérnej przykrywki” o
objetosci 100 litréow, na ktérego zbudowanie potrzeba zuzy¢ najmniejszej powierzchni
szyb.

Wyznacz wymiary prostopadtosciennego 100 litrowego akwarium o szkielecie zbudowa-
nym z pretéw (wzdtuz wszystkich krawedzi), na zbudowaniu ktérego potrzeba najmniej-
szej dtugosci pretow.

Bez uzycia pochodnych czastkowych rzedu 2 znajdz ekstrema lokalne funkcji f : R> — R
zadanej wzorem f(x,y) = 2%y>(6 — z — y).

Wskazéwka: naszkicuj poziomice ,zerowa” dla f (tzn. f~1({0})) oraz zbadaj znaki f
poza ta poziomica.

Przy uzyciu ,reguly tancuchowej” (wniosek ze str. 158) wyprowadz wzory:

i (a) na pochodng iloczynu dwéch skalarnych funkeji rézniczkowalnych jednej zmiennej,

20.

Y 21.

22.

Y 23.

24.

25.

26.

(b) na pochodna iloczynu trzech skalarnych funkcji rézniczkowalnych jednej zmiennej,

h(t)

(¢) na pochodna funkcji danej wzorem f(t) = (g(t))™", gdzie g(t) > 01 g oraz h —

rozniczkowalne funkcje skalarne jednej zmienne;j.
Korzystajac z ,reguty tancuchowej” wykaz nastepujace twierdzenie:

Jezeli f: U — R jest funkcjg roziniczkowalng, takg Ze \leey grad f(z) = 0 oraz U jest
taki, ze kazde dwa jego punkty mozna polgczyé tamang zawartg w U, to f jest stala.

Niech f : R? — R bedzie rézniczkowalna oraz vxeu@ A (1) = 2%(93). Wykaz, ze na

Ozg
kazdej prostej o rownaniu 2x5 + 1 = ¢ funkcja f jest stata.

Niech f : R? — R bedzie rézniczkowalna oraz VWE]R $g—£(x, y) = y%(@ y). Wykaz, ze
jesli Vpso f(z,x) >0, to Vx,yeR f(z,y) = 0.

Wskazéwka: znajdz najpierw pewna rodzine podzbioréw R?, na ktérych f jest stala.

Niech A C R? oraz v € R%. Bedziemy méwi¢, ze v jest prostopadty do A w punkcie xy € A
wtw dla dowolnej krzywej 7 : [a;b] — A rézniczkowalnej w (a;b) zachodzi +/(tp) Lv dla
kazdego ty € (a;b) takiego, ze v(ty) = xo. Wykaz twierdzenie:

Jezeli f : U — R jest rézniczkowalna, U — otwarty w R?, to grad f(z)
jest prostopadly do poziomicy funkcji f wyznaczonej wartoscig f(xo) (tzn. do

Y f(x0)})) w punkcie xo, dla dowolnego xy € U.
Wykaz p. 3 twierdzenia IX.4 (czyli punkt o rézniczkowaniu zlozenia).

Wykaz, ze jeéli f: D — Rig: D — R sg rézniczkowalne w a € D C R™ to f - g jest
rozniczkowalna w a oraz dla h € R™ zachodzi

D(f - g)(a)(h) = Df(a)(h) - g(a) + f(a) - Dg(a)(h).
Dowdéd przeprowadz w oparciu o rézniczkowanie ztozenia.

Wykaz, ze suma, réznica, iloczyn, iloraz i ztozenie funkcji klasy C*! okreslonych na zbio-
rach otwartych naleza do klasy C*.
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Y 167)o7, Znajdz kresy funkcji f zadanych ponizszymi wzorami na zbiorze M, zbadaj czy sa one
osiggane.

(a) f(x) =%+ 2, M ={x € R?: 25 + 3z, = T};

(b) f(z) =+/(x1 —2)% + 23, M={xeR?*: 22+ 23 =1};

(c) flx,y,2) = zyz, M={(z,y,2) ER}:x+y+z=a>+92+22=1};
(d) f(z) = Azy + Bxy + C, M={xeR?*: 22+ 23 =1};

(e) flz,y) =%+ 12zy +2y%, M = {42 +y* <25}

(f) flz.y,2) =2 — 2y + 2z, M ={(z,y,2) eER*:a® + 1y + 22 = L, s+ y+ 2z = 0};
(€) F(@) =l M= {reR e o)

() f(z) = xlx%x%’ M={ze R? : 2y, @9, 23 > 0,21 + 219 + 323 = 6};

(i) f(z) =T+ 223 + 323, M = {z € R®: ||z|> < 100};

() f(z,y,2) =z +y+z, M= {(r,y,2) eR®: 2 +y* < 2 < 1};

(k) f(z,y,2) =+ 2y, M= {(z,y,2) e R?: 2? +y* = 1,2y*> + 92 = 1};

) fz.y,2) =2 +2, M ={(z,y,2) €R®: a? + > + 22 = 1,2% + 4y* + 9% = 1},

28. Wykaz nieréwnosci:
(a) =55 > (B dlan > 1, 2,y > 0;

(b) (nierl. Holdera) Y-7_; zeyr < (XZp_q|zklP)
+lo,
q

1
- (Chtlyk])e dla zp,ye € R, pog > 1,

3 =

1

p
Wskazowka: Szukaj kreséw jednej (odpowiedniej...) ze stron nieréwnosci traktowanej
jako funkcja okreslona na zbiorze, na ktérym druga ze stron jest stata.

29. Czy istnieje punkt z plaszczyzny w R? o réwnaniu 3z, — 2253 = 0, dla ktérego suma
kwadratéw odlegtosci od punktéw (1,1, 1) i (2,3,4) jest najmniejsza? Jesli tak, to znajdz
wszystkie takie punkty.

V' 30. Niech I bedzie otwarta d-wymiarowa kostka, tzn. zbiorem postaci I = (a1;b1) X ... X
(ag;bq) C RE (I # 0). Rozwazamy funkcje f : I — R? klasy C! spetniajace Vye; det D f(z) #
0.

(a) Sprawdz, ze gdy d = 21 f(x) = (z1cosxg, zysinxy) dlax € I = I = (0,R) X R,
gdzie R € (0;400), to warunki powyzsze sa spelnione, ale f nie jest réznowarto-
Sciowa.

(b) Wykaz, ze gdy I z pkt. a) zmienimy na (0, R) x (0; 27) nie zmieniajac wzoru na f,
to f bedzie dyfeomorfizmem na f(I). Wyznacz f(I). Wyznacz dla R > 1 wektor
Df=1((-=1,0))((1,2)) bez uzycia wzoru na funkcje f~*.

(¢) Wykaz, zegdyd = 1,to f : I — f(I)jest odwracalna, a nawet jest dyfeomorfizmem.
31. Znajdz wszystkie pochodne czastkowe wszystkich mozliwych rzedéw dla:

Y (a) f:R?2 =R, f(x) = 222,

167) Przynajmniej 3 przyklady, w tym conajmniej jeden z ,<” w definicji M.
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(b) f ‘R? — R7 f(gj) = xle($1+2$2+3x3)

Dla jakich n € N w powyzszych przyktadach f jest funkcjg klasy C™?

V 32. Oblicz am%ml (0) i 8;?(’;332 (0) dla f : R? — R zadanej wzorem

0 dlaz=0
-]

xlxg% dla x # 0.
Czy ta funkcja jest klasy C??

V 168)33 Znajdz ekstrema lokalne ponizszych funkcji:

() f R R, f(z) = (01 — 1) + 203

(b) f:R? =R, f(x) = 2x 29 — 2% — 203;

(c) f:R* =R, f(z,y) = 2% + doy;

(d) f:R® =R, f(z) = 2% + 22 + 22 + 1429 — 10z3;
(e) f:R? =R, f(z) = x122(1 — 21)(2 — 25);

(f) [ R =R, f(z,y,2) = y* + 2% + 2xy;

(g) [: R} =R, f(x,y,2) = =222 + 3y> + 22 + 2yz;
(h) f:R® =R, f(z) =223 + 23 + 22 + z129;

(i) f:R® =R, f(z) = =32} — 223 — ga3 + 2123;
(j) f:R? =R, f(x) = —4a — 5x3 — 323 + 221235
(k) f:R?2 =R, f(x) = e2>®T3%2(822 — 61115 + 323);
(1) f:R2 =R, f(z,y) = e @

168) Przynajmniej 3 przyktady, w tym conajmniej 1 dla R3.
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X Teoria miary i catki. Rachunek catkowy wielu zmien-
nych

[okolo 6 wykladdw]

W tym rozdziale poznamy ogoélniejszy i ,wygodniejszy” rodzaj calki niz poznana w rozdzia-
le VII catka Riemanna, a mianowicie catke Lebesgue’a. Uzyjemy jej tu przede wszystkim do
catkowania funkcji wielu zmiennych. Zaczniemy jednak od ujecia abstrakcyjnego.

1. Miara i catka wzgledem miary.

Omoéwimy abstrakcyjne podejécie do catkowania, czyli tzw. teorie Lebesque’a miary i catki.
Przy tym podejsciu mozna bedzie catkowaé¢ funkcje wzgledem pewnej wybranej przez nas
miary, czyli pewnego wybranego sposobu mierzenia zbioréw. Musimy zatem zaczaé¢ nasze
rozwazania od definicji miary. Opiszemy tam wtasnosci takiego sposobu mierzenia ,rozmiaru”
zbioréw, ktéry by niejako uogdlnial znane dobrze (choé¢ nie na $cistym poziomie) pojecia
dhugosci, pola powierzchni czy objetosci. Bedzie to Panstwu nieco przypominaé abstrakcyjna
definicje metryki — tam uogolnialismy pojecie odlegtosci, tu natomiast uogélnimy pojecie pola
powierzchni, czy objetosci zbioru. Jest jednak pewna wazna réznica pomiedzy tymi dwoma
rodzajami uogo6lnien. Metryka pozwalata na mierzenie odlegtosci pomiedzy kazdymi dwoma
punktami zbioru, tymczasem miara dos¢ czesto bedzie mierzyta tylko niektére podzbiory
danego zbioru. Powodem takiej sytuacji jest najczesciej nie tyle che¢ niemierzenia niektérych
podzbioréw, co raczej niemoznos¢ ich zmierzenia, cho¢ moze to si¢ wydawaé zaskakujace...
Rodzine (czyli zbior) tych podzbioréw, ktére dana miara bedzie mogta zmierzy¢ bedziemy
nazywali rodzing zbioréow mierzalnych.

¢ Sigma—ciata

Rodzina zbiorow mierzalnych nie moze by¢ catkiem dowolng rodzina podzbioréw ustalonego

zbioru X. Musi to by¢ rodzina zamknieta ze wzgledu na wszystkie co najwyzej przeliczalne

operacje na zbiorach i musi do niej nalezeé¢ §). Taka rodzine zbioréw nazywamy o —ciatem'6? .

Precyzyjna definicja jest nastepujaca.

Definicja. Rodzina MM podzbiorow zbioru X jest c—ciatem (podzbiorow X ) wtw
1. ) e M,

2. Vaem X\ A€M,
3. Dla kazdego ciggu zbioréw {An}n>1 takich, ze \V/neN A, €M zachodzi U A, €M.

neN
Okazuje sig, ze powyzsze trzy punkty wystarczaja do tego, co zapowiadaliSmy przed defini-
cja. Korzystajac ze znanych wtasnosci dziatan na zbiorach nietrudno bowiem wykazac¢ ponizszy
wniosek (patrz zad. 6).

Whniosek. Jezeli M jest o—ciatem oraz A, B, A,, € M dla kazdego n € N, to

1. A\B, AUB, AnB e M,
2. [ A, e M.
neN
Oczywiscie do o—ciata musi zawsze naleze¢ takze zbior X (na mocy punktéw 1.1 2. defini-
cji).

169) Czyt.: ,sigma-cialo”; niektérzy uzywaja zamiast tego nazwy o -algebra.
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¢ Najprostsze o—ciala

Oto kilka najprostszych o—ciat:

1. 2% — rodzina wszystkich podzbioréw zbioru X jest o—cialem — to najwicksze o—cialo
podzbiorow X.

2. Druga skrajnos¢, to {0, X} — to najmniejsze o—cialo podzbioréw X.

3. Niech X = {1,2,3}. Rodzina MM = {0,{1},{2,3},X} jest o—ciatem podzbioréw X
(réznym dla tego X od dwbch poprzednich przyktadéw).

¢ o—ciala generowane

Jednak tak naprawde najwazniejsze przyktady o—ciat sa na ogét trudne do opisania w jawnej
formie. Dlatego wygodnie jest uzywaé pojecia o—ciata generowanego przez pewng rodzine A
podzbioréw X (tzn. A C 2%). To o—ciato bedziemy oznaczaé przez o(A) i definiujemy jako
najmniejsze (w sensie zawierania zbiorow) o—cialo podzbioréw X zawierajace rodzine A.
Nietrudno wykazaé, ze dla dowolnej rodziny A takie najmniejsze o—cialo istnieje. Niech
bowiem ¥ 4 oznacza zbiér wszystkich o—cial podzbioréw X zawierajacych A 7 . Wéwcezas

1 m

MeEX 4

jest rodzina podzbioréw X, ktéra zawiera A (bo kazde M € 3 4 zawieralo A) i jest o—ciatem,
bo przecigcie dowolnego zbioru o—cial jest o—cialem (wynika to natychmiast z definicji o—
ciala). Na dodatek ta rodzina, na mocy swej definicji, zawiera sie¢ w kazdym 9t € 3 4. Jest to
wiec wlasnie o(A).

Przyklady.

1. X =N, A= {{n}: n € N} —rodzina wszystkich jednoelementowych podzbioréw zbioru
N. Wowezas 0(A) = 2V, gdyz kazdy podzbiér zbioru N jest skoficzona lub przeliczalng
sumg elementéw rodziny A.

2. X =R¢ A — rodzina wszystkich otwartych podzbioréw RY. Wéwezas o(A) nazywamy
rodzing zbioréw borelowskich w R? (a jego elementy to zbiory borelowskie) i oznaczamy
przez B(RY). Mozna wykazaé, choé¢ weale nie jest to tak od razu oczywiste, ze B(RY) #

2R,
¢ Wybér generatoréow

Kazda rodzina zbioréw A o tej wtasnosci, ze o(A) = M dla danego o—ciata 9 nosi nazwe
rodziny generatoréw o—ciata 9. Rodzina generatoréw petni role nieco podobna do roli bazy
przestrzeni liniowej. Nie jest ona tez na og6t jednoznacznie wyznaczona przez IN.

Przyktad. Poza rodzing wszystkich otwartych podzbiorow R, takze kazda z ponizszych rodzin
generuje B(R) (tzn. jest rodzing generatoréow dla B(R)):

(i) rodzina wszystkich domknietych podzbioréw R,
(i) {(a;b):a,beR};
(iii) {[a;b] : a,b € R}

170) Oczywidcie ¥4 # 0, bo np. 2% € ¥ 4.
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(iv) {(—oc;a):a € R};
(v) {la;+0) : a € Q}.

Oczywiscie tego typu rodzin generatoréw jest znacznie wiecej (patrz zad. 7).

o Miary
Niech 9t bedzie pewnym o—cialem podzbioréw zbioru X. 9 bedziemy traktowaé jako rodzine

zbioréw mierzalnych, czyli mozliwych do zmierzenia przy uzyciu zadanej miary. Ale tak jak
zapowiadaliSmy, nie bedziemy rozwaza¢ tu na razie zadnej konkretnej miary, lecz podamy
definicje abstrakcyjna, tj. okreslajaca warunki (aksjomaty), ktére uznajemy za niezbedne (i
wystarczajace) do tego by dany sposéb pomiaru nazwaé miara.
Definicja. Funkcja pn: 9 — [0; +oc] '™ jest miarg wtw

1. p(®) =0,

2. (przeliczalna addytywnosé) dla kaidego ciggu {An}n>1 parami roztgcznych

(t]. Vm,'r;GN AN A, =0) zbioréw mierzalnych (tj. VneN A, € M) zachodzi

WU 4 =X ) x.1)

neN

Zauwazmy, ze zbior, ktérego miara znajduje sie po lewej stronie (X.1) jest mierzalny, dzieki
zatozeniu, ze 9N jest o—cialem.

¢ Kilka wlasnosci

Zanim zajmiemy si¢ przyktadami miar, wypiszemy kilka podstawowych wtasnosci kazdej miary,
bedacych konsekwencja powyzszej definicji. Zaktadamy tu, ze p jest miarg w X, tzn. ze p jest
miarg okreslong na pewnym o—ciele 91 podzbiorow X.

Fakt.

1. (skoticzona addytywnosé) Jezeli Ay, ..., A, € M i sq to zbiory parami rozlgczne, to
(U 4e) = 3t
k=1 k=1
2. (o—podaddytywnoscé) Jezeli A, € M dla kazdego n € N, to

o (U An) < fu(z‘ln)

neN

3. (monotonicznosé) Jezeli A,B € M i A C B, to u(A) < u(B).

Nietrudny dow6d powyzszego faktu zastawiam Panstwu jako zadanie (patrz zad. 15).

171) Ten ,przedzial” jest ,domkniety” z prawej strony tzn. chodzi o zbiér [0; +00) U {+0c0}.
172) Jedli choé jedna sposréd miar pu(A,) réwna jest +oo, to sume te definiujemy jako 400, w przeciwnym
wypadku jest to zwykla suma szeregu — posiada on sume (skonczona lub nie), gdyz p(A4,) > 0.
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¢ Przyklady miar

Oto kilka miar, dla ktorych sprawdzenie warunkéw z definicji nie sprawia zadnych istotnych
trudnosci:

1. (miara zerowa) Niech 9t bedzie dowolnym o—ciatem podzbioréw X. Funkcja p: 9T — R
stale réwna zero jest oczywiscie miara (ale inne funkcje state na 9t na miare sie nie
nadaja...).

2. (delta Diraca) Niech o € X iniech 9 bedzie pewnym o—ciatem podzbioréw X (czasami
w tym przypadku zaklada sie dodatkowo, ze {zo} € 9, choé nie jest to niezbedne).
Funkcja d,, : M — R zadana dla A € 90 wzorem

J 1 gdyxye A
5$O<A>_{0 gdy zo ¢ A

nazywa sie deltqg Diraca w xq i jest ona miarg (patrz zad. 13). Najczesciej uzywa sie tej
miary dla przypadku gdy X = R%, 2o = 0 i 9 = B(R?).

3. (miara liczaca) Rozwazamy znéw dowolne X oraz 9 = 2. Niech # : 2¥ — NyU {+o0}
bedzie zadana dla A C X nastepujaco:

#(A) = liczba elementéw zbioru A, gdy A — zbidr skonczony
| +oo, gdy A — zbiér nieskoniczony.

Funkcja ta jest miara, tzw. miarg liczgcq (patrz zad. 13).

¢ Miara skonczona i miara zupelna

Wyréznia sie rozmaite szczegdlne rodzaje miar. Na razie okreslimy dwa z nich.

Miara p jest skonczona wtw u(X) < 4+o00. Dwa pierwsze sposréd powyzszych przyktadéw
to miary skonczone, natomiast miara liczgca jest skonczona wtw X jest zbiorem skonczonym.

Miara g jest zupelna wtw kazdy podzbiér zbioru miary zerowej jest zbiorem mierzal-
nym'™) . Oczywiscie kazda miara okre$lona na o—ciele 2% jest zupelna, ale nie jest to wcale
warunek konieczny zupetosci. Mozna wykazac, ze kazda miara daje sie uzupehié, tj. rozsze-
rzy¢ do pewnego, by¢ moze wiekszego o—ciata, tak, ze to rozszerzenie bedzie juz miarg zupetna
(patrz zad. 22).

© Zbiory zerowej miary

Zbiory miary zero pelnig szczegdlng role w teorii miary — to takie zbiory, ktére w pewnym
sensie sg ,nieistotne”. W jakim sensie? — wyraza to ponizszy rezultat.

Fakt.

1. Dla zbiorow miary zero skonczone i przeliczalne operacje sumy, przeciecia oraz — dla
dwoch zbiorow — roznicy dajg zbior miary zero.

2. Jezeli A i Z sq mierzalne oraz u(Z) =0, to p(AUZ) = u(A\ Z) = pu(A).

173) A zatem podzbiér ten musi tez mie¢ automatycznie zerowa miare na mocy monotonicznodci miary.
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Dowdd (czesé).
Wykazemy tylko, ze jezeli u(A,) = 0 dla wszystkich n € N, to p(Upen An) = 0. Na mocy
o—podaddytywnosci miary p mamy

+oo +oo
O<M(U An) <D uA)=>0=0.
n=1 n=1

neN

o Miara Lebesgue’a

Wspomniane wezesniej przyktady miar byty dosé¢ proste i prawde powiedziawszy, dla nas nie-
zbyt wazne. Gtéwna miara jakiej potrzebujemy to taka, ktéra miataby cos wspdlnego z mie-
rzeniem dtugoéci w przypadku podzbioréw R!, powierzchni — w przypadku R? oraz objetosci
— w przypadku R?. Ogélnie, w przypadku R?, bedzie to tzw. d-wymiarowa miara Lebesgue’a.

Podanie Scistej definicji takiej miary jest niestety sprawg dos¢ trudng. Kazdy znany dotad
sposob jej (a wlasciwie — ich, ze wzgledu na dowolno$é wymiaru d) definiowania wymaga
jednoczesnego dowodzenia wielu nietrywialnych faktéw. Z koniecznosci ograniczymy sie za-
tem do samego sformutowania twierdzenia o istnieniu potrzebnej nam miary, przy dowolnie
wybranym wymiarze d.

Twierdzenie X.1 (o istnieniu miary Lebesgue’a). Niech d € N. Istnieje dokladnie jedna
miara pu, spelniajgca ponizsze warunki:

1. p jest okreslona na pewnym o—ciele MM podzbioréw RY takim, ze %(Rd) C M;
2. p([ar;b1] X ... X [ag;bg]) = (by — a1) - ...~ (bg — aq) dla dowolnych a; < by, ..., aq < by;
3. (przesuwalnosé) VAEW \v/xeRd p(x+A) = p(A) 1™ ;

4. u jest zupetna oraz kazdy zbior A € MM ma postaé A= Ap U Z, gdzie Ap € B(RY) oraz
7 C Ay dla pewnego Ay € B(R?), takiego ze u(Ag) =0 7).
B.D.

Miare spetniajaca warunki tego twierdzenia nazywamy d—wymiarowa miarg Lebesque’a, a
przy d = 1 takze krocej: miarg Lebesgue’a. Bedziemy ja oznaczaé przez A%, a gdy d = 1, takze
przez .

W pewnym sensie najwazniejsza sposrod wlasnosci miary A4 jest wlasnoéé 2. z powyzsze-
go twierdzenia. Dzigki przeliczalnej addytywnosci miary pozwala ona na ,wyliczenie” miary
kazdego zbioru, ktory jest przeliczalng suma parami roztacznych  kostek” tego typu (tj. o
krawedziach réwnoleglych do osi). Zauwazmy przy tym, ze tak naprawde nie jest istotne, by
kostki te byty domkniete — ich miara nie zalezy od tego, czy ktoras ze ,Scian” zawiera si¢ w
nich, czy nie. Np., dla d = 2 mamy

N?([0; 1] x [03 1]) = A*((0; 1) x (05 1)) = 1,
gdyz
[05 1] x 05 1] = ((0; 1) x (0;1)) U ({0} x [0;1]) U ({1} > [0;1]) U ([0; 1] x {0}) U ([0; 1] x {1})
przy czym kazdy z czterech zbior6w dodanych do (0;1) x (0; 1) jest na mocy pkt. 2. twierdzenia
X.1 zbiorem miary 0. Wiekszos¢ zbioréw, z ktorymi mamy w praktyce do czynienia to zbiory,

ktore sa rowne wczesniej wspomnianej przeliczalnej sumie kostek, z doktadnoscia ewentualnie
do pewnego zbioru miary zero.

™ ag4+A={z+aecR:ae A}
175) Oznacza to, ze p jest wspomnianym wczesniej uzupelnieniem obciecia p do 3(R?). Oczywiscie, podana
postaé A nie musi by¢ jednoznaczna.
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¢ Zbiory mierzalne w sensie Lebesgue’a

Mozliwos¢ zmierzenia przy pomocy miary Lebesgue’a rzeczywiscie pokaznej liczby zbiorow
zapisana jest w warunku 1 twierdzenia X.1 — mierzalne bowiem sg tu przynajmniej wszystkie
zbiory borelowskie. A znalezienie zbioru nieborelowskiego — to rzecz nietrywialna (cho¢ jest to
mozliwe, jak juz wezesniej wspomnieliSmy, patrz zad. 23). Sigma ciato, na ktérym okreslona jest
d-wymiarowa miara Lebesgue’a, zwane tez o—cialem zbiorow mierzalnych w sensie Lebesque’a
(wR?) — oznaczamy je L (R?), jest ,nieco” wigksze od o—ciata B(R?), ale jak méwi warunek
4 twierdzenia X.1, kazdy taki zbiér mierzalny rézni sie od pewnego zbioru borelowskiego o
zbiér miary (miary A?) zerowej.

¢ Funkcje mierzalne

Podobnie jak nie kazdy podzbiér R? da sie zmierzy¢ miara Lebesgue’a, tak nie kazda funkcje
da sie scatkowaé¢ wzgledem miary \%. Zresztg z tego typu trudnoscia spotkaliémy sie juz przy
teorii calki Riemanna. Jak sie juz wkrétce przekonamy, przy catkowaniu wzgledem miary !
ograniczenia dotyczace catkowanych funkcji sg jednak duzo mniejsze niz przy catkowaniu w
sensie Riemanna (to jeden z powod6w, dla ktorych teoria catki wzgledem miary Lebesgue’a
okazuje sie ,lepsza” niz teoria calki Riemanna). Pewnych ograniczen jednak uniknaé sie nie da.
Dla catki Lebesgue’a ograniczenia te sa dwoch typéw: ,jakosciowe” i ,ilosciowe”. To pierwsze
zwiazane jest z potrzebg tzw. mierzalnosci funkcyi, o drugim powiemy juz przy samej definicji
cafki.
Niech 9t bedzie pewnym o—ciatem podzbioréw X oraz niech f: D — R, gdzie D C X.

Definicja. Funkcja f jest mierzalna wtw
\V/Ae%(R) f_l(A) e M. (X.2)

A zatem, m. in. od dziedziny f wymagamy jedynie mierzalnosci (D = f~'(R))'™®) . Jak
widaé, w definicji tej istotny jest wybor o—ciata 91, natomiast w ogole nie jest jeszcze potrzebna
miara (stad tu méwimy o, jedynie, ,jako$ciowym”, a nie ,iloSciowym” ograniczeniu). Czasami,
aby wyraznie zaznaczy¢ o jaki wybor o—ciata chodzi w danym przypadku, bedziemy zamiast
,mierzalna” méwié¢ IM-mierzalna, a dla M = L (RY) takze mierzalna w sensie Lebesguea.

o Mierzalno$¢ funkcji nieco ogdlniej

Cho¢ catkowaé bedziemy jedynie funkcje o wartosciach liczbowych (ewentualnie o wartosciach
w R, ale o tym pdézniej), z kilku wzgledéw warto jest pojecie mierzalnoéci uogélnié¢ tez na
przypadek funkcji o innych warto$ciach. Zaltézmy mianowicie, ze f : D — X', D C X, przy
czym zadane jest takze pewne o-ciato 9" podzbioréw zbioru X'. Wéwczas f jest mierzal-
na, albo precyzyjniej: M, IM' — mierzalna wtw VAGW fYA) € M. A zatem o poprzednim,
szczegolnym, przypadku mierzalnosci funkcji skalarnej mozemy teraz powiedzie¢, ze byta to
M, B(R)—mierzalnos¢ w sensie tej ogdlniejszej terminologii.

¢ Jak sprawdzaé¢ mierzalnosé funkcji

Definicja mierzalnosci byta co prawda kréotka, ale czesto jest ona dos¢ niepraktyczna. Trzeba
bowiem sprawdza¢ pewien warunek dla wszystkich zbioréw A € 9, podczas gdy opisanie
postaci dowolnego elementu o—ciata 9’ moze by¢, jak wiemy, bardzo trudne. Na szczescie
sprawa sie bardzo upraszcza, gdy umiemy opisa¢ postaé¢ generatoréw o—ciata 9.

176) W przypadku miary A' to znaczenie stabszy warunek niz dla catkowalnoéci w sensie Riemanna — tam

dziedzina musiala by¢ przedzialem domknietym.
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Fakt. Jezeli M = o(A) i D € M, to [ jest M, M ~mierzalna wtw
Viea f7H(A) €. (X.3)

Dowdéd.
Oczywiscie implikacja ,=" zachodzi, gdyz A C M. Wykazemy ,<”. Zalézmy zatem (X.3)
i zdefiniujmy M := {AC X': f1(A) € M} — to tzw. ,przeniesienie M z X do X’ przy
pomocy f”. Dzieki wtasno$ciom przeciwobrazu funkcji tatwo wykazac, ze 9y jest o—cialem
podzbioréw zbioru X’. Np. jezeli \V/neN A, € My, to [T Unen An) = Unen fH(A4,) € MM,
bo M jest o—cialem oraz f~1(A,) € M dla kazdego n. A zatem U,cny A, € MMy Ponadto
(X.3) oznacza, ze A C M. Stad o(A) C M, gdyz o(A) jest najmniejszym w sensie ,C”
o—ciatem podzbioréw X’ zawierajacym A, a My — ,tylko” pewnym o-cialem podzbioréw X'
zawierajacym A. A wiec M C My, co oznacza wladnie, ze f jest M, M’ mierzalna. O]
Uwaga! W tym fakcie, w odréznieniu od definicji, musieliémy juz zaktadac, ze D € 9. War-
to zapamicta¢ rozumowanie uzyte w powyzszym dowodzie, gdyz jest ono charakterystyczne
dla sytuacji, w ktorych pojawiaja sie o—ciata generowane przez pewne rodziny zbiorow.

o Dwa wazne przyktady

1. Funkcje ciggle. Rozwazamy f : D — R, gdzie D C R¢, dla R? rozwazamy o-cialo £
(RY) zbioréw mierzalnych w sensie Lebesgue’a i D € £ (R%). Jezeli f jest ciagla, to f
jest mierzalna (tzn. £ (R?), B(R)-mierzalna). Wynika to z tego, ze dla B(R) rodzina
zbioréw otwartych jest (z definicji) zbiorem generatoréw, a skoro f — ciagla, to dla U
— otwartego w R zbiér f~1(U) ma na mocy twierdzenia VIIL.3 posta¢ V N D, gdzie V
— otwarty w R% A zatem V € B(R?) C L (RY), skad f1(U) =V ND e L (RY). Jak z
tego dowodu widaé¢, gdy f — ciagltai D € B(R?), to f jest nawet B(R?)-mierzalna.

2. Funkcje charakterystyczne zbiorow mierzalnych. Niech 9t bedzie o—ciatem podzbioréw
X, A € Mirozwazmy xa — funkcje charakterystyczng zbioru A, tj. funkcje z X w R

zadang wzorem:
(z) = 1 dlazxze A
XA =10 dlaxé A

I cho¢ takiej funkcji na ogot daleko do ciggtosci, to jest ona mierzalna. Niech bowiem
B bedzie jakimkolwiek podzbiorem R (nie koniecznie nawet borelowskim). Wowczas
X' (B) jest jednym z nastepujacych zbioréw: (), A, X \ A, X (pierwsza sytuacja — gdy
0,1 ¢ B, druga — gdy 1 € B ale 0 ¢ B, trzecia — gdy 0 € B, ale 1 ¢ B i ostatnia —
gdy 0,1 € B). Zatem y 4 jest mierzalna (tzn. 8(R)-mierzalna, tj. 9%, B(R)-mierzalna),
bo kazdy z tych czterech zbioréw nalezy do 9. A co wigcej x4 jest tez 28—mierzalna (tj.
9, 2%-mierzalna). Analogiczny wynik uzyskamy rozwazajac x4 jako funkcje okreslong
nie na catym X, ale na dowolnym D € 91, dla A C D.

¢ Mierzalnosé zlozenia

Zatozmy teraz, ze M, M, M” sa o—ciatami podzbioréw odpowiednio X, X', X" oraz D € IN,
D' € M. Jak sie okazuje, mierzalno$¢ wzgledem odpowiednich o—ciat zachowuje sie przy
sktadaniu funkcji.

Fakt. Jezeli f: D — D' jest M, M —mierzalna oraz g : D' — X" jest M, M" —mierzalna, to
go f jest M, M"—mierzalna (patrz rys. 30).

Dowéd.
Niech A € M”. Mamy (go f)"1(A) = f~1(g71(A)), ale g~(A) € M na mocy mierzalnosci g,
a zatem f~1(g71(A)) € M na mocy mierzalnosci f. O
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Rysunek 30. Diagram opisujacy zachowywanie sie mierzalnosci przy operacji sktadania funkc;ji.

¢ Niemierzalnos$é zlozenia...

Whbrew pozorom jednak ogdlnie nie jest prawda, ze ztozenie dwbdch funkeji mierzalnych jest
funkcja mierzalna, jezeli sktadamy funkcje rzeczywiste zmiennej rzeczywistej oraz mierzalnosé
obu funkcji rozumiemy jako L£(R), B(R)-mierzalnosé. By mie¢ pewnosé, ze ztozenie takie be-
dzie mierzalne, powinnismy zaktadaé, ze funkcja zewnetrzna jest B(R), B(R)-mierzalna!™ |
co jest nieco silniejszym warunkiem niz ten wczesniejszy (gdyz B(R) C L(R), ale réwnosé
nie zachodzi). Na szczescie jest to tez warunek ,prawie zawsze” spelniony w ,typowych sytu-
acjach”.

¢ Inne algebraiczne wlasno$ci mierzalnosci funkcji

Wiemy juz jak zachowuje sie wlasno$¢ mierzalnosci przy sktadaniu funkeji — czas teraz na
inne operacje.

Fakt. Suma, iloczyn, réznica i iloraz funkcji skalarnych mierzalnych (tzn. MM—mierzalnych) sq
mierzalne (w przypadku ilorazu zaktadamy oczywiscie, Ze dzielimy przez funkcje o wartosciach
réznych od 0).

Dowdéd.

Niech fi,fo : D — R beda mierzalne, gdzie D C X oraz w X rozwazamy o—ciato 9.
Wykazemy, ze fi + fo jest mierzalna. W tym celu rozwazmy f : D — R? zadang wzorem
f(x) = (fi(z), fo(x)).

Zauwazmy najpierw, ze f jest 91, B(R?)-mierzalna. Wynika to z faktu, ze w B(R?) mozna
jako zbior generatoréw wybraé rodzine wszystkich prostokatéw postaci [a; b] X [¢; d] (patrz zad.
10). Gdy to juz wiemy, na mocy faktu ze str. 181 wystarczy sprawdzi¢, ze f~([a;b] X [¢;d]) €
M. Ale f([a;8] x [e;d]) = {z € X1« fiw) € [0:8] 1 fo(2) € [e;d]} = fr ' ([asd)) N fa ' ([e;d)) €
M. Potrzebne byto tez by D € 9N, ale to mamy zagwarantowane np. przez mierzalnosé¢ f;.

Teraz zauwazmy, ze f1+ fo = po f, gdzie p : R? — R to funkcja opisujaca dodawanie liczb,
tzn. p(z) = x1 + xo. Poniewaz p jest ciagla, zatem w szczegolnodci jest tez oczywiscie B(R?),
B (R)-mierzalna (patrz przyktad 1.). A zatem na mocy faktu dotyczacego sktadania funkcja
f1 + f2 jest mierzalna.

Okredlajac teraz odpowiednio inaczej funkcje p uzyskamy dowody dla pozostatych dziatan.

O

¢ Wartosci nieskonczone

Czasami, oprocz funkeji czysto skalarnych, wygodnie jest rozwaza¢ funkcje o wartosciach w
R. Nietrudno jest rozszerzy¢ pojecie mierzalnosci na takie funkcje. Mianowicie f : D — R jest
mierzalna wtw zachodzi (X.2) oraz f~'({+o0}), f~1({—o0}) € M.

177)

Takie funkcje nosza nazwe borelowskich. Np. kazda funkcja ciagla okreslona na zbiorze borelowskim (tj. z
B(R)) jest oczywiscie borelowska — patrz przyktad 1.
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Nietrudno sprawdzi¢, ze sformutowany przed chwilg fakt dotyczacy podstawowych dzia-
tan na funkcjach pozostaje prawdziwy takze dla tak rozszerzonego pojecia mierzalnosci, pod
warunkiem, ze dziatania na rozwazanych funkcjach beda okreslone (tzn. dla kazdego = odpo-
wiednie dziatanie dla elementéw fi(x) i fo(x) z R bedg okredlone w sensie zdefiniowanym na
stronie 27).

© Mierzalno$¢ granicy

Sformutujemy jeszcze jeden wynik, dotyczacy granicy ciagu funkcji mierzalnych. Dowdd (nie-
trudny!) jest zadaniem dla Panstwa (patrz zad. 27).

Fakt. Jezeli cigg funkcyjny { fu }nsn, jest punktowo zbiezny do funkcji f i wszystkie jego wyrazy
fn g funkcjami mierzalnymi, to f teZ jest mierzalna.

Takze ten fakt pozostaje prawdziwy dla funkcji o wartoéciach w R, o ile tylko rozszerzymy
(w oczywisty chyba sposdb) pojecie zbieznosci punktowej na ciagi funkcyjne tego rodzaju.

¢ Calka wzgledem miary — przygotowania

Okreslimy tu wreszcie zapowiadane juz od dtuzszego czasu pojecie catki wzgledem dowolnej
miary. Taki typ catki nosi tez nazwe catki Lebesgue’a ™) . Definicja caltki bedzie sktadala sie
z trzech etapéw. Najpierw zdefiniujemy catke dla tzw. funkcji prostych (dla tych, dla ktérych
bedzie ona okreslona), nastepnie dla funkcji mierzalnych nieujemnych i wreszcie ogélniej, dla
wszystkich funkcji mierzalnych, dla ktérych bedzie to mozliwe.

Zanim przystapimy do definicji, przyjmiemy najpierw jedng wazng umowe, ktéra uprosci
nam zapis rozmaitych formut przy uprawianiu tej teorii. Przyjmujemy mianowicie, ze na
uzytek teorii miary:

0-4oo==x00-0=0. (X.4)

Ta umowa moze Panstwa nieco bulwersowaé — pamietajg Panstwo zapewne, ze juz w rozdziale
IT dziatania typu ,0 razy nieskonczono$¢” zostaly uznane za nieokreslone (zgodnie zreszta z
do$wiadczeniem plynacym z teorii granicy ciagu — patrz np. zadanie 7). I to sie nie zmienia
— nadal uznajemy nieokreslono$¢ tego dzialania, a wzor (X.4) bedziemy traktowaé jedynie
jako umowe, ktora parokrotnie skréci nam po prostu zapis pewnych formut.

Zatozmy, ze (X, M, p) jest przestrzeniq mierzalng, tzn. ze MM jest o—ciatem podzbiorow X
(te podzbiory bedziemy nazywali mierzalnymi), D C X oraz u — miara okreslona na 9.

o Catkowanie funkcji prostych

Funkcje f : D — R nazywamy funkcjqg prostg wtw f jest mierzalna i jej zbior wartosci jest
skonczony. Zatézmy, ze zbiorem wartosci funkcji f jest {c1,...,¢,}, gdzie ¢; # ¢; dlai # j, i
niech 4; :={z € D : f(z) = ¢;}, tzn. A; = f~'({c;}) — w szczegbdlnosei wige A; sa mierzalne
i tworza rozbicie D na roztaczne zbiory, tzn. A;NA; = 0 dlai # j oraz U, A; = D. Jest wiec
chyba naturalne, ze catke z f powinnidmy okresli¢ wzorem:

n

S() ™ =i (A,

178) Jest pewna niekonsekwencja w tym nazewnictwie. Nazwisko Lebesgue’a pojawia sie zaréwno przy oma-

wianej tu ogdlnej teorii miary i calki, jak i przy samym pojeciu calki, ale w ogdélnym przypadku (dla dowolnej
miary). Tymczasem nazwa miara Lebesgue’a odnosi sie jedynie do poznanych juz przez nas konkretnych miar
A4 okreglonych dla podzbioréw R?.

179) Na razie jeszcze nie uzywamy tu symbolu calki ,, |7, ale jak si¢ wkrotce przekonamy S(f) bedzie rzeczy-
wiscie réwne calce z f, o ile S(f) jest okreslone.
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o ile suma powyzsza jest okreslona, tzn. sktadnikami jej nie sa jednoczesnie +oo i —oo. W
szczegdlnosei na pewno S(f) jest okreslone, gdy dodatkowo f > 0. Tu po raz pierwszy moze
zaistnie¢ koniecznos$é uzycia umowy (X.4), gdy zdarzy sie, ze ¢; = 0 oraz u(A;) = +oo dla
pewnego i (na odwrét zdarzy¢ sie nie moze, bo zatozyliémy, ze f ma wartoéci w R a nie w R).
Oczywiscie moze sie takze zdarzy¢, ze wartos¢ S(f) bedzie okreslona, ale nieskonczona.

Nalezy jeszcze wspomnie¢ o tym, ze choé funkcje proste wydaja sie byé¢ (jak sama ich
nazwa na to wskazuje) mato skomplikowane, to jednak kazda funkcja mierzalna g jest granica
pewnego zbieznego punktowo ciagu funkcji prostych {g,}, a jesli dodatkowo g > 0, to {g,}
mozna wybraé tak, by ciag ten byt rosnacy (tzn. Vxe p {gn(z)} — rosnacy). Dowdd tego faktu
pozostawiam jako zadanie (patrz zad. 28).

¢ Calkowanie funkcji mierzalnych nieujemnych

Niech f : D — R bedzie mierzalna i f > 0. Wowczas calke 2z f wzgledem miary p definiujemy
wzorem

/D fdu := sup S(g), (X.5)

gePf

gdzie Py oznacza zbiér wszystkich funkeji prostych ¢ takich, ze 0 < g < f (w szczegblnosci
Py # (), bo funkcja zerowa na D nalezy do Py). Oczywiscie, jak wynika ze wzoru (X.5), gdy
f=0,to [, fdu = 0. Podkreslmy, ze dla przypadku funkcji mierzalnej > 0 catka jest zawsze
okreslona, cho¢ moze by¢ réwna +o00.

¢ Cze$¢ dodatnia i ujemna funkcji

Niech f : D — R bedzie mierzalna. Zdefiniujemy tzw. czesé dodatniq i czesé ujemng funkcji
f (obie beda > 0), ktére bedziemy oznaczaé¢ f* 1 f~, odpowiednio. Dla z € D okreSlamy

fH(z) = max(0, f(x)), f~(z) = —min(0, f(z)). (X.6)
Nietrudno sprawdzié, ze f* 1 f~ sg obie mierzalne (zadanie 27) oraz zachodzi
f=r=ffl=r+r. (X.7)

W szcezegdlnosei, gdy f >0, to f = fT oraz f~ = 0.

¢ Catka w przypadku ogdlnym

Aby zdefiniowa¢ okreslono$¢ i — w przypadku tej okreslonosci — wartos$é catki z f dla dowolnej
funkcji mierzalnej f : D — R, rozszerzajac jednoczesnie definicje z poprzedniego etapu,
postapimy nastepujaco.

Definicja.

e Calka z [ wzgledem p jest nieokreslona wtw [, fTdu = [, f~dp = 4+o00. W pozo-
statych przypadkach catka z f wzgledem p jest okreslona i wartosé jej zadana jest

wzorem
[ tdui= [ frdu= [ rdp

e Funkcja f jest catkowalna wzgledem i (tzn. catkowalna w sensie Lebesgue’a
wzgledem 1) wtw

/Df+d,u, /Df—du<+oo.

180) Cyzesto bedziemy méwi¢ w skrécie: catkowalna.
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O takiej funkcji bedziemy tez mowié, ze jest klasy L', a zbiér wszystkich funkcji okreslo-
nych na D i catkowalnych wzgledem p bedziemy oznaczaé L' (D, p).

¢ Calkowalnos$é a okreslonosé catki

Nalezy podkresli¢ istotng roznice pomiedzy sytuacja, gdy catka z f jest okreslona a sytuacja,
gdy f jest catkowalna. Dla funkcji catkowalnej caltka jest oczywiscie okreslona, ale odwrotnej
zaleznosci nie ma (— catkowaé mozna wiec tez niektore funkcje niecatkowalne, troche whrew
nazwie...).

Z definicji powyzszej dostajemy natychmiast:
Whniosek. Funkcja mierzalna f jest catkowalna wtw catka z f jest okreslona © ma skonczong
wartosé (tzn. jest liczbg rzeczywistq).

To pela analogia do znanej nam sytuacji z teorii granicy ciggu. Istnienie granicy (od-
powiednik okreslonej caltki) to warunek ogdlniejszy niz zbieznosé, tj. istnienie i skoniczonosé
granicy (odpowiednik catkowalnosci).

Sformutlowane w definicji warunki dotyczace okreslonodci catki i catkowalnosci stanowia
wlasnie owe ,ograniczenia ilosciowe” dla catkowanych funkcji, o ktérych méwilisSmy przy okazji
definiowania funkcji mierzalnych. Pamietajmy, ze aby te warunki mozna byto w ogdle wyrazic,
potrzebna nam byta mierzalnos¢ funkeji (uznana wezesniej za ,ograniczenie jakosciowe” ). Przy
tej okazji zauwazmy, ze definiujac catke Riemanna nie mieliSmy podobnej sytuacji — nie
wprowadziliSmy wcale pojecia ,mierzalnosci w sensie Riemanna” lecz od razu zdefiniowalidmy
catkowalnos¢ w sensie Riemanna.

o Pare najprostszych przyktadow

1. Funkcja stata. Jezeli f = ¢ gdzie ¢ € R, to [p fdp = ¢ - u(D), z zastosowaniem umowy
(X.4) dotyczacej mnozenia 0 i +00. Latwo to sprawdzi¢ bezposrednio z etapu 2 definicji,
gdy ¢ € [0; +o0], a gdy ¢ < 0 — z etapu 3. W szczegdlnoscei, biorac ¢ = 1, uzyskujemy

u(D) = [ 1au (X.8)

(tu zwyczajowo utozsamiamy liczbe 1 z funkcja stale réwna 1 na D, ktora tu catkujemy,
oznaczajac ja tez przez 1).

2. Calka dla miary Diraca. Niech ¢,, bedzie miara Diraca w xy okre$long na o—ciele wszyst-
kich podzbioréw (2%) zbioru X i rozwazmy dowolng funkcje f : X — R. Woéwczas
[x fddoy, = f(z0). Inaczej méwiac catkowanie wzgledem tej miary polega po prostu na
braniu wartosci funkcji w punkcie zy (patrz zad. 29).

3. Catka wzgledem miary liczacej. Rozwazmy miare liczaca # dla podzbiorow zbioru liczb
naturalnych N i niech f : N — R (tzn. f jest po prostu ciagiem, f = {f(n)},>1).
Nietrudno sprawdzi¢, ze gdy f > 0, to

[ = zf(n)

oraz ze wzoOr ten zachodzi takze dla funkcji catkowalnych, co w tym przypadku réw-
nowazne jest po prostu bezwzglednej zbieznosci szeregu z prawej strony wzoru (zad.

30).

Opisalismy powyzej tylko najprostsze przyktady catkowania. Jednak oczywiscie najwaz-
niejsza jest dla nas sprawa catkowania wzgledem miary Lebesgue’a \¢, szczegdlnie dla d > 1.
Zajmiemy si¢ tym nieco dalej.
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¢ Ogoblne wlasnosci calki i catkowalnosci

Sformutujemy kilka ogolnych wlasnosci catki wzgledem miary. Dla wygody przyjmijmy notacje
podobnag do tej uzytej przy calce Riemanna: jezeli f : D — R oraz D' C D, to

[ fani= [ Flodu,

o ile catka z prawej strony jest okreslona.

Twierdzenie X.2 (o wlasnoSciach catki Lebesgue’a).
1. Jezeli f € LN(D, p), to u({z € D : |f(x)| = +o0}) = 0.
2. (jednorodnosé) Jesli f € L'(D,p) ia € R, toaf € LY(D,u) ™Y oraz

/Dafdu:a-/l)fdu.

3. (addytywnosé) Jezeli f,g € L'(D, ), to f +g € L' (D,p) 2 oraz

/D(f+g)du=/Dfdu+/ngu-

4. (monotonicznosé) Jezeli f,g: D — R sq mierzalne, calki f i g sq okreslone oraz g < f,

to
/gdu</ fdu.
D D

5. (addytywnosé wzgledem zbioru) Jezeli zbiory mierzalne A, sq parami rozlgezne dlan € N
oraz D = U,en An, [ jest funkcjg mierzalng @ catka z f jest okreslona, to kazda z calek
z fla, tez jest okreslona, oraz

/Dfdu—i/flnfdu-

W szczegdlnosci, gdy f € LY(D,u) oraz D' jest mierzalnym podzbiorem D, to f |p€
LND', ).

6. Jezeli f: D — R jest funkcjg prostq, to S(f) jest okreslona wtw calka z f wzgledem p
jest okreslona i wowczas [, fdu = S(f).

7. Jezeli f: D — R jest mierzalna i (D) =0, to [p fdu = 0.

8. Jezeli f : D — R jest mierzalna i f >0 oraz [, fdu =0, to u({x € D : f(z) # 0}) = 0.

B.D.
Whiosek. Jezeli f: D — R jest mierzalna, to f € LY(D,p) wtw [p|f|dp < +o0.
Dowdéd.
Wynika to natychmiast ze wzoru (X.7) oraz z wlasnosci 2 i 3 powyzej. O

181) Uwaga: definiujac a - f stosujemy tu konwencje (X.4) w tym znaczeniu, ze (a- f)(z) = a- f(z), zatem gdy
a=01 f(zg) = oo, to (a- f)(xg) =0.

182) Jezeli dla pewnego z¢ € D zachodzi f(xg) = 400 i g(z¢) = —oo lub odwrotnie, to f + g nie jest w ogdle
okre$lona w punkcie xg. Jednak na mocy punktu 1 zbiér takich xy ma miare p zerowa, wiec w miejsce f + g
przyjmujemy tu jakakolwiek funkcje mierzalna, ktérej warto$¢ wynosi f(z) + g(x) dla pozostalych x € D.
Taka funkcje uzyskamy np. przyjmujac wartos¢ zero w tych ,ztych” punktach. Réwnosé ponizej oznacza w
szczegoblnosci, ze ten wybor nie ma wplywu na wartosé calki z lewej strony.
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¢ Calka granicy i granica calek

Na koniec omawiania ogdlnych wtasnosci catki Lebesgue’a sformutujemy dwa twierdzenia ,0
przechodzeniu do granicy pod znakiem catki”, czyli takie, ktérych teza mowi, ze ,catka granicy
rowna jest granicy calek”.

Twierdzenie X.3. Zaléimy, ze funkcje f, : D — R sq mierzalne dla n > ny oraz ze f, —
f.183) Jezeli spetnione jest ktores z poniiszych zalozer:
(M) (tw. o zbieznosci monotonicznej”) { fnlnsn, jest rosngcym ciggiem funkcji nieujems-
nych, tzn.
Vo 0< ful@) < frsa(2),

xzeD

(L) (tw. Lebesgque’a o zbieinosci majoryzowalnej”) { futnsn, jest majoryzowalny przez
funkcje calkowalng, tzn. istnieje F € L'(D, ) taka, ze

VT;ZGTS) ’fn<x>’ < F(l’),

to

lim / Fudp = / Fdp 189
D D

n—-+00
B.D.

Warto zwroci¢é uwage na fakt, ze w twierdzeniu o przechodzeniu do granicy pod znakiem
catki dla calki Riemanna (patrz zad. 10) zakladaliémy az zbieznosé¢ jednostajna. Powyzsze
twierdzenia to zatem kolejny ,dowdd” na wyzszos¢ catki Lebesgue’a nad catka Riemanna...

¢ Pamietaj o zalozeniach

Nie wolno zapominaé¢ o zalozeniach powyzszego twierdzenia. Aby sie o tym przekona¢ wy-
starczy rozwazy¢ funkcje f, : R — R, f;, = X[ptoc). Wowezas f,, — 0 (funkcja zerowa na
R), ale Vn Jg fud\' = 400, cho¢ [r0dA' = 0... Nie pomaga tu wcale nawet to, ze mamy
do czynienia z monotonicznym ciagiem funkcji mierzalnych nieujemnych (,rosnacy” z wer-
sji (M) twierdzenia nie moze by¢ zastapione przez ,malejacy”, whrew sugestii z nazwy tego
twierdzenia...).

o RO6wno$¢ prawie wszedzie

Okreslenia prawie wszedzie, czy dla prawie wszystkich... (ew. p—prawie wszystkich...) bedziemy
uzywacé ogélnie w sytuacjach, w ktérych rozwazana wtasno$é zachodzi poza pewnym zbiorem
miary zero.

Nietrudno (przy pomocy tw. X.2) wykazaé¢ ponizszy rezultat dotyczacy réwnosci prawie
wszedzie.

Fakt. Jezeli f,g : D — R sq mierzalne i réwne p-prawie wszedzie (tzn. f(z) = g(z) dla
pu—prawie wszystkich x € D), to calka z f jest okreslona wtw calka z g jest okreslona oraz
wéwezas [, fdu = [p gdp. W szczegélnosci f € LY(D,u) wtw g € LY(D, ).

¢ Funkcje okre$lone prawie wszedzie

Wtasnos¢ 7 z twierdzenia X.2 oznacza, ze zbiory miary zero sa ,nieistotne” przy catkowaniu.
W praktyce, w roznych sytuacjach bedziemy mieli do czynienia z funkcjami, ktére chcieliby$my

183) Przypominam, ze symbol ,—” oznacza zbieznoéé punktows ciagu funkcyjnego.
184) Okreglonogé catki dla f (w szczegblnoéci jej mierzalnoéé), a dla (L) nawet catkowalnoéé, wynika z zatozen
twierdzenia (dlaczego?).
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scatkowac ,po zbiorze D", cho¢ nie bedg one okreslone w pewnych jego punktach. Jezeli zbior
tych punktéw nieokredlonosci zawiera sie w pewnym zbiorze miary zero'®® | to o funkcji takiej
bedziemy moéwié, ze jest okreslona prawie wszedzie na D (ew. pu—prawie wszedzie na D, jesli
bedziemy chcieli wyraznie zaznaczy¢, o jaka chodzi miare). Z tego typu sytuacja spotkaliSmy
sie juz np. w sformutowaniu wtasnosci 3 z twierdzenia X.2 (patrz przypis do tej wlasnosci).
Jak wiec nalezy okredli¢ catke z funkcji ,po D” w tej sytuacji? Otoz przypusémy, ze Z C D
jest wspomnianym zbiorem miary 0 zawierajacym wszystkie punkty nieokreslonosci f (tzn.
dziedzina f zawiera D\ Z). W tej sytuacji okreslamy

/Dfdu = /D\Z(f|D\Z)dM-

Wiasnosci 5 1 7 gwarantujg ponadto, ze jesli f jest jakimkolwiek mierzalnym przedtuzeniem
[ |p\z do calej dziedziny D, to przy takim okresleniu [, fdu = [p fdp. Oczywiscie nie ma
powodu by Z byl jednoznacznie wyznaczony, jednak jezeli f|p\z jest mierzalna i catka z niej
jest okreslona, to w oparciu o twierdzenie X.2 nietrudno wykazac, ze wartos¢ [p, ;(f|p\z) dp
daje przy kazdym takim wyborze zbioru Z ten sam wynik.

Jezeli dla pewnego zbioru Z miary zero takiego, ze dziedzina f zawiera D \ Z funkcja
[ |p\z jest mierzalna, to méwimy, ze funkcja f okre$lona prawie wszedzie na D jest mierzalna
186) i podobnie postepujemy dla innego typu whasnosci funkcji, np. dla calkowalnosci.

2. Calka wzgledem miary Lebesgue’a

Zajmiemy sie wreszcie najwazniejszg dla nas catkg — wzgledem miary Lebesgue’a. Poniewaz
stanowi to nasz podstawowy obiekt zainteresowan, uproscimy nieco notacje dla takich catek.
Zamiast [, fd\?, czy L*(D,\?), bedziemy wiec czesto pisaé

[ fa)ds ™ LYD),

odpowiednio. Czesto tez bedziemy mdéwi¢ po prostu ,catka Lebesgue’a” majac na mysli catke
wzgledem miary Lebesgue’a A? (i majac nadzieje, ze to nie doprowadzi do zadnych nieporo-
zumien). Poniewaz w przypadku d = 1 oraz D = [a;b] C R symbol [, f(x)dx oznaczal juz
wczesniej catke Riemanna, zatem aby z tego ,naduzycia’ si¢ wyttumaczy¢ zacznijmy nasze
rozwazania wtasnie od d = 1.

¢ Jak to sie ma do catki Riemanna?

Na szczescie dla funkeji catkowalnych w sensie Riemanna obydwie tytutowe catki pokrywaja
sie ze soba. Scislej — ma miejsce nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie X.4 (calka Lebesgue’a kontra calka Riemanna). Niech f : [a;b] — R.
Woéwcezas f € R ([a;b]) wtw f jest ograniczona i 2bidr jej punktéw niecigglosci ma miare \!
réwng zero. Jezeli f € R ([a;b]), to f € L*(la;b]) ™ oraz calka Riemanna z f réwna jest
calce Lebesgque’a (tzn. wzgledem miary \') z f.

185) Dla miar zupelnych, np. dla miary Lebesgue’a, to to samo co powiedzieé, ze zbiér ten ma po prostu miare
Zero
186) Ty juz wybér zbioru Z moze by¢ istotny, np. wtedy gdy miara p nie jest zupelna, ale nam chodzi o istnienie
pewnego takiego Z.

187) Oczywiécie zamiast & moze by¢ inny symbol.

188) Uwaga: ,1”7 pojawiajace sie w oznaczeniu ,L'” nie ma nic wspdlnego z tym, ze rozwazamy akurat mia-
re A'... Ta jedynka pochodzi od ogdlnejszego oznaczenia LP(X,u) zwigzaniego z klasa funkcji, dla ktérych

JxfPdp < +oc.
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Dowéd (fragmenty).

Wykazemy tylko implikacje f € R ([a;b]) = f € L'(|a;b]) przy zalozeniu, ze prawdziwa
jest pierwsza czesé¢ twierdzenia. Niech zatem f € R([a;b]) 1 niech Z C [a;b] bedzie taki, ze
A(Z)=0oraz f:=f llast]\z jest ciagta. Wykazemy, ze f jest mierzalna. Wystarczy dowiesc,
ze dla dowolnego A € B(R) zachodzi f~1(A) € L(R). Ale f~1(A) = {z € [a;0]\ Z : f(z) €
AYyU{z e Z: f(z) e Ay = fHA)UZ, gdzie Z' C Z.

Jednak f jest ciagta i okreslona na zbiorze mierzalnym, zatem jest mierzalna (patrz —
przyktad 1 ze strony 181), czyli f~'(A) € L(R). Ponadto Z’ € L(R), bo miara ! jest zupekna,
stad f~1(A) € L(R). Pozostaje wykaza¢, ze [, [f|d\' < +o00. Ale |f] jest ograniczona, tzn.
|f| < ¢ dla pewnej statej ¢ € R, skad [j,4 [f]dN' < [izp ¢ AN = ¢ N ([a;0]) = ¢(b—a) <
~+00. [

A zatem catkowanie w sensie Lebesgue’a mozna traktowaé¢ dla d = 1 po prostu jako uzu-
petnienie teorii catkowania w sensie Riemanna o pewne przypadki, gdy to drugie catkowanie
byto niewykonalne.

¢ Calka Lebesgue’a moze scatkowaé wiecej

Oto prosty przyktad.
Przyktad 1. Rozwazmy funkcje Dirichleta na przedziale [0; 1], tzn. f:[0;1] — R,

1 gdyzeQ
f(x)_{O gdy = € Q.

Jak wiemy, f & R([0;1]) (zbiér punktéw nieciagtosci to [0; 1], wiec wynika to choéby z twier-
dzenia X.4, ale ten przyktad badaliSmy tez w rozdziale VII). Z drugiej strony f = xgnjo:];
wiec jest to funkcja mierzalna (patrz przyktad 2 ze strony 181) poniewaz Q N [0;1] jest zbio-
rem mierzalnym, jako zbior przeliczalny. Na dodatek A'(Q N [0;1]) = 0, ze wzgledu na te
przeliczalno$é. Mamy wiec:

/ |f|d/\1:/ fd)\lz/ 1A\ + 0dA\'=1-04+0-1=0.
[0;1] [0;1] [0;1]NQ [0;1NQ

A zatem f € L'([0;1]). Ale zamiast powyzszego rachunku mozna po prostu uzy¢ tego, ze f
jest funkcja réwna zero prawie wszedzie (i powotaé sie na fakt ze strony 187).

Powyzszy przyktad chyba dobrze ilustruje istote sprawy. Nawet jesli ograniczymy sie do
rozwazania tylko funkcji okreslonych na przedziale [a; b], catka Lebesgua umozliwia catkowanie
wickszej niz catka Riemanna klasy funkcji, mimo iz na pierwszy rzut oka definicje obu catek
nie roznity sie tak bardzo, poza szczegdétami ,technicznymi”. W obu sytuacjach podstawa
definicji byto wyliczenie catki najpierw dla funkcji posiadajacej skonczony zbior wartosci. W
przypadku catki Riemanna byly to funkcje state na przedzialach utworzonych przez wybrany
podzial odcinka [a;b], a w przypadku catki Labegue’a — byly to funkcje proste. I tu okazuje
sie, ze roznica jest ogromna — ten pierwszy rodzaj funkcji to tez funkcje proste, ale bardzo
szczegoblnej postaci! Ograniczenie sie do funkeji ,statych na odcinkach” nie pozwala ,wnika¢”
w subtelnosci funkcji ,rozgrywajace sie” na bardziej zawitych zbiorach, takich jak np. Q, na
co pozwalaja duzo lepiej ogblne funkcje proste.

o Catka niewlasciwa a catka Lebesgue’a

Jak pamietamy, czesé¢ ograniczen zwiazanych z catka Riemanna udato sie znies¢ poprzez rozwa-
zanie calek niewtasciwych. Warto zatem porownac takze ten sposob catkowania z catkowaniem
w sensie Lebesgue’a. Niech I = [a;b), —0o < a < b < 400 lub I = (a;b], —0o < a < b < +00
oraz f: I — R.
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Twierdzenie X.5. Jezeli istnieje calka niewtasciwa [° f(x)dx oraz catka Lebesque’a [, f(x)dx
jest okreslona, to obie te catki sq rowne. W szczegolnosci, jezeli f jest mierzalna i catka nie-
wtasciwa [P |f(x)|dz jest zbiezna'® | to f € L'(I). B.D.

Twierdzenie to nietrudno wykaza¢ w oparciu o twierdzenie X.3 oraz o twierdzenie X.4
(patrz zadanie 37).

Nalezy jednak pamieta¢ o tym, ze w pierwszej czeSci powyzszego twierdzenia zaktadamy
nie tylko istnienie calki niewlasciwej, ale tez okreslonos$¢ catki Lebesgue’a. Czasami spetnione
jest tylko to pierwsze zalozenie i w takiej sytuacji teoria catki Lebesgue’a jest bezradna, a
jedynym ratunkiem pozostaje catka niewtasciwa. [lustruje to ponizszy przyktad.

Przyktad 2. Niech f : [1;400) — R, f(z) = % Caltka niewlasciwa [;™° f(z)dx jest
zbiezna (na mocy kryterium Dirichleta — patrz np. zadanie 11 (h)). Mozna jednak wykazad,
ze catka Lebesgue’a z f nie jest okreslona (zadanie 35).

Warto tez podkresli¢, ze twierdzenie X.5 bywa wygodnym narzedziem do badania catko-
walnosci (w sensie Lebesgue’a) wielu funkeji jednej zmiennej.

Przyktad 3. Dzicki informacjom o catkach niewtasciwych z rozdziatu VII (patrz przykltady 1

i 2 str. 128) uzyskujemy catkowalnosé¢ funkcji f : [1; +00) — R zadanych wzorem f(z) = %a

dla wszystkich o > 1 i brak catkowalno$ci dla pozostalych «. Analogicznie dla funkcji zadanej
wzorem x® na (0; 1] catkowalnosé otrzymamy wtw o < 1.

3. Calkowanie w wielu wymiarach i twierdzenie Fubiniego

Opiszemy teraz w jaki sposéb da sie w praktyce catkowaé¢ wzgledem miary \¢ dla d > 1.
Dzigki wzorowi (X.8) umozliwi to nam takze obliczanie miar A% rozmaitych zbioréw. Jak
zobaczymy, calki wielowymiarowe dadzg sie sprowadzi¢ do catek wzgledem miary A\, ktére
dzieki poprzedniemu podrozdziatowi nie stanowig juz dla nas problemu.

o Rozszerzenie funkcji do calego R?

Twierdzenie, ktore pozwala sprowadzi¢ catke wielowymiarowa do jednowymiarowej to twier-
dzenie Fubiniego. Mozna je formutowaé dla funkcji okreélonych na dziedzinie D C R¢, jednak
nieco prostsze sformutowanie otrzymamy gdy D bedzie calym R?. Dlatego zacznijmy od po-
nizszej uwagi dotyczacej nie koniecznie tylko miary A%, ale abstrakcyjnej miary p okreélonej
na o—ciele podzbioréow X.

Uwaga. Niech D ¢ X, D € M i niech f: D — R. Okredlimy f : X — R wzorem

fla) = 0 dlazé¢D.

Wowczas kazda z wlasnosci: mierzalnos¢, okreslonos¢ caltki, catkowalnos¢ dla f jest rowno-
wazna tej wlasnosci dla f. Ponadto, gdy jedna z tych calek jest okreslona, to obie sg okreslone
rowne sobie.

= {f(a:) dlax e D

Dzieki temu bedziemy mogli sie ograniczyé do rozwazania funkcji okreslonych na R

¢ Podzial zmiennych na grupy i wstepne oznaczenia

Stosowanie twierdzenia Fubiniego powoduje zmniejszenie ,wymiaru miary” po ktorej sie catku-
je. Wiagze si¢ to kazdorazowo z podziatem zmiennych ,skalarnych” xq,..., x4 na dwie roztaczne
Lgrupy” i w efekcie najpierw catkuje sie ,,po zmiennych” z jednej z nich, a potem z drugiej.

189) Tzn. calka niewlasciwa ff f(x)dx jest zbiezna bezwzglednie.
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Nie musi to by¢ koniecznie podziat typu ,x1,..., 2" 1 ,Xki1,...,24 — moze by¢ to zupetnie
dowolny podziat. Ustalmy wiec pewien podmal P zmiennych na grupe d; i dy elementows,
gdzie dy +dy = d idy,dy > 1, przy czym w pierwszej grupie sa zmienne o numerach 4y, ..., g,
wypisanych tu w kolejnosci rosnacej, a w drugiej o pozostatych numerach ji,...jq, tez wy-
pisanych w kolejnosci rosngcej. Oczywiscie podzial P na te dwie grupy jest jednoznacznie
wyznaczony przez wybor np. pierwszej grupy, czyli inaczej méwiac po prostu przez pewien
wybor d; elementowego podzbioru zbioru {1,...,d}. Przyjmujemy teraz taka notacje, ktora
pozwoli nam traktowaé ten podzial na dwie grupy zmiennych analogicznie, jak przy rozwaza-
niu iloczynu kartezjanskiego R4 x R%. Mianowicie dla s € R% oraz t € R% symbol (s,t)p
oznacza tu ,prawie to samo” co ,para s,t”, a §cidlej taki element z € R% ze z;, = s, dla
k=1,...,dyorazxj, =t dlak=1,...dy. Np.,,gdy d=3,d, =2,dy =1oraz 1, = 1, iy = 3,
J1 =2, to ((7,8),0)p oznacza punkt (7,0, 8).

Jezeli komus wydaje sie to zbyt zawile, moze na razie z powodzeniem mysle¢ o najprostszym
przypadku, gdy d = 2, dy = ds = 1, iy = 1 oraz j; = 2. Wowczas napis (x1,22)p oznacza
zwyczajnie punkt z R? o pierwszej wspolrzednej z; a drugiej xo, czyli (71, 23).

Dla funkcji f : R — Ridla s € R% niech f, oznacza funkcje z R% w R zadang dla t € R

fs(@) = F((s,t)p).

Ponadto niech Cyf oznacza funkcje ,catka po drugiej zmiennej” "9 ktérej dziedzing jest
Dy :={s € R" : calka z funkcji f, wzgledem miary A% jest okreslona}

(a wiec — uwaga! Dy C R%) i ktéra dla s € Dy zadana jest wzorem
Caf(s) = [, fudn®.

o Twierdzenie Fubiniego

Teraz mozemy juz wreszcie sformutowaé zapowiadane twierdzenie (i nie jest wykluczone, ze
samo sformutowanie okaze sie mniej skomplikowane, niz poprzedzajace je oznaczenia .. .)

Twierdzenie X.6 (Fubiniego). Zaléimy, e f : R? — R jest funkcjg mierzalng nieujem-

ng'?V  lub funkcjg catkowalng wzgledem miary A\*. Wowczas funkcja Cof jest okreslona prawie
wszedzie na RD ¥ catka z Cof wzgledem A% jest okreslona oraz zachodzi:
Cofd\t = / FxL, (X.9)
Rdl Rd

B.D.

¢ Tradycyjnie lecz mniej Scisle i calki iterowane

Bardziej tradycyjny, znacznie milszy w czytaniu i bardziej chyba czytelny (cho¢ moze odro-
binke mniej $cisty) zapis wzoru (X.9) ma postaé nastepujaca:

/Rd1 (/Rd2 f((s, t)P)dt> ds = /]Rd f(x)dz. (X.10)

190) Sciglej — chodzi o calke (stad ozn. C) ,,po drugiej grupie zmiennych”, a pierwsza grupa pelni role zmiennych
dla tej juz ,wycatkowanej po drugich zmiennych” funkcji Cs f.

191) Wersja dla funkeji mierzalnej nieujemnej bywa wiazana takze z nazwiskiem Tonellego.

192) Czyli A% (R4 \ Do) = 0.
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Co wiecej w tradycyjnej wersji mozna spotkac tez zapis prawej strony powyzszego wzoru w
formie nastepujace;j:

//d .. ~/f(x)dx1d$2 ...dxq (d symboli calki ”/77’)
R

gdzie [ fga--- /"1 ,dxidrs . .. dzg” maja zastepowaé odpowiednio ,,[pa” 1 ,d2” i jednoczednie
wyraznie podkresli¢ ,wielowymiarowos¢” catkowania, ktére tam sie odbywa. Podobnie zapisuje
sie wtedy oba catkowania z lewej strony wzoru. W tradycyjnym nazewnictwie caltka z prawej
strony to, w zaleznosci od d, tzw. calka podwdjna, potréjna itd. (,po d-tna” ...), a wyrazenie
z lewej strony — cafka iterowana.

o Kolejnosé¢ catkowania

Oczywiscie uzycie twierdzenia Fubiniego d — 1 razy pozwala zastapi¢ catke ,po d-tna’ catka
iterowana ,w pelni”, tj. taka, ze wystepuje tam d catek po R. Jednak kolejnos¢ wykonywania
poszczegblnych catkowan moze by¢ rozmaita — zalezy to od tego jakiego podziatu zmiennych
na dwie grupy dokonamy na kazdym kroku. Np., gdy d = 3, to dzielac z1, x9, x5 najpierw na
1 oraz s, T3, a nastepnie te druga grupe na s i x3 uzyskujemy ostatecznie catke iterowana

/R (/R (/R f(z1, 2, a:g)dxg) dx2> dz;.

Taka sama caltka iterowana uzyskamy przy podziale najpierw na xq,xs oraz xz, a potem —
dla pierwszej grupy — na x; i 5. Z kolei gdy najpierw podzielimy na x;, x3 oraz xs a potem
pierwsza grupe na rs i r1, to uzyskamy najpierw

/]R2 </R f(m,xg,mg)dxg) d(z1, x3),

/R </R </R f(xy, 9, xg)de) d;c1> ds.

Ogolnie, sprowadzajac do postaci catek iterowanych po R, mozemy uzyskaé d! rozmaitych
kolejnosci catkowania. Warto podkresli¢, ze wybor tej kolejnosci moze byé¢ bardzo istotny w
praktycznych rachunkach — niektore z kolejno$ci moga prowadzi¢ do tatwiejszych, inne do
trudniejszych (czy wrecz — ,niewykonalnych”) rachunkéw. Jednak oczywiscie, jesli zatozenia
twierdzenia sg spelnione, to wszystkie te catki iterowane sa réwne. Bez tych zatozen catki
iterowane mogg by¢ rozne! Z drugiej strony, réwnosé caltek iterowanych nie gwarantuje, ze
zalozenia twierdzenia sa spetnione...

a nastepnie

¢ O potrzebie dwoéch wersji

Sformutowalismy zatozenia twierdzenia Fubiniego w dwoch wersjach. Pierwsza dotyczyta funk-
¢ji mierzalnych i nieujemnych. Co jednak zrobié¢, gdy funkcja nie jest nieujemna? Aby spréobo-
wacé drugiej wersji twierdzenia, trzeba wiedzie¢, ze funkcja jest catkowalna. Czasem to mozna
stwierdzi¢ od razu (np. funkcja jest mierzalna i ograniczona oraz zeruje sie poza zbiorem ogra-
niczonym), ale czasem wydaje sie, ze jedynym sposobem bytoby stwierdzenie jaka warto$¢ ma
catka (dla catkowalnosci warto$é ta musi by¢ skoniczona). Trzeba by wiec ja policzy¢, a do
tego z kolei trzeba uzy¢ twierdzenia Fubiniego... Czy to nie btedne koto? Na szczescie nie! Tak
naprawe, by stwierdzié¢ catkowalno$é nalezy wiedzieé¢ nie koniecznie jaka jest warto$é [pa fd\?
(mozemy nawet nie wiedzie¢, czy to jest okreélone), ale czy [ga|f|d\? jest skoficzona. A do
obliczenia [za | f|dA\? mozna zastosowaé pierwsza wersje twierdzenia — dla funkeji mierzalnych
nieujemnych. Tak wiec czesto postepowanie jest takie: najpierw uzywamy wersji pierwszej (do

/////

to do obliczenia calki stosujemy juz wersje druga.
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¢ Przykladowe uzycie dla funkcji dwéch zmiennych

Obliczymy catke Lebesgue’a z funkcji f : R*> — R zadanej wzorem f(x) = T1T0e (i HTD),
Jednak najpierw musimy sie upewnic, czy catka ta w ogole jest okreslona. Oczywiscie f jest
mierzalna jako funkcja ciggta, nie jest jednak nieujemna, a zatem sproébujmy postapié¢ tak, jak
to zapowiadaliSmy powyzej. Mamy

/]RQ [fldr? = 193)/ |901$2|6 ) dp = 199 / /|x1|e_z§'|x2|e_$3dx1)dm
- /|x2|e—fz</ |x1|e_’”1dx1)dx2:(/ \x2|6_’”§dx2)-(/ lz1|e~ day)
R R R R
= ([ Ite " at)? = (€1 +Ca)?,

gdzie C1 = [_yqltle™dt, Co = [ o [tle™dt!®) . Te dwie calki Lebesgue’a sa na
mocy twierdzenia X.5 réwne odpowiednim catkom niewtasciwym, dla ktérych mozemy juz
stosowaé metody z rozdzialu VII. W szczegdlnosci bez trudu zauwazamy, ze C; = Cy (dzieki
parzystosci funkcji zadanej wzorem |t|e*'52 196) ) Mamy wiec na mocy wzoru na calkowanie
przez podstawienie dla catek oznaczonych

e : 1 1 o 1o 1
C, = —hm/te dt = lim —7/ edS—*l /edS:*/ e’ds = —.
r—-4o00 r—+oco 2 Jo 2r Y 2 /- 2

W efekcie zatem wykazaliémy catkowalno$é f, gdyz [z [fldN\? = 1 < 4o0o0. Mozemy wigc
,prawomocnie” zajac sie obliczaniem calki z f przy uzyciu drugiej wersji twierdzenia Fubiniego
— tej dla funkcji catkowalnych!®” . Rachunek nieco skrécimy, bo kolejne przejscia sg prawie
te same co wyzej. Uzyskujemy wiec:

/R2 fd\?* = (/Rte—ﬁdwz _ (/0 o~ i —I—/ teCdt)? = (—C) + Cy)2 =0

¢ Powierzchnia kota

Obliczymy pole powierzchni kota o promieniu R > 0, $ciélej obliczymy M\?(KR), gdzie Kg :=
{z € R?: ||z|| < R} (a wiec rozwazamy kolo otwarte).

Po pierwsze zauwazmy, ze \2(Kg) = Jxn 1d\? (patrz (X.8)). Najpierw, zgodnie z wymoga-
mi zatozen twierdzenia Fubiniego (wg. uwagi ze strony 190), musimy rozszerzy¢ funkcje stale
réwna 1 na Kx do funkcji okreslonej na R? i réwnej po prostu yx,. Ta funkcja jest mierzalna
i nieujemna, zatem

)\2(KR) = /1§2 XKRd)\Q = /]R(/R XKR(I‘l,l'Q)dI‘Q)dIl.

Przyjrzyjmy si¢ wewnetrznej calce. Przy ustalonym z; € R warto$¢ x g, (21, 22) zeruje sie
gdy 2?2 + 22 > R?, a dla pozostalych przypadkéw ma wartos¢ 1. W efekcie (patrz rys. 31),
jezeli |z1] > R, to wewnetrzna calka wynosi 0, jako calka z funkcji zerowej. Natomiast gdy

193)
194)

Ta pierwsza réwnos¢ to jedynie zmiana sposobu zapisu.

Tu wlasnie stosujemy pierwsza wersje tw. Fubiniego — dla funkcji mierzalnych > 0.

195) Stosujemy addytywnosé wzgl. zbioru i fakt, ze przeciecie obu przedzialéw jest jednopunktowe, wiec ma
miare zerows...

196) Aby zrobi¢ to calkiem $ciéle, mozna np. uzyé definicji calki niewlasciwej i tw. o calkowaniu przez podsta-
wienie dla calki oznaczonej — zachecam do wypisania szczegolow . ..

197) Chodzi tu oczywiscie o calkowalnoéé wzgledem miary A2 (w sensie Lebesgue’a). Jednak coraz czesciej
bedziemy méwié tylko ,catkowalna”, pozostawiajac reszte w domysle. Natomiast, aby nie byto nieporozumien,
w przypadku catkowalnoéci w sensie Riemanna zawsze bedziemy uzywaé pelnej nazwy.
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Rysunek 31. Wyznaczanie przedziatéw catkowania dla catki iterowanej przy obliczaniu pola
powierzchni kota.

|z1| < R, to funkcja pod wewnetrzna catka réwna jest 1 wtw |xg| < I(xq) := /R? —23. W
efekcie mamy (stosujemy addytywnosé catki wzgledem zbioru)

N(Kg) =0 / / 1day | d :/ A ((=1(2): 1(21)))dy, =
(Kp) =0+ (R;R)(U(mm x) n= [ M),
— 2 /R? — 22du,.
/(R;R) e

Jak poradzi¢ sobie z ta ostatnig catks Lebesgue’a? Gdyby$my catkowali funkcje okreslong na
przedziale domknietym, a nie otwartym, nie bytoby problemu, bo na mocy twierdzenia X.4
sprawa sprowadzataby sie do policzenia calki Riemanna (réwnej calce oznaczonej). Szczesliwie
miara A\! zbioréw jednopunktowych jest zerowa, zatem ta catka jest réwna calce po [—R; R].

A zatem
R R t 2
N(Kg) = 2/ VRZ —t2dt = 2/ Ri1— (R) dt — 199)
2R? /5 mcos(u)du = 2R? /E cos®u du

_
2

(ME]

™
Do caltki I := [ cos®u zastosujemy calkowanie przez czesci:
2

[VE]

sin?(u)du

I /g sin’(u) cos(u)du = 0 — /g sin(u)(—sin(u)) = /

vl
[VE]

A zatem 2] = f_gg cos?u + f_%% sin?(u) = f_gg 1 = 7, czyli I = 5. Ostatecznie wigc pole
powierzchni Ky wynosi mR2, co (miejmy nadzieje) nikogo z Pafistwa nie zaskoczylo . ..
Zauwazmy jeszcze, ze w tych wyliczeniach wybor ,kolejnosci catkowania” (tzn. podziatu
zmiennych na pierwsza i druga grupe) nie miat zadnego znaczenia dla samych rachunkéw, ze
wzgledu na symetrie rozwazanego zbioru (podobnie bylo w przyktadzie poprzednim).

¢ Objetosé czworoscianu

Obliczymy [ 23d\3, gdzie C jest czworodcianem w R* o wierzchotkach (1,0,0), (0,1,0),
(0,0,1), (0,0,0), aécidlej C = {z € R3: 2y, 29,23 > 0 oraz x1 + x5 + 13 < 1}.

198) Podstawiamy ,t = Rsin(u)”.
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Rysunek 32. Wyznaczanie przedzialéw catkowania dla calki iterowanej przy obliczaniu obje-
tosci czworoscianu.

Calkowana funkcja jest wigc mierzalna i nieujemna — mozemy zatem postepowaé podobnie
jak w przypadku 2, tyle ze w trzech wymiarach zamiast w dwoch. Skrécimy zatem tym razem
rozumowanie, pomijajac niektore szczegoély i pamietajac, ze najwazniejsze jest wyznaczenie
faktycznego zakresu catkowania przy catkach iterowanych uzyskanych po zastosowaniu tw. Fu-
biniego. Tzn. musimy zastapi¢ catki po calym R catkami po odpowiednich zbiorach zwiazanych
z geometrig wyjsciowego zbioru C, na ktérym zadana jest nasza funkcja. Ustalmy, ze stosujac
twierdzenie Fubiniego dwukrotnie, kolejnosé catkowania (liczac od najbardziej wewnetrznego)
w catkach iterowanych bedzie taka: x1, zo, x3. Ustalajac zmienng najbardziej zewnetrznag, tzn.
x3 widzimy, ze wystarczy ja rozwazaé w przedziale [0; 1]. Ponadto, gdy x5 € [0; 1], wspétrzedna
x9 punktu x € C' musi spetiaé xo € [0;1 — 23], gdyz zachodzi z1,29 > 0, 21 + 25 < 1 —23. A
gdy ustalimy x5 w tym przedziale, to zachodzi x; € [0;1 — x3 — xs] (patrz rysunek 32).

W efekcie mamy:

. 1 1*333 172?3712
/ z3d)\® = / r3dx = / (/ </ xgdx1> dwg) drs =
C c o \Jo 0

= 1 o r3(1 — 23 — 22)dwy | dg = 1 w3 | (1— $3)2 - 1(1 - 5E3)2 dws =
10 0 0 2

1 1,1 2 1y 1

1 1
== 1 —23)%deg == | (3 — 2t tdt:(— ):'
2/ox3( v3)7das =5 | tdt =533 3) " m

o Miara wykresu

Na zakonczenie tego podrozdziatu pokazemy pewne wygodne zastosowanie twierdzenia Fubi-
niego zwiazane ze zbiorami miary zero. Wykazemy mianowicie, ze podzbiér R4T!, ktoéry jest
wykresem funkcji mierzalnej okreslonej na podzbiorze R? ma miare A+ réwng zero. By wy-
godniej byto sobie wyobrazi¢ odpowiednia sytuacje najlepiej rozwazy¢ d = 1 (wykres funkcji
jednej zmiennej jako podzbiér R?) lub d = 2 (wykres funkcji dwéch zmiennych jako podzbior
R3). Ogolnie, dla f: D — R, gdzie D C R¢, wykres f to zbi6r

Tp={(z1,...,7q, f(x1,...,74)) € R (21,...,24) € D},

Fakt. Jesli f: D — R jest funkcjg mierzalng, to AX™(I';) = 0.
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Dowdéd.
Zauwazmy na poczatek, ze I'y jest mierzalny. Niech bowiem /' : D x R — R bedzie zadana

wzorem F(xy,...,24:1) = f(x1,...,24) — xg11. Mozna wykazaé — choé nie jest to weale az
tak bardzo oczywiste %) — ze F jest mierzalna. Poniewaz zachodzi
-1
Iy =F({0}),
zatem 'y € L(RY). Uzyjemy twierdzenia Fubiniego dzielac zmienne 1, . .., 24, T4y 1 na dwie
grupy: 21, ..., T4 oraz T4y (dla zmiennej z RY zwigzanej z pierwsza grupa uzyjemy oznaczenia
x):
d+1 d+1
A + (Ff) = /RdJrl erd)\ +1 /Rd(/R XFf($;Id+1)dxd+l)d'r
x
d+1 I

f@f

T D
x:(ml,...,xd)

Rysunek 33. Uzycie twierdzenia Fubiniego przy obliczaniu catki po zbiorze bedacym wykresem
funkcji.

Zauwazmy, ze dla ustalonego z € R? funkcja yr ; ma w punkcie (7, z411) warto$¢ rézng od
zera (mianowicie 1) wtw (x,2441) € I'y wtw z € D oraz x441 = f(x) — patrz rys. 33. Mamy
zatem

AT, = /D ( /{ oy M)
:/D)\l({f(x)})dx:/DOda::O.

]

4. Calkowanie przez podstawienie. Wspoélrzedne biegunowe i sfe-
ryczne.

Przedstawimy tu twierdzenie pozwalajace na tzw. ,zamiane zmiennych” w calce wzgledem
miary Lebesgue’a A, Bedzie to nieco podobne do zamian zmiennych (podstawiania) zwiaza-
nych z catkami oznaczonymi (a przy d = 1, w typowych sytuacjach, bedzie to niemal identycz-
ne). Stosowanie tego twierdzenia czesto znacznie upraszeza rachunki towarzyszace catkowaniu
w wielu wymiarach.

¢ Zamiana zmiennych ,,pod” wielowymiarowg caltka Lebesgue’a

Niech U bedzie otwartym podzbiorem R¢ oraz niech ® : U — R? bedzie funkcjg rézniczkowal-
na (moze lepiej uzy¢ tu stowa ,przeksztalcenie” zamiast ,funkcja”, bowiem ® ma opisywaé

199) Patry zadanie 37.
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wlasnie owa ,zamiane zmiennych”). Przypomnijmy, ze w takiej sytuacji w kazdym punkcie x
zbioru U okreslony jest jakobian J®(z) funkcji @, bedacy wyznacznikiem rézniczki D®(x).
Pelni on role podobna do pochodnej funkeji wewnetrznej (zamiany zmiennych) pojawiajacej
sie we wzorze na caltkowanie przez podstawienie dla catki oznaczonej

[ foand e = [ fayia. (X.11)

g(a)

Twierdzenie X.7 (o calkowaniu przez podstawienie). Niech ® bedzie dyfeomorfizmem
ze zbioru otwartego U C R? w R? i niech A C U oraz f : ®(A) — R niech bedzie funkcjg

mierzalng nieujemnqg lub funkcjq catkowalng. Okresimy fo : A — R wzorem
fo(x) = f(@(z)) - [J@(z)|, dlaxe A

Wowczas fo jest mierzalna, a w przypadku catkowalnosci f — funkcja fo jest catkowalna i w

obu przypadkach
/ Fod\? = / FdA?.
A B(A)

B.D.
fo :=(fo®)-[|JO] R

A o P(A)

Rysunek 34. Catkowanie f po ®(A) daje to samo co catkowanie fg po A.

Podobnie jak w przypadku twierdzenia Fubiniego, tez¢ powyzsza mozna zapisa¢ w nieco
bardziej tradycyjnej formie:

/Af(cp(x))-|Jq>(x)|da;:L(A)f(x)dx. (X.12)

¢ Poréwnanie z zamiang zmiennych dla calki oznaczonej

Przyjrzyjmy sie przypadkowi d = 1. Wowczas J®(z) to po prostu pochodna ® w punkcie
x. Dziwi¢ wigc moze, ze we wzorze (X.12) na catkowanie przez podstawienie jakobian J®&(x)
pojawia si¢ w module, podczas gdy modutu tego nie bylo przy ¢'(z) we wzorze (X.11) dla
calki oznaczonej. Wyjasnienie tego problemu tkwi w notacji .,/ f 7, ktoéra nie zawsze oznacza to
samo co [, Nawet zalozenie a < b, nie gwarantuje ze g(a) < g(b). Gdy g jest malejaca,
to ¢'(x) < 01 jednoczesnie g(a) > g(b). Stad, przy zalozeniu, ze po obu stronach mamy pod
catkg funkcje ciggte, po przemnozeniu przez —1 wzor bedzie miat nastepujaca postac z uzyciem

zapisu dla calek Riemanna (czyli w zapisie: ,po zbiorach” zamiast calek oznaczonych od...
do...”):

Flo@)lg@dr = [ fla)dr,

[asd] 9([asb]
czyli tak jak w (X.12).

Warto takze zauwazy¢, ze w twierdzeniu X.7 zakltadamy, ze ® jest dyfeomorfizmem. W
szczegolnosci @ jest réznowartosciowa. Natomiast wzor dla catki oznaczonej dziatat takze bez

zalozenia o réznowartosciowosci g.
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o Jak tego uzywac?

Najczesciej stosujemy twierdzenie X.7 w ten sposob, ze dla danej funkcji f : D — R prébujemy
przedstawi¢ D w postaci ®(A) dla tak dobranego ® i A, ze lewa strona wzoru (X.12) jest moz-
liwa do wyliczenia w praktyce (zazwyczaj, juz wtedy, poprzez uzycie twierdzenia Fubiniego).
Czesto bywa tak, ze udaje si¢ uzyskaé jedynie D = , prawie ®(A)”, tzn. \4(D \ ®(A)) = 0,
ale to w zupelnosci wystarcza, bo catka po zbiorze miary zerowej réwna jest zero.

Opiszemy teraz dwa najczesciej chyba stosowane podstawienia — jedno dla d = 2, drugie
dla d = 3.

o Wspbélrzedne biegunowe w R?

Pomyst polega tu na tym, by punkt € R? opisywaé¢ nie za pomoca jego wspoéhrzednych
kartezjanskich z1, x5 € R, ale za pomoca tzw. wspdlrzednych bieqgunowych, tzn. kata pomiedzy
osig pozioma a wektorem x, oznaczonego tu jako ¢ oraz dlugosci wektora x, oznaczanej tu
przez r.

o 1 X

1

Rysunek 35. Geometryczny sens wspotrzednych biegunowych na ptaszczyznie.

Zachodzi zatem

Ty = TCosp

Ty = TSine

przy czym @ € (0;2x], r > 0 (patrz rys. 35). Jednak poniewaz w twierdzeniu X.7 musimy mie¢
zbiér otwarty U i dyfeomorfizm &, zatem musimy zakres rozwazanych ¢ i r nieco ograniczy¢.
Definiujemy mianowicie przeksztalcenie ® : U — R?, gdzie U = (0;27) x (0; +00), zadane
wzorem

O(p,1) = (rcosp,rsing).

Latwo wykazaé, ze ® jest dyfeomorfizmem na swoj obraz V = R?\ Z 200 gdzie Z =
[0; +00) x {0}, zatem A\*(Z) = 0. Zatem R? = prawie ®(U)”... Policzmy jeszcze jakobian.
Mamy

—rsing cos

. = —rsin® —rcos® = —r,
rcosy sing

J®(p,r) = det (

a stad |J®(p,7)| = r dla dowolnych (p,r) € U.

¢ Powierzchnia kota ponownie

Obliczmy ponownie pole powierzchni kota o promieniu R > 0 (patrz przyklad 2 ze strony 32).
Koto Kr = {x € R?: ||z|| < R} jest postaci ®(A) ,z doktadnoscig do zbioru miary zero” dla

200) Najlepiej znalezé¢ wzér na ®~1, co nie jest trudne.
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A= (0;2m) x (0; R) (tzn. Kr\ Z = ®(A)). A zatem na mocy twierdzenia X.7, a nastepnie
twierdzenia X.6 mamy:

N (Kp) = XK\ Z) = / ldx = / ldx = / 1-rd(p,r) 2 =
Kr\Z d(A) A

21 R R 21 1
= / (/ rdr) dy = / rdr - ldy = —R? - 2 = mR%.
0 0 0 0 2

A zatem rachunki okazaly sie tu duzo prostsze niz przy bezposrednim stosowaniu twierdzenia
Fubiniego.

o Wspblirzedne sferyczne w R?

Sens geometryczny tych wspotrzednych jest dos¢ podobny do sensu zmiennych biegunowych, z
tym, ze uzyty jest jeszcze jeden kat, a sam pomyst jest do$¢ dobrze znany z geografii. Spotkac
sie mozna nawet z okresleniem ,wspétrzedne geograficzne”, odnoszacym sie do omawianego
podstawienia. Tu bowiem punkt x z R3 opisany jest przy pomocy ,dtugosdci geograficznej” ¢ i
,szerokosci geograficznej” ¢ wyrazonych w odpowiednich katach, oraz przy pomocy dlugosci

r wektora z (patrz rys. 36). Tym razem rozwazamy ¢ € (—m; 7, ¥ € [=7; 5] oraz r > 0. Dla

xs3
T

X2

X1

Rysunek 36. Wspoétrzedne sferyczne ¢ i ¢ s blisko zwiazane z dtugoscia i szerokoscia geogra-
ficzna.

celéw twierdzenia X.7 okreslamy zatem ® : U — R?, gdzie U := (—m;7) x (=3; %) x (0; +00)
oraz
O(p, 1, 1) = (rcostp - cosp,rcost - sinp, rsiny).
Tym razem ® jest tez dyfeomorfizmem na swéj obraz V := R3\ Z, gdzie Z ma miare \3
zerowa, przy czym Z = (—o0;0] x {0} x R. Jak nietrudno wyliczy¢ (zad. 38), jakobian zadaje
sie tym razem wzorem

J®(p,1,1) = r costp = [J(p, . 7)]
bo dla (¢,,7r) € U cosv >0, gdyz ¥ € (=5; 7).

o Objetosé kuli

Obliczymy objetosé kuli o promieniu R > 0, tzn. miar¢ zbioru Vi := {x € R® : ||z| < R}.
Postepujac podobnie jak w przykladzie poprzednim otrzymujemy A*(Vz) = A3(®(A)) dla

201) Dla zmiennych kartezjanskich x;,zs oznaczaliémy ,zmienng calkowania” jedna litera po prostu jako x

— stad ,,pod” calka bylo dx. Trudniej jednak jedna litera oznaczy¢ pare zmiennych oznaczanych jako ¢, r...
Oczywiscie moznaby sie tu uméwié na jakies$ jednoliterowe oznaczenie, ale chyba prosciej pozostaé przy d(p, ).
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A= (—7T;7T) X (—g; g) X (0; R)’ skad

A?’(Vg)zlm 1dx:A1.T2COSwd (0 .7) :/ﬂ (/3

R T
:/ T2d7“-/2
0 _

R

(/ 2 cos dr)dy)de =
zJo

2

T 1 5 4 ,

COSWW/_ 1d<p=§R -2.272?3_

INE]
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Zadania do Rozdzialu X

Vo1 Znajdz wszystkie:
(a) o—ciata podzbioréw X, gdy X =
i) {12}, () {1,2,3}
(b) elementy o—ciata generowanego przez {{1,2},{2,3}} dla X = {1,2,3,4}.
vV 2. Wykaz, ze przecigcie dowolnej rodziny o—cial podzbioréw zbioru X jest tez o—ciatem

(podzbiorow X). Znajdz przyklad pokazujacy, ze analog powyzszego dla sumy nie jest
prawdziwy.

3. o—cialo M podzbioréw X nazywamy cegietkowym wtw istnieje rodzina {A;};e; podzbio-
row X taka, ze I jest skonczony lub przeliczalny, A; sa parami roztaczne, U;c; Ai = X
oraz M = oc({A;}ier) 22 . Rodzina {A;}icr nazywa si¢ wowezas zbiorem (rodzina) ce-
gietek dla 9 (a kazdy A; jest cegielkq).

i (a) Wykaz, ze jesli {A;}ier jest zbiorem cegietek dla 9, to

iel’
(b) Wykaz, ze zbior cegietek o—ciata cegietkowego jest jednoznacznie wyznaczony.

(¢) Wykaz, ze jesli X jest zbiorem skonczonym, to kazde o—ciato jego podzbioréw jest
cegietkowe (w szczegdlnosci zatem, moc kazdego takiego o—ciata réwna jest 2% dla
pewnego k < n, gdzie n jest liczba elementéow w X).

(d) Oblicz liczbe wszystkich o—ciat podzbioréw zbioru {1,...,n} (moze by¢ dlan = 10).
(e) Wykaz, ze B(R) nie jest o—ciatem cegietkowym.
4. Niech X NY = ) i niech A C 2%, B C 2" oraz niech Z = X UY. Wykaz, ze oz(ox(A)U

oy(B)) = oz(A U B), gdzie oy (-) oznacza odpowiednie o—cialo podzbioréw zbioru W,
przy W = XY, Z.

vV 5. Udowodnij wniosek ze strony 175.
6. Rozwazamy nastepujace rodziny podzbiorow R:

o A ={(a;b) :a,be R},
o Ay ={[a;b] : a,b € R},

o A3 ={(—o0;a]:a R},

o A= {(a+o0):a Q).

o As ={(asb] :a,b € Q},

e As={U CR:U — otwarty},
e A; ={K CR: K — zwarty}.

Wykaz, ze:
V (a) o(A) = o(A),
V (b) o(A2) = a(Ay),

202) Czyli krécej: m jest generowane przez pewne co najwyzej przeliczalne rozbicie zbioru X.
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(c) o(A2) = o(Ay),
V(@) o(A) = o(4s),
(e) (A1) = o(Ag), (= B(R) z definicji),
(f) o(As) = o(Az).
)

Y 10.

V11

Y 12.
Y 13.

V 14.

Y 15.

Y 16.

17.

(a) Wykaz, ze dla dowolnego A € B(R) zachodzi R* x A x R € B(R* 1) (ew. tylko
przypadek k = 0,1 = 1);

(b) Wykaz analogiczny wynik jak w a) dla £(R) oraz L£(RFF1H),
Wskazéwka do a): wykaz najpierw, ze rodzina {4 € B(R) : RF x A x R! €
B(RFH1)} jest o—cialem podzbioréw R.

Wykaz, ze jezeli A i B sg rodzinami generatoréw dla B(R), to {A x B C R? : A €
A, B € B} jest rodzina generatoréw dla B(R?).

Korzystajac z zadania 6 i 8 wykaz, ze rodzina {[a;b] X [¢;d] : a,b,c,d € R} jest rodzing
generatorow dla B (R?).

Wykaz, ze sa miarami:
(a) 04, z przykladu 2 strona 178;

(b) # z przyktadu 3 strona 178;

() p: M — [0;400] zadana na o—ciele M = {0, {1},{2,3},{1,2,3}} podzbioréw
zbioru {1,2,3} w sposob nastepujacy: w(@) = 0, p({1}) = a, n({2,3}) = b,
n({1,2,3}) = a+b, gdzie a, b sa dowolnymi elementami z [0; +00].

Opisz wszystkie miary okreslone na o—ciele cegietkowym (patrz zadanie 3).

Wykaz ogélne wlasnosci miary z faktu ze strony 177.

Czy to prawda, ze miara u okreslona na o—ciele generowanym przez rodzine A jest
jednoznacznie wyznaczona przez swe wartosci na wszystkich generatorach?

Czy powyzej zmienitoby co$ ograniczenie sie do miar spelniajacych warunek u(X) =1
(czyli probabilistycznych)?

Wskazéwka: rozwaz miary okreslone na o—ciele z zadania 1 b).

Niech 9t bedzie o—ciatem podzbioréw X oraz X' € 9t i niech p bedzie miarg okreslong

na M. Wykaz, ze M = {A € M : A C X'} jest o-ciatem podzbioréw X', oraz ze
' M — [0;+00] zadana jako p = plgy jest miara (w X).

Niech 90t bedzie o—ciatem podzbioréw X, p — miarg na 9, Y niech bedzie dowolnym
zbiorem oraz niech f : X — Y. Okre§lamy MM, := {A C Y : f~Y(A) € M} oraz
pr My — [0; +00] zadajemy wzorem

s(A) = (7 (A)) dla A € My,

Wykaz, ze MM jest o—cialem podzbioréw Y, f — funkcja 9, M -mierzalng oraz pp —
miarg w Y.

Wykaz, ze suma (a takze kombinacja liniowa z nieujemnymi wspélezynnikami) miar
okreslonych na 91 jest miara.
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Y 18. Czy ponizsze wlasnosci sa prawdziwe dla wszystkich miar g : 9T — [0; +00]?

(a) Jezeli VneN (A, € Moraz A1 C A,), to pu( ﬂ Ap) = lim p(Ay,)

n—4oo
neN
(b) Jezeli Ve (A, € Moraz A, C Ania), to u( | An) = lim _p(A,)
neN e

Czy sytuacja zmieni sie, gdy zalozymy dodatkowo, ze Ven (A, < +oo?

19. Niech p bedzie miara okreslona na o—ciele 9 podzbioréw X. Definiujemy Z := {Z C
X : ngim (u(B) = 01Z C B)} oraz M, = o(MU 2Z) (tzw. o-cialo uzupelnione
wzgledem ).

(a) Wykaz, ze o—cialo 9, ma postac
M, ={AUZCX:AeMoraz Z € Z}
(b) Definiujemy g, : M, — [0; +00]| wzorem
(AU Z) = (A)

dla dowolnych A € I, oraz Z € Z. Wykaz, ze definicja ta jest poprawna, tzn. ze
nie zalezy od wyboru A i Z jak wyzej, ale jedynie od AU Z.

(c) Wykaz, ze zdefiniowana wyzej funkcja p, jest miara zupetna, oraz ze p, [gn= p.
\

20. W przedziale [0; 1] rozwazamy relacje ~ zdefiniowang nastepujaco: x ~ y wtw z—y € Q.

(a) Wykaz, ze ~ jest relacja réwnowaznosci.

(b) Niech K = {[z]: x € [0;1]} — zbiér klas abstrakcji relacji ~ i niech w : K — [0; 1]
bedzie pewng ,funkcjg wyboru” dla zbioru K, tzn. dla dowolnej klasy & € K
w(k) € k (inaczej méwiac ,w wybiera z kazdej klasy abstrakcji po jednym jej
elemencie” — Kkorzystamy tu z pewnika wyboru, by mie¢ gwarancje, ze taka w
istnieje). Wykaz, ze A, := {w(k) : k € K} nie jest mierzalny w sensie Lebesgue’a
(w szezegblnosei A, & B(R)). Uwaga: ta konstrukcja pochodzi od G. Vitalego, a
zbiér A, nazywany bywa zbiorem Vitalego.

21. Okreslamy pewien ciag przedziatéw otwartych zawartych w [0; 1] w sposéb nastepujacy
(rekurencyjnie). W pierwszym kroku okreslamy jeden przedzial o $rodku % i dhugosci
r1 € (0;1). W n + 1-szym kroku rozwazamy najpierw wszystkie przedzialy domkniete,
ktorych roztaczna sume stanowi réznica przedziatu [0; 1] 1 sumy wszystkich przedziatéw
otwartych uzyskanych w krokach 1, ..., n. Nastepnie tworzymy przedziaty otwarte biorac
jako ich érodki wszystkie srodki powyzszych przedzialow domknietych oraz wybierajac
wspolng dtugosé r,.1, tak by tworzone przedzialy zawieraty si¢ w tych przedziatach
domknietych. Niech C bedzie uzupemhieniem w [0; 1] sumy wszystkich uzyskanych tak
przedziatow. Gdy r, = %, to uzyskujemy tzw. zbior Cantora.
V (a) Wykaz, ze zbior Cantora jest nieprzeliczalnym zbiorem (i nieskoficzonym) o mierze
Lebesgue’a zerowej.

(b) Czy mozna tak dobraé¢ ciag {r,},>1, by uzyska¢ \(C) > 0?

203 [X.29]



Y 22.

23.

V 24.

25.

26.

Y o7.
98.

Y 29.

30.

Y 31.
32.

Y 33.

34.

Y 35.
Y 36.

Znajdz przyktad funkcji f : X — R niemierzalnej

(a) przy dowolnie przez siebie wybranym X i o—ciele 9t podzbioréw X;
(b) dla X =R iM = L(R) (Wskazéwka: uzyj zadania 20).

Wykaz, ze funkcja f : D — R jest mierzalna (przy zadanym o—ciele M w X, D C X)
wiw V,er {reD: f(x)<r}eMoraz D € M.

Wykaz fakt ze strony 183 o mierzalnosci punktowej granicy ciaggu funkcji mierzalnych.

Wykaz, ze fakt ze strony 182 (o dziataniach na funkcjach mierzalnych) mozna rozszerzyé
na funkcje mierzalna o warto$ciach w R, pod warunkiem okreslonosci dziatan.

Niech p bedzie miarg okreslong na o—ciele 9 podzbioréw X. Okreslimy tzw. zbieznosc
p—prawie wszedzie ciagu funkcyjnego {fu}nzn, 0 wyrazach f, : D — R, gdzie D C X,
do funkcji f: D — R; bedziemy to oznacza¢ symbolem f, P f. Mianowicie f, P f

wtw 3 o falorvz— flovze

n(Z2)=0
(a) Czy granica przy takiej zbieznosci jest funkcja wyznaczona jednoznacznie?
(b) Wykaz, ze jesli u jest miara zupetna, f, P f oraz f, sg wszystkie mierzalne, to
f tez jest mierzalna.

(¢) Wyjasnij dlaczego zatozenie zupelnosci jest istotne w b), nawet przy zalozeniu, ze
D e Mm.

Wykaz, ze jesli f jest mierzalng funkcja, to f* 1 f~ takze s mierzalne.

Wykaz, ze kazda funkcja mierzalna jest granica punktowsq ciggu funkcji prostych. Wykaz,
ze cigg ten mozna wybraé rosngcym, jesli wyjsciowa funkcja jest > 0.

Wykaz informacje o catkowaniu wzgledem miary Diraca d,, zawarte w przyktadzie 2. ze
strony 185.

Wykaz informacje o catkowaniu wzgledem miary liczacej # w N zawarte w przyktadzie
3 ze strony 185.

Wykaz, ze jesli f € LY(D, p), to | [ fdu| < [p | fldp.

Rozwiaz zadanie 17 wykorzystujac twierdzenie Lebesgue’a o zbieznosci majoryzowalnej
(tw. X.3 (L)).

Wykaz, ze jezeli f € LY(D,u), Voen (Aps1 D A, i A, jest mierzalny), oraz | J A, = D,

neN
to

lim/ fd,u:/fd,u.
n——+oo An D

Wykaz twierdzenie X.5 (o zwigzku calki niewladciwej z catkg wzgledem A!).

Wykaz, za catka Lebesgue’a dla funkcji f z przyktadu 2. ze strony 190 jest nieokreslona.

Zmajdz przyktad pokazujacy, ze w twierdzeniu Fubiniego (tw. X.6) funkcja Cy f moze nie
by¢ okreslona na calym zbiorze R%.
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37. Wykaz mierzalnosé¢ funkeji F' z dowodu faktu ze strony 195. Wskazéwka: uzyj wyniku z
zadania X.8 b).

38. Sprawdz wzoér na jakobian ,dla wspoétrzednych sferycznych” ze strony 199.
39. Oblicz:
v (a) f[o;ux[o;z] ety

f[71;1]x[0;1]<$1 + 29)**#2dx

f[1;2]><[3;4] In(z122) - z2d

(¢, h), gdzie a, h,c > 0,
(f) A2(A), gdzie A={z e R*: 21 > 0,27 < 22 < \/21},

i (g) Jpzidz, gdzie R — réwnoleglobok ,pelny” na plaszezyznie R? o wierzchotkach 0;
(2,1); (1,1); (3,2). Wskazéwka: uzyj catkowania przez (odpowiednie) podstawienie
(réwnolegtobok jest afinicznym obrazem kwadratu [0;1] x [0;1]...),

(h) jak powyzej, ale dla wierzchotkéw: (2,2); (4,3), (3,3), (5,4),
(i) [pcos(zy + xo)dx, gdzie T— ,peten” trojkat ograniczony prostymi o réwnaniach:
1 =0, 29 =7, 11 = T2,
§)) fK(01 T122dx,
(k) Jx,,, vixade, gdzie Kyyy = {x € R® 2y, 29,23 > 0, [Jz]| < 1},
v
(m) f PLa 2% + x3dr, gdzie Py o — piersciefi kotowy (,,pelny”) na plaszezyznie, o srodku

0 i promieniu 1 (Weantrznym) oraz 2 (zewnetrznym),

V (n) lim {‘/xledx gdzie W ={z € R? : ||z]| < 1,0 < 21 < 3o},

n—-+o0o

L wgdr, gdzie Ky~ = {2z € R® 12y > 0,25 <0, [|z]] < 1},

(0) )\d(Td(a)), gdzie Ty(a) = {z € R : Y¢_ 2, < a, Vyer..q 7 > 0}, a > 0.

.....

Wskazowka: uzyj indukcji ,po d”,
(p) objetosé elipsoidy E = {z € R3: ‘Tl % 4 i—é <1}, a,b,¢ >0,
(q) Objetosé walca obrotowego o Wysokoscn h i promieniu podstawy 7,
(r) [y x1de, gdzie W ={x € R® : 22 + 23 < 1, 0 < 23 < 1},
(s) Objetos¢ stozka obrotowego o wysokosci h i promleniu podstawy 7,
(t) [q|T12273]dT, gdzie S = {x € R : p > x3 > 3\/2} + 23},
)

(u) Objetosé ,pelego” torusa powstatego przez obrét kota w plaszezyznie ,xq, 23" o
srodku (R,0,0) i promieniu r wokét osi z3 (0 <7 < R),

v (v) Jge e7lolda,
i (W) Jgs e 1#I° dz. Wskazéwka: wykorzystaj rezultat (nie metode ... ) dla przypadku R

powyzej.
(x) [gzimedr, gdzie B ={x € R? : 11,25 <0, 1 < 42? + 23 <4, 75 < 211},
V(y)fD x1 — Todx, gdzie Dy = {z € R? 1 2y > 1,2 —%<x2<x1+é}dlaa>0.

Uwaga! Czy calka ta jest okreslona?

40. Wyprowadz wzor z zadania 2 na objetos¢ bryty obrotowe;.
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X1 Réwnania rézniczkowe zwyczajne

[okolo 5 wykladdw]

Réwnania rézniczkowe to, méwiac ogdlnie, rownania, w ktorych szukanym obiektem jest funk-
cja i w ktérych pojawiaja sie jej pewne pochodne pierwszego lub wyzszych rzedéw (w przy-
padku funkcji wielu zmiennych beda to pochodne czastkowe) i ew. tez sama szukana funkcja.

Zasadniczy podzial réwnan rozniczkowych to podzial na réwnania rozniczkowe zwyczajne,
czyli takie, ktére dotycza funkcji jednej zmiennej oraz na réwnania rézniczkowe czgstkowe,
tzn. dotyczace funkcji wielu zmiennych i zawierajace pochodne czgstkowe szukanej funkcji.
Przyktady rownan rézniczkowych zwyczajnych, to:

f'=1Ff; sino(f"ocos)+ f-f —expo(f’-f)=cos; f'=0; (XI.1)
a rownaniem rozniczkowym czastkowym jest np.:
ﬁ 2ﬁ = sin O — Cos aZ—f
81’1 8562 - aanxl ax% .

Powyzsze przyktady nie sg zapewne zadnymi waznymi rownaniami ani z punktu widzenia ma-
tematycznego, ani z punktu widzenia zastosowan. A trzeba wiedzieé, ze wtasnie zastosowania
matematyki, a nie czysto matematyczne powody, sa gtéwnym motorem rozwoju i zarazem
celem obu teorii réwnan rézniczkowych.

My zajmiemy sie w tym rozdziale jedynie teoria rownan rézniczkowych zwyczajnych i to
tylko w waskim zakresie, ale uwzglednimy jej waznag role dla zastosowan i zbadamy nieco
probleméw, ktore zwiazane sg z matematycznym opisem pewnych realnych zjawisk. Wsrod
nich najwiecej uwagi poswiecimy problemom wzrostu réznego typu populacji.

1. Rownania rézniczkowe rzedu pierwszego i problem istnienia roz-
wigzan

Bedziemy sie zajmowaé przede wszystkim réwnaniami rézniczkowymi zwyczajnymi rzedu 1,
tzn. takimi, w ktérych pojawia sie jedynie pierwsza pochodna funkcji (poza ew. jej zerowa
pochodna, czyli samg funkcja). Jednak rozwazania nasze beda dotyczyly réwnan nie tylko
na funkcje skalarne, ale tez na funkcje o warto$ciach w R™ dla m > 1. Réwnaniami rzedéw
wyzszych zajmiemy sie takze — pod koniec rozdziatu. Jak zobaczymy, dadza sie one sprowadzi¢
do réwnan rzedu 1. Dlatego, miedzy innymi, réwnania rzedu 1 sg takie istotne.

¢ Zapis ré6wnan

Zaczniemy od spraw zwiazanych z notacja. Otéz zapis rownan roézniczkowych zwyczajnych ma
swoja tradycje 1 raczej rzadko spotykamy forme uzyta w przykltadach (XI.1), tzn. zapis bez
uzycia symboli zmiennych, uwypuklajacy fakt, ze szukanym obiektem jest funkcja. Ponadto
raczej popularniejsze jest uzycie liter x badZ y na oznaczenie szukanej funkcji, zamiast typowo
uzywanych przez nas dotad f, g itp., a z kolei zmienng najczesciej oznacza sie tu przez t a
nie x, w zwiazku z jej czesta rola w zastosowaniach — zmiennej oznaczajacej czas. Czesto
réwniez pierwsza pochodng oznacza sie przez = zamiast ', a drugg = zamiast ” (gléwnie wla-
$nie wtedy, gdy chodzi o rézniczkowanie ,,po czasie”). My zastosujemy tu pewien kompromis
wobec powyzszych zwyczajow. Przy rozwazaniach ogdlnych natury ,teoretycznej” bedziemy
najczesciej uzywali y na oznaczenie szukanej funkcji, cho¢ jednoczesnie litery tej uzywac be-
dziemy do oznaczania zmiennej — ale oczywiscie nie tej dla funkcji y lecz dla funkcji, ktéra
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bedzie ,kodowalta” rozwazane przez nas rownania. Zmienng dla funkcji y bedzie najczesciej t,
a pochodng oznaczaé bedziemy przez ', a nie przez ~. Np. rOwnanie f’ = sin-f zapiszemy
jako
y =sin(t) -y lub y/'(t) = sin(t) - y(1).
Ogodlniej, jako
y/ = F(ta y),

gdzie I : R? — R jest funkcja kodujaca to réwnanie (tj. jednoznacznie to réwnanie wyznacza-
jaca), np. w powyzszym przyktadzie zadang wzorem

F(t,y) = sin(t) - y.

Natomiast w przyktadach i zadaniach stosowa¢ bedziemy juz rozmaite sposoby notacji, z
nadzieje, ze Czytelnik poradzi sobie z przettumaczeniem jednego zapisu na inny.

¢ Rozwigzania réwnan o postaci normalnej

W tym podrozdziale rozwaza¢ bedziemy gtownie rownania, ktére zapisujemy w postaci
y' = F(ty), (X1.2)

gdzie y oznacza pewna funkcje (szukana) zmiennej rzeczywistej o wartosciach w R™ (m > 1),
a F jest funkcja (— wspomniang wyzej, kodujaca to réwnanie) okre$lona w podzbiorze D C
R™ i o wartosciach w R™ Oczywiscie w zapisie F(t,y) zaktadamy, zet € Ray € R™. A zatem
(XTI.2) jest pewnym skrotowym zapisem réwnania — a Scislty sens tego zapisu zawiera ponizsza
definicja, w ktérej wyjasniamy, co rozumiemy przez rozwigzanie powyzszego rOwnania.
Definicja. Rozwigzaniem réwnania rézniczkowego (X1.2) nazywamy kazdg funkcje réznicz-
kowalng y okreslong na przedziale niezerowej dtugosci I C R, takq, Ze

Vier (tby(t) € D oraz o/ (t) = F(t,y(t)).

Réwnanie (XI.2) jest tzw. réwnaniem w postaci normalnej, tzn. rozwiklanej” wzgledem
y'. Nie kazde rownanie rzedu pierwszego da sie przedstawi¢ w takiej postaci, cho¢ rozwigzanie
wielu rownan sprowadza sie ,lokalnie” do rozwigzania réwnan tego typu. Zwroé¢my uwage na
to, ze réwnanie (XI.2) nalezy po prostu utozsamiaé z funkcja F' — dla tego méwimy , ze koduje
ona to réwnanie.

¢ Problem istnienia i (nie)jednoznacznoisci

Podstawowe pytania dotyczace kazdego rownania rozniczkowego, to pytania o istnienie i o
jednoznacznos$é¢ rozwigzan. W przypadku réwnan nie majacych postaci normalnej nietrudno
wskazaé przyktad, dla ktorego rozwiazan nie ma wecale, a jednocze$nie posta¢ rownania zadana
jest przy pomocy catkiem ,regularnych” funkcji. Choé¢by réwnanie:

W)+ @y—t)?=0

(dlaczego?). O tego rodzaju przyktad jest juz trudniej, gdy ograniczymy sie do réwnan typu
(XI.2). Ale z drugiej strony, nawet najprostsze znane nam réwnania w postaci normalnej
majg wiele roznych rozwigzan, nawet gdy rozwazaé¢ bedziemy jedynie rozwigzania zadane na
,maksymalnych mozliwych” dziedzinach I. Rozwazmy bowiem réwnanie
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— jak wiemy (skad?) — wszystkie jego rozwiazania y to funkcje zadane wzorem y(t) =t + ¢,
gdzie ¢ € R moze by¢ dowolne. Podobnie jest z rownaniem

y =y,

ktérego wszystkie rozwiazania y : R — R maja postaé y(t) = c - €', gdzie znéw ¢ € R jest
dowolng stata.

¢© Zagadnienie Cauchy’ego i warunek poczatkowy

W obu powyzszych przyktadach uzyskamy jednak doktadnie jedno rozwigzanie wérdd rozwig-
zan okreslonych na calym R, jesli dodatkowo zazgdamy by mialo ono ustalong wartosé¢ yg
w ustalonym punkcie ty. Np. jesli tg = 0, to w pierwszym wypadku otrzymamy rozwiazanie
y(t) = t+yo, a w drugim y(t) = yoe'. Okazuje sie, ze podobna sytuacja ma miejsce dla bardzo
wielu rownan postaci (X1.2), a co tez bardzo istotne — takie ograniczenie problemu istnie-
nia i jednoznaczno$ci rozwiazan réwnania jest bardzo cze¢sto uzasadnione z punktu widzenia
realnych zastosowan danych réwnan. Zadanie polegajace na znalezieniu rozwiazan y réwnan
(XI.2) spetniajacych warunek

y(to) = o (XL.3)

dla ustalonych ¢y € Riyy € R™ takich, ze (to, yo) € D nazywane jest zagadnieniem Cauchy’ego
(ew. zagadnieniem poczgtkowym), a sam warunek (X1.3) — warunkiem poczgtkowym.

o Twierdzenie ,lokalne” o istnieniu i jednoznacznosci

Najbardziej podstawowe wyniki teorii rownan roézniczkowych zwyczajnych, stanowiace nieja-
ko jej punkt wyjscia, to grupa twierdzen, ktorych teza dotyczy istnienia i jednoznacznosci
rozwiazan wladnie dla zagadnienia Cauchy’ego. Nosza one wspolng nazwe ,twierdzenia o ist-
nieniu i jednoznacznosci”. Wiekszos¢ z nich méwi o tzw. lokalnym istnieniu i jednoznacznosci
rozwigzan zagadnienia Cauchy’ego, tzn. o rozwiazaniach takich, ktére sa okreslone jedynie
na pewnym (by¢ moze ,malym”) otoczeniu punktu ¢y. Najstynniejsze z tych ”lokalnych” to
twierdzenie Picarda. Nie bedziemy go jednak tu formutowaé, a jako przyktad twierdzenia o
istnieniu i jednoznacznosci, sformutujemy wynik majacy charakter raczej globalny. Wezesniej
wprowadzimy pare oznaczen i pojec, ktore przydadzg sie nam przy jego formutowaniu.

¢ Przedluzenia i rozwigzania integralne

Méwimy, ze rozwigzanie y : [ — R™ réwnania (X1.2) przediuza si¢ na przedzial I wtwI>I
oraz istnieje rozwiazanie 3 : I — R™ tego réwnania, takze, ze 7|;= y. Kazde takie § nazywamy
przedtuzeniem rozwiazania y. Takie rozwiazanie, dla ktorego nie istnieje przedtuzenie okreslone

na wiekszym przedziale nosi nazwe rozwigzania integralnego®® .

¢ Ciag kolejnych przyblizen

Zatozmy, ze D ma postaé¢ (a;b) x R™, gdzie a < b (a,b € R) oraz ze ty € (a;b) i yo € R™.
Zatozmy takze, ze funkcja F' : D — R™ jest ciagta. Okreslmy rekurencyjnie funkcje p, :

203) Niektérzy jednak zamiast nazwy ,integralne” stosujg nazwe ,globalne”, ktéra my uzywamy w sytuacji
szczegblne] — gdy dziedzina rozwigzania jest najwieksza z tych, ktore w ogdle ,dopuszcza” dziedzina D
funkcji F' z prawej strony rownania w postaci normalnej. Co znaczy owo ,,dopuszczanie” nalezaloby wlasciwie
doprecyzowad, ale nie sa to rozwazania zanadto istotne i pominiemy je milczeniem...
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(a;b) — R™ dla n > 0 w sposob nastepujacy:

t
po(t) = yo;  Para(t) = v + /t F(s, pu(s))ds 29
0

dla wszystkich t € (a;b) oraz n > 0. Zauwazmy, ze taka definicja jest poprawna (caltka z prawej
strony ma sens), gdyz F' jest ciagta, wiec przez indukcje mozna wykazaé, ze kolejne funkcje
Pn sa rozniczkowalne, w efekcie na kazdym kroku tej rekursji funkcja znajdujaca sie pod catka
jest ciagta funkcja ,zmiennej s”.

Ciag funkcji {pn }n>0 nazywa si¢ ciggiem kolejnych przyblizen dla zagadnienia Cauchy’ego
z réwnaniem (XI.2) i warunkiem poczatkowym (XI.3). Funkcje p,, zostaly tak skonstruowane,
ze dla kazdego n zachodzi

pulto) =yo oraz pi(t) = F(t,p,()).
Gdyby po lewej stronie byto p,, zamiast p,,.1 — mieliby$my juz rozwiazanie naszego zagadnie-
nia Cauchy’ego! Tak jednak nie jest... Wydaje si¢ natomiast, ze gdyby ciag {p.} byt zbiezny
w jakims$ sensie do pewnej funkcji y, to y miatoby juz szanse by¢ szukanym rozwigzaniem.

¢ Zbiezno$¢ ciggu funkcyjnego o wartosciach w R™

Ciag {pn}n>0 to ciag funkcji o wartosciach wektorowych — w R™. Podobnie jak dla cia-
géw funkcji o wartosciach liczbowych, takze dla ciggdéw funkcji o wartosciach w R™ mozna
wprowadzi¢ pojecia zbieznosci punktowej, jednostajnej oraz niemal jednostajnej. Kazdy z tych
rodzajéw zbieznosci dla ciagu funkeyjnego { f,} do ,granicy” f oznacza po prostu odpowiednia
zbiezno$¢ kazdego z ciagéw funkeyjnych  sktadowych” {(f,)r} (ktére sa juz ciagami funkceyj-
nymi ztozonymi z funkcji skalarnych) do k—tej sktadowej funkcji granicznej f, dlak = 1,...,m.

¢ Globalne twierdzenie o istnieniu i jednoznaczno$ci

Teraz mozemy juz sformutowaé zapowiadane twierdzenie.

Twierdzenie XI.1 (globalne twierdzenie o istnieniu i jednoznacznosci). Niech —oo <
a <ty < b < +oo oraz yo € R™. Jezeli F' : (a;b) x R™ — R™ jest ciggla, posiada w
kazdym punkcie pochodne czqstkowe 0y F' dla j = 1,...,m oraz dla dowolnego przedzialu
domknigteqo®™ K C (a;b) istnieje Cx € R takie, ze

Vimerxan Vimi . m 185, F(t,y)] < Cx, (X14)
to:

1. Zagadnienie Cauchy’ego dla réwnania (X1.2) z warunkiem poczgtkowym (X1.3) posiada
dokladnie jedno rozwigzanie y okreslone na przedziale (a;b). Ponadto powyzsze rozwig-
zanie y jest granicg niemal jednostajng ciggu kolejnych przyblizen dla tego zagadnienia
Cauchy’ego.

2. Kazde rozwigzanie tego zagadnienia Cauchy’ego przediuia sie na przedzial (a;b).

B.D.

Dzigki jednoznacznosci, o ktorej mowa w punkcie 1 twierdzenia, przedtuzenie z punktu 2

jest oczywiscie jednoznacznie wyznaczone przez tg i 1o — jest nim powyzsze jedyne rozwiazanie
y 7z punktu 1.

204) Przypominam, ze calka z funkcji zmiennej rzeczywistej o wartoéciach w R™ zostala zdefiniowana w pod-

rozdziale 1 rozdziatu IX. Co prawda chodzito tam o catke Riemanna, a tu jest catka oznaczona, ale definicja
w tej sytuacji jest analogiczna (,,po funkcjach sktadowych”).
205) Patrz przypis 50) .
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o Zalety i wady...

Przyktady zastosowan twierdzenia XI.1 zobaczymy w dalszych podrozdziatach, w ktorych zaj-
miemy si¢ réwnaniami bardziej konkretnych typow. Wezedniej jednak zwrocimy uwage na to,
ze punkt 1 twierdzenia daje nam nie tylko wiedze o istnieniu jakiego$ mglistego rozwiaza-
nia problemu. Pozwala on na konstruktywne przyblizanie rozwigzania funkcjami p,. Ma to
ogromne znaczenie dla praktycznych — numerycznych wynikéw, szczegdlnie gdy mamy do
dyspozycji komputer i odpowiednig wiedze ,programistyczng’ ...

Punkt 2 twierdzenia gwarantuje miedzy innymi, ze kazde ,lokalne” rozwigzanie przedtuza
sie do ,globalnego” — tzn. okreslonego na catym (a;b).

Jest to wiec bardzo wygodne twierdzenie, o stosunkowo prostych zalozeniach. Prostych, ale
niestety silnych... Jego sporym mankamentem jest to, ze funkcja F', kodujaca nasze réwnanie,
musi by¢ w tym przypadku okreslona na bardzo ,duzym” zbiorze (a;b) x R™ oraz ze stalta
Ck musi by¢ w warunku (XI.4) ,uniwersalna” m. in. dla wszystkich y € R™ (nie wystarczy
sie ograniczy¢ do y z pewnego zwartego podzbioru, tak jak to jest w przypadku t).

Przykltad wskazujacy na istotnosé tych zatozen znajduje sie w zadaniach (zad. 4).

2. Pewne rownania rzedu 1 dla funkcji skalarnych

Omoéwimy tu dwa szczegdlne typy rownan rzedu 1 w najprostszym przypadku — gdy m = 1,
czyli w sytuacji gdy szukana funkcja y ma wartosci skalarne.

¢ Réwnanie o zmiennych rozdzielonych

Nazwg z powyzszego tytutu okresla sie réwnania postaci

y = f(t)-g(y), (XL5)

gdzie funkcja f : (a;b) — R, g : (¢;d) — R sa obie ciagle, a,b,c,d € R, a < bic < d oraz

Vyeea) 9(y) # 0. (XL.6)

Jest to wiec szczeglny przykiad réwnania (XI.2) z m = 1 i funkcja F' zadana na D =
(a;b) x (¢,d) wzorem F(y) = f(t)-g(y). Ogblnie, przy takich jak powyzej zalozeniach o f i g,
nie muszg by¢ zatem niestety spetnione zaltozenia twierdzenia XI.1.

¢ Jak to rozwigzywac?

Spréobujemy jednak rozwigzaé¢ to réwnanie metodami catkiem elementarnymi. Zatézmy wiec
najpierw, ze y : I — R jest pewnym rozwigzaniem réwnania (XI.5) spelniajacym warunek
poczatkowy (XI.3), gdzie ty € (a;b) oraz yy € (¢;d). W szczegdlnosci zatem ty € I C (a;b)
oraz

Veer v'(s) = £(5) - g(y(s))

Dzieki (XI.6) mozemy obie strony powyzszej réwnosci podzielié¢ przez g(y(s)) a nastepnie
scatkowa¢” liczac dla dowolnego ¢ € I calke oznaczong od ty do t 2°9 Otrzymamy:

Vier [ g(yl(» (s = [ f(s)is.

206) Catkowanie obu stron jest mozliwe choéby dlatego, ze skoro obie strony sa réwne a z prawej strony mamy
funkcje ciagla f, to i funkcja z lewej strony musi by¢é ciggla (mimo, ze nie zaktadalismy, iz y € C*(I) — to
zreszta wynika z faktu, ze y spelnia réwnanie (X1.5)).
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Na mocy wzoru na catkowanie przez podstawienie (dla catek oznaczonych) mamy

A / " #(s)ds. (XL7)

Yo g(x) to

Oznaczmy przez h funkcje okre$lona na (¢, d) zadang wzorem

v 1
h(v) = / ——dx
= 5@
dla v € (¢;d) (h jest wiec funkcja pierwotna funkcji é, taka, ze h(yo) = 0). Zauwazmy, ze
poniewaz ¢ jest ciagta i nie przyjmuje wartosci 0, zatem ma stalty znak na (¢;d) i tak samo
jest wiec z funkcjg h' = é (i ma ona wartosci rézne od zera). Funkcja h jest zatem $cisle
monotoniczna i przeksztalca swoja dziedzing (c;d) na pewien przedzial otwarty (by¢ moze
nieskonczonej dtugosci). Niech wiec p,q € R beda takie, ze h((c;d)) = (p; q). Zauwazmy, ze
p < 0 < q, gdyz h(yo) = 0. Dzieki $cistej monotonicznosci funkcja h : (¢;d) — (p;q) jest
funkcja odwracalna i h™! : (p;q) — (c;d). Warunek (XI.7) mozna zapisa¢ przy uzyciu funkcji
h: .
Vier by(e) = [ F(s)ds,
0
skad
Vier y(®) = h7'( [ f(s)ds). (XL8)
0
Wykazalismy zatem, ze jezeli y jest pewnym rozwigzaniem okreslonym na przedziale I, to y

musi by¢ na tym przedziale zadane wzorem (XIL.8). Zwréémy uwage na to, ze prawa strona
tego wzoru jest zadana jednoznacznie przez dane nam funkcje f i g oraz wartosci g i yo.

¢ Jaka dziedzina

Jednak na razie nie wiemy jeszcze prawie nic na temat tego jaki moze by¢ przedziatl I, poza
tym, ze ty € I C (a;b). Ale by zachodzito (XI.8) musiat by¢ spetniony w szczegdlnosci warunek

Vr [ f(s)ds € (5;q) (X1.9)

to

Znajdziemy najwiekszy mozliwy przedziat I zawierajacy to, ktory spetnia warunek (XI1.9) 207)

Wyznaczymy jego lewy koniec «v i prawy koniec § (o, # € [a;b]). Nietrudno zauwazy¢, ze

o= { a gdy \v/te(a;to) fti) f(s)ds € (p;q) 208)
sup{t € (a;to) : fy, f(s)ds & (p;0)} W p.p.

i analogicznie

:{b gdy Vien) i, f(s)ds € (prq)
inf{t € (to;0) : [ f(s)ds & (p;q)} W p.p..

jednak pozostaje pytanie, czy konce «, 3 do szukanego przedziatu I naleza, czy nie. Odpowiedz
brzmi: nie. Rozwazmy bowiem «a. Jesli zachodzi pierwsza mozliwo$¢ z definicji o, to o = a
i oczywiscie a € I, bo I C (a;b). A gdy zachodzi druga mozliwo$é, to tatwo wykazaé, ze
Jio f(s)ds jest réwne p lub ¢, zatem t = « nie spelia (X1.9), nie moze wigc naleze¢ do 1.
Analogicznie postepujemy w przypadku (5. Wykazalidmy zatem, ze («;(3) jest najwickszym
przedziatem zawierajacym tg i spelniajacym (XI1.9), w szczegdlnosci dziedzina I rozwiazania
f zawarta jest w (a, 3).

207) Opisana nizej konstrukcja tego przedzialu jest jednoczesnie dowodem istnienia najwiekszego przedzialu o

zadanej wlasnosci.
208) w p.p. to skrét od ,w przeciwnym przypadku”.
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¢ Czy to jest rozwigzanie?

Mozemy teraz przystapi¢ do drugiej czesci rozwazan, a mianowicie zbadamy, czy to co opi-
saliSmy powyzej jest rzeczywiscie rozwigzaniem (wczesniej rozstrzygneliSmy raczej problem
jednoznacznosci). Okreslimy funkcje y : (a; ) — R wzorem (XI.8) dla dowolnego t € («; 3).
Jest to zlozenie funkcji rézniczkowalnych: u : (a; 8) — (p; q) zadanej wzorem u(t) = f. f(s)ds
oraz h™!, przy czym h™! jest rézniczkowalna, gdyz h jest rézniczkowalna i I/ (z) = g(lz) #0).

Mamy ponadto dla t € («, §):

(1) = W () = g (u(®))) - () = gu(t) - F(2)

A zatem tak okrelone y jest rozwigzaniem naszego réwnania, a przy tym y(tg) = h=1(0) = .

¢ Co wykazaliSmy?

Tym sposobem udowodniliSmy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie XI.2 (o réwnaniu ,,0 zmiennych rozdzielonych”). Zaléimy, Ze funkcje f
i g spelniajg poczynione wyzej zatozenia oraz ze ty € (a;b), yo € (¢;d). Wowczas:

1. Punkcja y zadana wzorem (X1.8) na przedziale I = («; 3) bedgcym najwickszym sposrod
przedzialow zawierajgcych to, ktore spetniajg warunek (X1.9) jest rozwigzaniem integral-
nym zagadnienia Cauchye’go dla réwnania (X1.5) z warunkiem poczgtkowym (XI1.3).

2. Kazde rozwigzanie tego zagadnienia Cauchy’ego przediuza sie do rozwigzania y z punktu
1.

Albo nieco krécej: opisana wyzej funkcja y jest jedynym rozwiazaniem integralnym roz-
wazanego zagadnienia Cauchy’ego i kazde rozwigzanie tego zagadnienia przedtuza sie jedno-
znacznie do rozwigzania integralnego.

Zwroémy uwage na fakt, ze w tym twierdzeniu rozwigzanie moze nie da¢ sie przedtuzy¢
do rozwigzania ,globalnego”, w rozumieniu poprzednim, tj. okreslonego na calym przedziale
(a;b) (bedacym dziedzina funkcji f). Jest to gtéwna ,jakosciowa” réznica odrdzniajaca teze
tego twierdzenia od tezy twierdzenia XI.1.

Przyjrzyjmy sie teraz pewnym przykitadom zastosowania uzyskanego rezultatu.

¢ Model ,,narodzin i Smierci” dla wzrostu populacji

Jest to najprostszy model opisujacy zalezno$¢ wielkosci populacji od czasu (sformutowany pod
koniec XVIII w przez T. R. Malthusa). Zalézmy ze dla t € R wielko$¢ y(t) opisuje liczebnosé
pewnej populacji liczonej np. w tysiacach osobnikéow w chwili ¢ (czas liczymy np. w latach).
Populacja ta charakteryzuje sie statym wspétezynnikiem urodzen wy, (od ang. birth) oznacza-
jacym liczbe urodzen nowych osobnikéw przypadajaca na kazdy tysiac osobnikéw w ciggu 1
roku. Podobnie jest ze wspétczynnikiem wy (od ang. death) opisujacym w analogiczny sposéb
liczbe zgonéw. Idealizujac nieco te sytuacje poprzez zatozenie, ze funkcja y jest rézniczkowal-
na (w szczegdlnosci trzeba raczej zrezygnowaé z zalozenia, ze y(t) € Q dla dowolnego t, co
wynikato z postaci y(t) = 1555, gdzie n € N) oraz poprzez utozsamienie y'(t) z przyrostem
y(t + 1) — y(t) uzyskamy nastepujace réwnanie rézniczkowe opisujace przedstawione wyzej
prawa, ktére obowigzujg dla funkcji y.20%

Y = (wp — wa)y (XI.10)

209) W zastosowaniach, réwnania, ktére opisuja predkosé zmian (,,w czasie”) pewnych obiektéw, nosza na ogél
nazwe réwnarn ewolucyjnych.
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Pominmy trywialny przypadek, gdy w, = wy i zaltézmy, ze w, # wy. Zatdézmy, ze opisywana
przez nas populacja w roku ¢y liczyta yo tysiecy osobnikow, gdzie y, > 0. Mozemy zatem
uznaé, ze mamy do czynienia ze szczegdlnym przypadkiem zagadnienia Cauchy’ego dla row-
nania (XI.5) o zmiennych rozdzielonych, w ktérym (c;d) = (0; +00) (gdyz wielko$¢ populacji
powinna by¢ dodatnia) oraz g(y) = k -y, gdzie k = w, —wy # 0, a f jest funkcja stale rowna 1
(bo brak zaleznosci prawej strony réwnania od czasu t). Mozemy tez przyjaé (a;b) = R. Mamy
zatem:

dla v > 0, skad (p;q) = h((0;4+00)) = R oraz h™' : R — (0;+00) zadana jest wzorem
h=1(x) = yoek®. Poniewaz (p;q) = R, zatem (a; 3) = (a,b) = R, czyli w tym wypadku istnieje
globalne rozwigzanie y naszego zagadnienia zadane dla kazdego t € R wzorem

(1) = W[ 1) = gock(=5) = (e H)ek.
0

W przypadku, gdy wspotezynnik wzrostu populacji k jest dodatni mamy do czynienia z eks-
ponencjalnym wzrostem jej liczebnosci, a gdy k < 0 wzoér powyzszy opisuje eksponencjalny
zanik. W tej pierwszej sytuacji wida¢ np., ze podwojenie sie liczebnosci populacji nastepuje
kazdorazowo po uptywie stalego czasu réwnego % lat. Warto wspomnie¢, ze do badania tego
przyktadu, zamiast uzytej tu metody, rownie dobrze nadaje sie opisywana nieco dalej metoda
rozwigzywania rownan liniowych jednorodnych.

Model ten (mimo przyjetych przez nas idealizacji) opisuje bardzo dobrze zjawiska popula-
cyjne, o ile zatozenie dotyczacego statosci wspoétczynnikow wy i wy sa dla rozwazanych populacji
realistyczne, co jednak dos¢ rzadko ma miejsce...

o Model ,logistyczny”dla wzrostu populacji

W tym modelu modyfikuje sie zatozenia dotyczace statosci wspotezynnikoéw wy, 1wy, ktore obo-
wigzywaly w modelu ,narodzin i $mierci”. Zaktada sie mianowicie, ze opisywana populacja
rozwija sie w sSrodowisku o ograniczonej ,,pojemnosci”, co objawia sie w ten sposéb, ze Smiertel-
nos¢ liczona wspoétczynnikiem wy jest proporcjonalna do liczebnosci y. Scislej, ze wspotezynnik
ten ma teraz postaé wy(y) = ry, gdzie r > 0 jest pewna stala. Zalozenie dotyczace statosci
wspolezynnika wy, (tu wy, > 0) pozostaje natomiast bez zmian. Réwnanie ewolucyjne opisujace
liczebno$é¢ populacji ma zatem w tym wypadku postac:

y = (wp, —ry)y (XL.11)
Jest to tzw. réwnanie logistyczne (zaproponowane w I potowie XIX wieku przez P. Verhulsta
jako poprawiona wersja réwnania podanego przez Malthusa).

Mozemy zatem znow probowaé uzy¢ twierdzenia dotyczacego rownania o zmiennych roz-
dzielonych — tak jak poprzednio moglibysmy wzia¢ (a;b) = R i f — stale réwna 1 oraz
(¢;d) = (0;400) i g(y) = (wp — ry)y. Jednak napotkamy na istotny problem — mianowicie
“ > 01 g(*) = 0 zatem zalozenie (XI.6) nie jest tu spetnione ... Wybrna¢ z tego klopotu
mozna nastepujaco.

Po pierwsze zauwazmy, ze na pewno funkcja y : R — R stale réwna “* spelnia réwnanie
logistyczne (po obu stronach jest 0). Jest to wiec pewne rozwiazanie (nawet globalne) zagad-
nienia Cauchy’ego dla tego rownania z warunkiem poczatkowym y(ty) = “* (niezaleznie od
wyboru ty). Mozna wykazaé (— patrz nieco dalej), ze kazde rozwiazanie tego zagadnienia z
powyzszy warunkiem poczatkowym jest stale réwne % 210)

T

210) Najtatwiej byloby tu uzy¢ niesformutowanego tw. Picarda...
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Rozbijmy to co zostato z przedziatu (0 + oco) po wyrzuceniu punktu “* na dwa przedziaty

(0; %2) i (%2; 4-00), a nastepnie zastosujmy nasza metode dla kazdego z tych przedziatéw osob-
no. Tzn. przyjmiemy raz (c;d) = (0; %), a drugi raz (c; d) = (%; +00). W obu przypadkach da,
sie bez wiekszego trudu znalez¢ doktadne wzory opisujace rozwigzania integralne. Zostawiamy
to jako zadanie dla Panstwa, a teraz omowimy jedynie z grubsza — ,,jakosciowo” zachowanie

sie tych rozwiazan (patrz rys. 37).
Y

Yo

Wp
r

Yo

t 0ty t

Rysunek 37. Rozwigzania integralne réwnania logistycznego.

W pierwszym przypadku rozwigzanie integralne [; okazuje sie by¢ globalnym, tzn. okreslone
jest na calym (a;b) = R oraz jest funkcja rosnaca o granicy w —oo réwnej 0 a w +00 réwnej
“2. W drugim przypadku rozwigzanie integralne I, nie jest globalne. Jest ono okreslone na
przedziale (t_;400), gdzie t_ jest pewna liczba zalezna od wy, r, ty oraz yo (same funkcje [y i
ly oczywiscie tez zaleza od wyboru ¢ 1 yo). Ponadto jest funkcja malejaca o granicy w t_ réwnej
+00 i 0 granicy w +o0 réwnej takze <. A zatem w obu przypadkach granica w +oo wynosi
%, co pokrywa si¢ z wartoscig rozwazanego wczesniej rozwiazania statego. Ta wlasnie wartosc
nazywana jest w tym modelu pojemnosciq srodowiska, o ktérej wspomnieliSmy na poczatku
tego przyktadu. Okazuje sie na dodatek, ze korzystajac z wlasnosci tych dwédch rodzajow
rozwigzan mozna w pelni rozwiazaé¢ problem postawiony na poczatku, tj. z (¢;d) = (0; +00).
Pozostawiam Panstwu do wykazania fakt, ze wowczas kazde rozwigzanie przedtuza sie do:

— rozwiazania 1, gdy yo € (0; %),

— rozwigzania [y, gdy yo > %,

— rozwiazania statego y(t) = “2, gdy yo = “2.

Aby skomentowaé oba przyktady warto podkreslié, ze jak pokazuja obserwacje (i zdrowy
rozsadek . ..) zaden z przedstawionych tu modeli nie nadaje sie raczej do opisu ogélnoswiato-
wych tendencji demograficznych, tj. do opisu zachowania sie populacji ludnosci swiata. Cho¢
np. model logistyczny jest catkiem dobrym przyblizeniem rzeczywistosci dla niektérych popu-
lacji bakterii.

o Réwnanie ,liniowe” (a raczej afiniczne)

Rozwazac¢ bedziemy réwnania rézniczkowe postaci

y' = f(t)-y+g(t) (XL.12)

gdzie f,g : (a;b) — R sy obie funkcjami cigglymi, a,b € R, a < b. W przypadku gdy ¢
jest stale réwna zero, mowimy o réwnaniu liniowym jednorodnym. Podobnie jak réwnanie o
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zmiennych rozdzielonych, (XI.12) to szczegdlny przypadek rownania rézniczkowego (X1.2). W
tym wypadku D = (a;b) X R oraz F': D — R zadana jest wzorem

F(t,y) = ft)y +g(t).

A zatem 0, F'(t,y) = f(t) dla dowolnych (¢,y) € D. Skoro f jest ciagta, zatem jest ograniczona
po obcieciu do dowolnego przedziatu domknietego K C (a;b), czyli w tym wypadku sa spel-
nione zaltozenia twierdzenia XI.1, ktére gwarantuje m.in. istnienie globalnego rozwiazania (i
to tylko jednego) zagadnienia Cauchy’ego. Naszym celem bedzie wyznaczenie jawnego wzoru
opisujacego to rozwigzanie przy pomocy funkcji f i g oraz ty i yo. Poniewaz jednoznacznosé
tego rozwigzania mamy juz zagwarantowana oraz wiemy, ze dziedzing y jest caly przedzial
(a;b), zatem aby znaleZé¢ ten wzér mozemy sie poshuzyé niejako odgadywaniem. Tzn., jezeli
znajdziemy jakakolwiek funkcje y okreslona na (a; b), spelniajaca nasze réwnanie oraz warunek
poczatkowy, to bedziemy mieli gwarancje, ze jest to wtasnie ten szukany y. Rozdzielimy to
odgadywanie na dwa etapy.

¢ Etap 1 — réwnanie jednorodne

Szukamy wiec pewnej funkcji y : (a;b) — R spelniajacej warunki

Yy =ft) -y,  ylto) = vo

Jak wida¢, gdyby odrzuci¢ z rozwazanej dziedziny D punkty o zerowej wspotrzednej y, mieli-
by$my do czynienia z niedawno rozwazanym réwnaniem o zmiennych rozdzielonych. Uzywajac
wiec opisanej juz metody, znalezliby$Smy tatwo wzor opisujacy rozwigzanie tego problemu, po-
mijajac sytuacje gdy yo = 0 (z ktora tez tatwo mozemy sie uporaé ...— jak?). Jednak zamiast
tego, skoro wspomnielismy juz o odgadywaniu — bedziemy konsekwentni i opiszemy jedna z
przydatnych niekiedy metod odgadywania rozwigzan pewnych réwnan.

Sprobujmy znalezé takie rozwiazanie y zagadnienia jednorodnego, ktore miatoby postac

y(t) = yoe

gdzie ¢ : (a;b) — R jest pewna pomocnicza funkcja — bedziemy starali si¢ ja wyznaczyc.
Poniewaz dla y tej postaci zachodzi
y(to) = yoe?™

y'(t) = yoid' (1)e?D = (1) - y(t),

zatem by y bylo rozwiazaniem naszego zagadnienia, wystarczy aby

©(tg) = 0 oraz ¢ = f.

A ¢ speliajace powyzsze warunki znamy dobrze — zadane jest wzorem:

t
ot) = [ f(s)ds.
to
W efekcie, rozwigzaniem zagadnienia jednorodnego jest funkcja opisana wzorem:

y(t) = yoefto F&)ds 1q ¢ € (a;b). (XI.13)
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o Etap 2 — ,,uzmiennianie stalej”

Sprébujemy teraz znalezé rozwiazanie y dla rownania (XI.12) w ogdlnej postaci, opierajac sie
na nastepujacym pomysle, od ktérego pochodzi powyzsza, moze nieco dziwna, nazwa tego
etapu. Rozwiazanie réwnania jednorodnego zadane wzorem (XI.13) zawiera w swym opisie
stata yo. I to wlasnie ja bedziemy ,uzmiennia¢”. Oznacza to, ze bedziemy probowali znalezé
takie rozwigzanie y réwnania (XI.12), ktére bytoby zadane wzorem

y() = (Bt "% dla t € (a:) (XT.14)

— a zatem po prostu zamiast ,statej” yo wstawiamy tu pewna funkcje ,zmienng” — z :
(a;b) — R, ktéra postaramy sie wyznaczy¢. Mamy

y/(t) _ Z/(t) ) ef:)f(S)ds_FZ(t)ef:Of(S)ds . f(t) _ f(t)y(t) +Z,(t)€f:0f(s)ds

Zatem y bedzie rozwiazaniem (XI.12) wtw

(el = g(t),

czyli
2(t)=g(t)-e S 7% q1a ¢ e (a;b).

Nakladajac jeszcze dodatkowo warunek poczatkowy y(tog) = yo uzyskujemy
! — [o fwdu ;o)
z@=m+/g@wzm ds dla t € (a;b) (XI.15)
to

Udowodnilisémy zatem twierdzenie:
Twierdzenie XI1.3 (o réwnaniu ,liniowym”). Zaléimy, Ze f,g : (a;b) — R sq ciggle
oraz ze yo € R, ty € (a;b). Wowczas funkcja y zadana wzorami (X1.14), (XI.15) jest jedynym
okreslonym na (a;b) rozwigzaniem zagadnienia Cauchy’ego dla réwnania (X1.12) 2z warun-
kiem poczgtkowym (X1.3). Ponadto kazde rozwigzanie tego zagadnienia przedtuza sie na caly
przedzial (a;b).

/méw, oczywiscie, przedtuzenie o ktérym mowa powyzej jest jednoznaczne i jest nim to
rozwiazanie opisane wzorami (XI.14), (XI.15).

¢ Model dla ,,populacji z migracjg”

Pierwszy przyktad bedzie zastosowaniem sformutowanego przed chwila wyniku do opisu za-
chowania sie pewnej populacji rozwijajacej sie w dos¢ szczegdlny sposob.

Rozwazamy populacje, w ktorej obowiazuja (tak jak w przyktadzie ze str. 212) state wspot-
czynniki wy, 1 wy, ale w ktorej ponadto wystepuje zjawisko migracji. Polega ono na tym, ze w
ciagu kazdego roku w tej populacji stata liczba m osobnikow (wyrazamy te liczbe w tysiacach,
jesli wy, wy byly wspétezynnikami liczonymi na tysigc osobnikéw populacji) przybywa, badZ
ubywa (w zaleznosci od znaku m) w ramach migracji (czyli przeprowadzki) z lub do innej po-
pulacji. Jest to wigc uogoélnienie przyktadu z modelem ,narodzin i $mierci”, ktory uzyskamy
rozwazajac m = 0. Postepujac wiec analogicznie jak we wcze$niejszych przyktadach widzimy,
ze prawa ,demograficzne” obowigzujace w tej populacji mozna opisa¢ réwnaniem

y = ky +m, (XI.16)

211) Mimo, ze wzér ten bedzie za chwile przywolany w tresci twierdzenia, nie zachecam jednak do zapamiety-
wania go (wzoru). Lepiej zapamietaé¢ sama metode, a sam wzér daje sie szybko wyprowadzié.
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gdzie k = wp, — wy. Jesli zatozymy, ze w chwili ¢, populacja ta liczyta yo osobnikow, to na
mocy twierdzenia XI.3 uzyskamy nastepujace rozwiazanie opisujace liczebnosé tej populacji w

chwili ¢:
m m

y(t) = (o + )ere - 2

XI.17
: i} (XL17)

oile k #£0,agdy k= 0:
y(t) = m(t —to) + yo.

Jak wiec wida¢, gdy np. k > 0 i przy zalozeniu emigracji, tzn. m < 0, model ten ma szanse
opisywaé rzeczywisty rozwdj populacji tylko o ile k - yo > |m/|, co zreszta powinniémy byli
zalozy¢ na samym poczatku, formulujac prawa rzadzace tym procesem (bez tego zalozenia
populacja po pewnym czasie spadtaby ponizej zera ... ).

Drugi przykltad dotyczy zastosowan w genetyce.

Przyklad (model dla ,,mutacji na ustalonej pozycji w genie”). Geny zakodowane sg w czasteczce DNA w
postaci skoniczonego ciagu sasiadujacych ze sobg ,cegietlek” — tzw. nukleotydéw. Sa cztery rodzaje nukleotydéw
— oznaczane literami A, T,C,G — przy czym dwa egzemplarze nukleotydu jednego typu sa nierozréznialne (maja
identyczna budowe chemiczna). Kazdy gen mozna utozsamiaé ze skofczonym ciagiem zlozonym z powyzszych
liter. Pod wptywem dzialania réznych czynnikéw zewnetrznych geny moga zosta¢ uszkodzone — dochodzi do tzw.
mutacji genu. Jednym z objawéw mutacji, obserwowanym ,z punktu widzenia ustalonej pozycji n” w ciagu —
genie, moze by¢ zamiana danego nukleotydu znajdujacego sie na tej pozycji na inny nukleotyd. Sprébujemy opisaé
mozliwy rozwdéj sytuacji na takiej ustalonej n—tej pozycji genu w jezyku prawdopodobienistwa.

Zalézmy, ze organizm, w ktérym obserwujemy dany gen znajduje sie w srodowisku charakteryzujacym sie obec-
nosciag czynnika, mogacego powodowaé mutacje. Pomiar Sredniej wartos¢ tego czynnika w czasie jednej jednostki
czasu (np. 1 s) daje wynik staly (nie zalezy od momentu rozpoczecia pomiaru).

Zakladamy zatem, ze prawdopodobiefistwo zamiany nukleotydu X (X € {A, T, G, C}), znajdujacego sie na n—tej
pozycji na ustalony inny nukleotyd po uplywie jednej jednostki czasu wynosi p € [0; %] 212) “tzn. jesli na danej
pozycji jest nukleotyd X, to kazda zamiana typu ,X — Y7, gdzie X,Y € {A,T,G,C} oraz X # Y moze zaj$¢
w tym czasie z tym samym prawdopodobiefistwem p (i p nie zalezy to od momentu rozpoczecia obserwacji takiej
zamiany). Zalézmy, ze w chwili 0 na n—tej pozycji znajdowal si¢ nukleotyd X¢. Nasze pytanie jest nastepujace:

Jakie jest prawdopodobienstwo tego, Ze po czasie t (t jest ,duze” w poréwnaniu z jednostkq
czasu) na n—tej pozycyi bedzie sie znajdowal nukleotyd Y 2

Oznaczmy szukane prawdopodobienistwo przez Py (t). Warto$é Py (t + 1) jest zatem prawdopodobiefistwem zda-
rzenia, ze w chwili ¢ + 1 na n—tej pozycji mamy nukleotyd Y. Mogto doj$¢ do tego na dwa rézne sposoby:

1. W chwili ¢t mieli$émy juz Y (prawdopodobiefistwo tego to Py (t)) i po uptywie 1 jednostki czasu nie nastapita
zamiana (prawdopodobienistwo tego jest 1 — 3p — patrz poprzedni przypis). Prawdopodobienistwo takiego
rozwoju wypadkéw wynosi Py (t) - (1 — 3p).

2. W chwili ¢ mieliémy jaki$§ nukleotyd X # Y (prawdopodobienstwo tego to 1 — Py (t)) i nastapila zamiana

z X na Y (dla kazdego X # Y prawdopodobienstwo to wynosi p). Prawdopodobiefstwo réwne jest wigc
(1-Pyr®) p

W efekcie mamy:
Py(t+1) = Py(t) - (1-3p) + (1= Py(1)) - p = Py (1)1 — 4p) +p,

czyli
Py (t+1) = Py(t) = —4pPy () + p.

Dokonujac, tak jak we wczesniejszych przykladach, malego ,oszustwa” i zastepujac iloraz réznicowy funkcji Py
pomiedzy t at + 1 jej pochodna w chwili ¢, otrzymujemy réwnanie rézniczkowe:

Py, = —4pPy + p. (X1.18)

A jaki mamy warunek poczatkowy? Jezeli Y = Xo, to Py (0) = 1, a jezeli Y # X, to Py (0) = 0, bo Py (0), to
prawdopodobienstwo zdarzenia, ze w chwili 0 mamy nukleotyd Y. Musimy wiec rozwigza¢ zagadnienie Cauchy’ego
w obu tych sytuacjach (dla ¢ > 0). Na szczeécie réwnanie (XI.17) to szczegdlny przypadek zbadanego juz przez
nas réwnania (XI.15). Po prostych obliczeniach widzimy, ze gdy p € (0; %], to

Py(t) = (Py(0) = e + (X1.19)

212)

Nalezy raczej oczekiwaé, ze p jest ,bardzo maly” liczba ze wzgledem na krétki czas trwania jednej ,jednostki” czasu i na to, ze obserwujemy
to co si¢ dzieje tylko na jednej wybranej sposréd wielu pozycji nukleotydéw w DNA. Poniewaz zamiany np. A — T, A — G, A — C wzajemnie si¢
wykluczaja, zatem prawdopodobienistwo tego, ze po uplywie jednostki czasu pozostanie ten sam nukleotyd, ktéry byt, wynosi 1—3p, co w ,rozsadnych”

warunkach powinno byé ,bliskie” 1, gdyz mutacja w krétkim czasie i w ustalonym miejscu jest na ogét niezwykle mato prawdopodobna.
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oraz dla p = 0 wzdr ten tez obowiazuje, tzn. Py (t) = Py (0). Warto zauwazy¢, ze wynik taki ma szanse mieé
co$ wspdlnego rzeczywiscie z prawdopodobienistwem, zgodnie z interpretacja funkcji Py. Mamy bowiem w obu
przypadkach (dla Xo =Y albo dla X # Y') spelniony warunek

Py (t) € [0;1] dlat > 0.

A co chyba jeszcze ciekawsze, w obu przypadkach, niezaleznie od wartosci p, o ile tylko p > 0, granica funkcji
Py w 400 wynosi % (patrz rysunek 38)!

Py (t)

Y = X,

Y £ X,

Rysunek 38. Wykresy rozwigzan Py dla obu mozliwych warunkéw poczatkowych i ich wspélna graniczna warto$é i.

Nietrudno stwierdzié, ze ma to bezposredni zwigzek z liczbg mozliwych nukleotydéw (patrz zadanie). Nalezy mieé¢
tylko nadzieje, ze w praktyce p jest liczba tak mala, Ze ta graniczna wartos$é i jest w rzeczywistosci bardzo odlegta
od Py (t) dla czasu t zblizonego do $redniej dlugosci ludzkiego zycia . ..

Nieco wiecej o rownaniach liniowych w ogélniejszej (tj. m-wymiarowej, przy m > 1) sytuacji
powiemy w podrozdziale 4.

3. Uklady réwnan skalarnych 1-go rzedu
¢ Wiele réwnan i ,,niewiadomych”

Czesto zdarza sie, ze mamy do czynienia nie z jednym réwnaniem rézniczkowym na jedng
funkcje skalarna y, ale z wieloma (np. k) réwnaniami na wiele (np. m) funkcji skalarnych, przy
czym kazde z rownan moze dotyczy¢ nie jednej, ale kilku sposrod tych funkcji. Zajmiemy sie
szczegolng sytuacja, gdy k = m oraz i—te réGwnanie ma posta¢ normalng wzgledem i—tej funkcyi
Yi, tzn. rozwazymy uktad rownan postaci

yi :F1<t7y17"‘7ym)

yi = Fi(tyis - Ym) (XI.20)

yf:n = Fm(taylv"'7ym>a

gdzie wszystkie funkcje Fj sg okreslone na tym samym zbiorze D C R*™ i majg wartodci w
R.

¢ Zapis jako jedno réwnanie wektorowe

W takiej sytuacji wygodnie jest zastapi¢ ten uktad przez tylko jedno réwnanie rozniczkowe
na jedng funkcje, ale za to juz nie na funkcje skalarng lecz wektorowsa, o wartosciach w R™.
Mozna to zrobi¢ bardzo tatwo. Nalezy bowiem rozwazy¢ funkcje ,szukana” y o wartosciach w
R™ taka, ze jej i—ta funkcja wspoétrzedna to wtasnie y;. Podobnie, okreslimy F': D — R™ dla
y € R™ 213 it € R takich, ze (t,y) € D wzorem

F(t;y) = (Rt y), -, Fa(t,y)).

213) Czyli tu znéw y ,na chwile” oznacza nie funkcje lecz element R™.
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A zatem uklad réwnan (XI1.20) bedzie (przy przyjetych oznaczeniach) réwnowazny jednemu
rownaniu

y = F(t,y),

czyli rozwazanemu na poczatku rozdzialu réwnaniu w postaci (XI1.2).

¢ Réwnanie autonomiczne

Szczegbdlnym przypadkiem powyzszego rownania jest tzw. réwnanie niezalezne od czasu lub
inaczej autonomiczne, tzn. takie, w ktorym D ma posta¢ V x U ze zbiorami V C Ri U C R™
— najlepiej otwartymi oraz funkcja F' nie zalezy od zmiennej ¢, a jedynie od y. Réwnanie takie
mozna wtedy zapisac jako
vy =G(y), (XI.21)
dla pewnej funkcji G : U — R™, U C R™ (a o zbiorze V' i dziedzinie D mozna juz wlasciwie
zapomniec. . . ).
Jak wkrotce zobaczymy, kwestie zwiazane z réwnaniami autonomicznymi mozna w wygod-

ny sposob uja¢ w pewne ramy geometryczne, co pozwala tatwiej wyobrazi¢ sobie czym jest
zaréwno réwnanie rézniczkowe jak i jego rozwigzanie.

¢ Dolgczanie czasu — sprowadzanie do postaci autonomicznej

Jest sprawa wazna i przydatna, ze kazde réwnanie w postaci (XI.2) mozna zapisa¢ w sposdb
rownowazny jako pewne réwnanie autonomiczne. Jednak to co przy tym tracimy” — to
wymiar — powieksza sie on z m do m+1. Metode te mozna nazwac dolgczaniem czasu. Jest ona
nastepujaca. Zamiast funkcji I 3 ¢ ~ y(t) € R™ rozwazamy funkcje I 3t ~ (t,y(t)) € R™H
ktorg oznaczmy przez g. Funkcja v, czyli pierwsza funkcja wspotrzedna g to po prostu funkcja
identycznosciowa — spelnia ona roéwnanie rézniczkowe

7(t) =1,

a ponadto przy dowolnie ustalonym #, spetnia tez ¢;(tg) = to. W efekcie, jezeli okreslimy
F:D — RY™dla j € D wzorem

F(j) = (1L, F(#)),

to widzimy, ze zagadnienie Cauchy’ego

(XL.22)

czyli autonomicznemu zagadnieniu Cauchy’ego, w ktérym réwnanie ma postaé (XI1.21), z F
jako G oraz zbiorem D jako U.
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Rysunek 39. Pole wektorowe i pewna trajekto-
ria rozwigzania.

¢ Geometria rownania autonomicznego

Poswieémy wiec troche czasu ,geometryzacji” ogdlnego réwnania autonomicznego (XI.21).
Pamietamy (mam nadzieje ...) z rozwazan na poczatku rozdziatu IX, ze pochodna funkcji
y jednej zmiennej o wartosciach w R™ w punkcie ¢ nalezy interpretowaé¢ geometrycznie jako
wektor styczny do obrazu tej funkcji — czyli do trajektorii y — w punkcie y(t). Na dodatek,
jesli funkcje y : I — U C R™ wyobrazimy sobie jako ruch po zbiorze U, a dokltadniej ,wzdtuz
trajektorii () funkcji y, to wektor y/(t) jest nie tylko styczny do trajektorii (po ,zaczepieniu”
w y(t)), ale jednoczesnie kierunek tego wektora pokazuje kierunek ruchu po y(7), a jego dtugosé
— predko$é ,skalarng” tego ruchu w chwili ¢t. 214

Z drugiej strony, rownanie (X1.21) méwi, ze y/(t), tj. wektor styczny do trajektorii w punkcie
y(t), musi by¢ rowny wartosci funkcji G w punkcie y(t). Z tego wtasnie wzgledu funkcje G
zwyklo sie nazywaé polem wektorowym 2% . To nazwa chyba dosé¢ sugestywna — wygodnie
wyobrazaé to sobie jako ,pole” wektoréw ,zaczepionych” w kazdym punkcie zbioru U (ale
slezacych” w R™ D U). Wektor taki dla punktu v € U (to tzw. ,wektor zwiazany” ) uzyskujemy
z wektora (,swobodnego”) G(u) przesuwajac go réwnolegle tak by byt zaczepiony w u zamiast
w 0, co pozwala tatwiej ,naocznie” obserwowaé owa stycznos$é do trajektorii, gdy y(t) = w.

Rozwiazanie réwnania (XI.21) polega wiec, z geometrycznego punktu widzenia, na znale-
zieniu takiej drogi — czyli trajektorii zawartej w zbiorze U, ze w kazdym punkcie tej drogi
prosta styczna do niej ma kierunek taki, jaki wyznacza wartos¢ pola wektorowego w tym punk-
cie. Jednak to jeszcze nie wszystko. Szukamy bowiem nie tylko drogi (trajektorii), ale ruchu
po niej (funkeji y jednej zmiennej, a nie tylko jej obrazu)! Musimy zatem, majac juz sama
droge, tak sie porusza¢ po niej by predkosé skalarna i zwrot ruchu zgadzaty sie odpowiednio z
dhugoscig i kierunkiem wektora pola. Ten kierunek i ten zwrot mozna dos¢ tatwo narysowaé —
szczegblnie w przypadku dwuwymiarowym (patrz rysunek 39), ale sprawa predkosci skalarnej
wymaga juz dobrej wyobrazni.

Oczywiscie, jesli chcemy rozwiaza¢ zagadnienie Cauchy’ego to oprocz zadanego pola wekto-
rowego mamy jeszcze zadany punkt yg € U, taki, ze w chwili ,,poczatkowej” ¢y nasza trajektoria
LStartuje” z punktu yo, tj. y(to) = yo.

¢ Niezmienniczos¢é w czasie

Warto w tym momencie zwrdci¢ uwage na bardzo wazng ceche rownan autonomicznych. Mia-
nowicie na tzw. niezmienniczo$¢ w czasie, ktora polega na tym, ze trajektoria (przy zadanym
polu) nie bedzie zalezata od wyboru t. Sciglej, jezeli y : I — U jest rozwigzaniem réwnania
(X1.21) takim, ze y(ty) = 9o, to dla dowolnego innego czasu poczatkowego o, ,przesuwajac”
jedynie zmienng czasows, tj. tworzac nowa funkcje zadang wzorem

t~ y(t+ (to — to))

214)
215)

Zachecam do skorzystania z obrazka 26 (nalezy jedynie zamieni¢ f na y oraz a na t).
Zatem samo rownanie mozna po prostu utozsamiaé¢ z polem wektorowym, bowiem réwnanie jest zakodo-
wane przez G.
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(dla t + (o — to) € I) uzyskamy takze rozwiazanie naszego réwnania (o tej samej trajektorii)
majace warto$¢ yo w chwili t5. Oznaczajac bowiem te nowa funkcje przez y mamy

§'(t) = y/(t + (to — o)) = Gy(t + (to — 10))) = G(§(1)).

o Orbity

Trajektoria nazwaliémy wczesniej po prostu obraz y([) jakiegokolwiek rozwigzania y réwna-
nia (XI.21). Najwazniejsze z tych rozwiazan to takie, ktére nie dadza sie juz przedtuzyé¢ do
rozwigzania okreglonego na wiekszym przedziale?') — nazwaliémy je rozwigzaniami integral-
nymi. Orbitg nazwiemy kazda trajektorie rozwiazania integralnego réwnania (XI.21). Gdy pole
wektorowe G jest gladkie, tzn. G jest funkcja klasy C! okredlong na otwartym zbiorze U, to
przy pomocy wspominanegojuz tu twierdzenia Picarda ,,0 lokalnym istnieniu jednoznacznosci”
mozna uzyska¢ nastepujacy rezultat.

Twierdzenie XI.4 (o orbitach). Jezeli G jest gladkim polem wektorowym okreslonym na
zbiorze U, to

1. U jest sumag wszystkich orbit,
2. Kazde dwie rozne orbity sq rozlgezne,
3. Zbidr jednopunktowy {yo} jest orbitq wtw G(yo) = 0.
B.D.

A zatem w szczegdlnosci orbity zadaja nam pewne rozbicie calego zbioru U na roztaczne
podzbiory. Ponadto oczywiscie dwa punkty z jednego takiego podzbioru dadza si¢ potaczy¢
pewna trajektoria. Typowy obraz ilustrujacy taki rozktad przedstawia rysunek 27 na stronie
148.

Jak wynika z punktu 3 pow. twierdzenia orbity jednopunktowe odpowiadajg doktadnie
miejscom zerowania sie pola wektorowego GG — takie orbity odpowiadaja rozwigzaniom statym.
Z kolei orbity ,zamkniete” odpowiadaja rozwiazaniom okresowym.

o Calki pierwsze

Opisane tu rozbicie zbioru G na orbity przypomina podzial zbioru na poziomice pewnej funk-
¢ji. Bytoby bardzo wygodnie zna¢ jakas funkcje, ktorej zbior poziomic bytby réwny zbiorowi
orbit dla pola G. Bylby to bowiem powazny krok na drodze do znalezienia wszystkich roz-
wiazan réownania (XI.21) — mielibySmy juz wszystkie trajektorie rozwiazan integralnych, a
brakowatoby nam jedynie znalezienia sposobu poruszania sie wzdtuz nich — zgodnie z polem
wektorowym G, czyli znalezienia odpowiedniej ich parametryzacji. Poniewaz U jest zbiorem
m—wymiarowym, a orbity sg na ogdét 1-wymiarowe, zatem nalezatoby oczekiwaé, ze funkcja,
ktéra spetniataby nasze oczekiwania miataby wartogci w R™ 1, inaczej méwigc orbity bytyby
wtedy przecieciami m — 1 poziomic funkcji skalarnych statych na rozwigzaniach naszego row-
nania. W praktyce znalezienie az tylu takich funkcji skalarnych jest na ogoét trudne, ale nawet
jedna bywa pomocna przy poszukiwaniu rozwigzan. Jezeli G jest polem wektorowym gladkim,
to kazda funkcje skalarng klasy C*, ktora jest okreslona na U i po obcieciu do kazdej orbity
jest stata nazywamy catkq pierwszg 'V (réwnania lub pola wektorowego).

216) Przy ,zapisie autonomicznym” (XI.21) dziedzina U nie obejmuje w ogéle zmiennej ,,czasowej” t, by jednak

by¢ Scistym nalezy przej$é do zapisu (X1.2) z dziedzina dla F' postaci D = R x U. Tzn., mniej $cisle, nie robimy
z gory zadnych ograniczen na dziedzine rozwiazania.

217) Zwiazek tego z catkowaniem oznaczanym przez ,, |7 jest odlegly. Stowo ,calkowanie” ma jednak réwniez
znaczenie ,rozwiazywania”, w przypadku réwnan rézniczkowych.
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¢ Energia jako catka pierwsza

Jako przyktad rozwazymy ruch punktu materialnego w tzw. polu potencjalnym. Zatozymy dla
uproszczenia, ze masa punktu wynosi 1 oraz ze jest to ruch jednowymiarowy. Tzn. potozenie
punktu opisane jest funkcja x jednej zmiennej (— czasu t) o wartosciach w R. Wowczas ped p(t)
tego punktu w chwili ¢ i jego predkosé v(t) := 2/(t) to to samo, a przyspiesznie to a(t) = p'(t).
Zaktadamy, ze ruch tego punktu jest wynikiem dzialania pewnej znanej nam sity. Ogdélnie sita
ta moze zaleze¢ np. od chwili czasu t i od wartosci poltozenia z(t), a takze nawet od predkosci
v(t) — tzn. opisna moze by¢ pewna funkcja F' (ogélnie — wektorowa, a tu, ze wzgledu na
jednowymiarowos¢ ruchu — skalarna) trzech zmiennych, ktorej warto$¢ dla chwili czasu t,
potozenia x i predkosci v wynosi F'(t, x,v). Zgodnie z drugq zasadg dynamiki Newtona (silta
réwna sie masa razy przyspieszenie”) zachodzi wowczas

p'(t) = F(t, x(t), p(t))-

Oczywiscie powyzsze nie jest ,samowystarczalnym” rownaniem rézniczkowym opisujacym ca-
tosé sytuacji, gdyz zawiera dwie funkcje x i p, ktérych wzajemny zwigzek =’ = p nie zostal
jeszceze uwzgledniony. Gdy jednak to uczynimy, uzyskamy uktad réwnan

{ (1) = p(t)
p(t) = F(t, z(t), p(t))-

Przy tak ogolnych zatozeniach o sile F' trudno jest powiedzie¢ wiele o rozwigzaniach powyz-
szego uktadu. Jesli jednak ograniczymy sie do dosé¢ czesto wystepujacego w fizyce przypadku
(np. ruch w polu grawitacyjnym, elektrycznym) niezaleznej od czasu sity potencjalnej, tzn.
funkcji F', ktora zalezy tylko od potozenia (zaktadajac, ze wszelkie charakterystyczne wielko-
Sci takie jak masa, tadunek itp. rozwazanego punktu sg ustalone) i to w szczegdlny sposéb —
mianowicie ma posta¢ w przypadku ogdlnym (wielowymiarowym) ,gradientowa’:

F(t,z,v) = —(grad V') (x)

(w szczegblnosci F jest de facto zalezna jedynie od z). Taka funkcja V' bywa nazywana poten-
cjatem (cho¢ fizycy uzywaja tej nazwy raczej tylko wtedy, gdy odpowiednia charakterystycz-
na wielkosé¢, wspomniana wyzej, ma wartosé¢ jednostkowa). Dla przypadku jednowymiarowego
(grad V)(z) = V'(x), zatem nasz uktad réwnan przybiera posta¢ (juz ,zakodowana’ tak jak

zwykle)
' =np
p=-V'(x).

Inaczej méwiac, mamy tu dwuwymiarowe autonomiczne réwnanie pierwszego rzedu y' = G(y),
gdzie oznaczylismy y = (x,p) oraz G(z,p) = (p, —V'(x)). Energiq E (calkowitq) nazywa sig
funkcje bedaca suma tzw. energi kinetycznej i potencjalnej, czyli w naszym wypadku

B(z,p) = 59+ V()

Latwo zauwazy¢, ze jest to calka pierwsza naszego réwnania. Aby sprawdzi¢, ze F jest stala
na kazdym rozwiazaniu, wystarczy bowiem sprawdzié¢, ze jesli y = (x,p) jest rozwiazaniem
tego réwnania, to funkcja ¢ zadana jako ¢(t) = E(x(t),p(t)) = ip(t)* + V(x(t)) jest stala.
Policzmy jej pochodna:

¢'(t) = p)p'(t) + V'(2(1))2'(t) = —p()V'(x(t)) + V'(x(t))p(t) = 0.

Czyli rzeczywiscie ¢ jest stala.
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Drugi przyklad calki pierwszej wiaze si¢ z pewnym ukladem réwnan opisujacym wzajemne wspoélistnienie dwéch
populacji.

Przyklad (catka pierwsza dla ukladu Lotki—Volterry). Uklad réwnan rézniczkowych postaci

{ y1 = (k—ay2)y1
yh = (By1 — 7)y2.

nazywany jest uktadem Lotki-Volterry (k, «, 3,7 — pewne stale) i opisuje prawo obowiazujace dla zmian liczeb-
nosci zyjacych razem na tym samym obszarze dwéch populacji: ofiar (y1) i drapieznikéw (y2). Okazuje sie, ze
funkcja f : R?2 — R zadana wzorem

Fu) = Jur [Te= P fug|[Fe o2

w przypadku v,k > 0 jest calka pierwszg dla tego ukladu (tzn. dla réwnania autonomicznego, ktére uzyskamy
przechodzac od tego ukladu do jednego réwnania ,wektorowego”). Sprawdzenie tego faktu to zadanie dla Paristwa
(zad. 11).

Warto znajdowac¢ catki pierwsze dla réwnan ,wielowymiarowych” — nie tylko dlatego,
ze ulatwia to znajdowaé rozwiazania, ale takze dlatego, ze pomaga powiedzie¢ cos wigcej na
temat ,geometrii” orbit dla danego réwnania.

4. Uktady réwnan rézniczkowych ,liniowych”
© Zapis ,,macierzowy”

Szczegdlny rodzaj uktadow réwnan to tzw. uktady réwnan Jliniowych” (a raczej nalezatoby
powiedzie¢ — afinicznych), czyli takich, ze kazda funkcja F; pojawiajaca sie w uktadzie (X1.20)
ma postac

Fi(t,y) = an(®)yr + -+ + aim(t)ym + Bilt), (XL.23)
gdzie F; : (a;b) x R™, przy czym a;;, 3; : (a;b) — R sa pewnymi funkcjami cigglymi dla i, j =
1,...,m. A zatem, jesli zastgpimy taki ukitad réwnan jednym réwnaniem wektorowym, tak

jak opisaliSmy to na poczatku podrozdziatu 1X.4, otrzymamy réwnanie na funkcje wektorows
y o wartosciach w R™ postaci

Yy =A(t)(y) + (), > (XI.24)

gdzie dlat € R symbol A(t) oznacza przeksztatcenie liniowe z R™ w R™ o macierzy (w standar-
dowej bazie) (a;;(t))i j=1,..m, natomiast 3(t) = (B1(t),...,Bn(t)) € R™ (tzn. B : (a;b) — R™).
Jest to wiec uogolnieniem na przypadek dowolnego m sytuacji opisanej juz wezesniej dlam = 1.

¢ Istnienie rozwigzan globalnych

Podobnie jak w tym szczegdlnym przypadku, takze i teraz réwnanie to spelnia zalozenia
twierdzenia XI.1. Jesli bowiem okreslimy F': (a;b) x R™ — R™ wzorem

F(t,y) = A(t)(y) + B(t),

to dla wszystkich j = 1,...,m mamy

aij(tv y) = (alj(t)v s 7a’mj(t))7

skad, dzigki ciaglosci funkcji a;;, uzyskujemy ograniczonosé normy |0, F'(t,y)|| po ograni-
czeniu sie do t € K, gdzie K jest domknietym przedziatem zawartym w (a;b). A zatem
tu takze twierdzenie to gwarantuje istnienie globalnych rozwigzan réwnania, tzn. rozwigzan
okreslonych na catym przedziale (a;b). Co wiecej kazde rozwigzanie rownania przedtuza sie do
takiego rozwiazania globalnego i przedtuzenie to jest jednoznacznie wyznaczone warunkami
poczatkowymi.

218) Bardzo czesto pomija sie drugie nawiasy w A(t)(y) i pisze siec A(t)y zgodnie z przyjetym doéé powszechnie
zwyczajem pomijania nawiaséow dla argumentéw przeksztalcen liniowych.
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¢ Dla m > 1 trudniej...

Niestety, znacznie gorzej wyglada juz sprawa opisania bezposredniego wzoru na rozwigzanie
(co udato sie uzyskaé, gdy mielismy m = 1). Gdyby$my prébowali, tak jak przy m = 1, rozbié
poszukiwanie rozwigzan na dwa etapy, najwiekszy problem pojawitby sie w przypadku jed-
norodnym — tzn. juz przy S = 0. Tu nie ma ogdlnego algorytmu dajacego konstruktywne
rozwigzanie. Jednak jesli w jakim$ szczegdlnym przypadku znalezienie ogdlnej postaci rozwia-
zan rownania jednorodnego uda si¢ znalez¢, to warto wiedzie¢ ze drugi etap, czyli ,uzmien-
nianie statej”, daje sie juz uogdlni¢ na przypadek wielowymiarowy. Jest to nieco bardziej
skomplikowane i nie bedziemy tego szczegdtowo opisywaé. Ale poprébujecie Panstwo zrobic to
samodzielnie w szczeg6lnych przypadkach — patrz np. zadanie 3 e, g.

Waznym przypadkiem réwnan jednorodnych dla ktérych rozwiazania daja sie wypisaé jaw-
nymi wzorami sg réwnania liniowe jednorodne o statych wspotczynnikach, tzn. sytuacja gdy
wszystkie funkcje a;; sg state. Szczegétowy wzér wymaga umiejetnosci sprowadzania macierzy
do tzw. postaci Jordana, ktorej to umiejetnosci nie posiedliécie Panstwo jednak na wyktadzie
z GAL—u. Dlatego my ograniczymy sie tylko do sformutowania wyniku dotyczacego ogoblnej
postaci rozwigzan w tym przypadku.

¢ Rozwigzania zespolone

Dla powyzszego celu najwygodniej postuzy¢ sie funkcjami majacymi wartosci zespolone — a
wiec ogblniejszymi niz rozwazane dotad funkcje rzeczywiste (albo o wartosciach w C™ zamiast,
jak dotad, w R™). Ale jak nalezaloby rozumie¢ spelnianie przez funkcje y : (a;b) — C™ row-
nania (XI.24)? Zauwazmy, ze nie ma zadnego problemu z okresleniem tego, co mieliby$my po
prawej stronie réwnania, bowiem przeksztatcenie liniowe A(t) z R™ w R™ mozna w naturalny
sposob przedhuzy¢ do przeksztalcenia liniowego z C™ w C™ — bedzie ono zadane ta sama
macierza co przeksztalcenie z R™ w R™. A zatem dla takiej funkcji y o wartosciach w C™
Lnapis” A(t)(y(t)) + B(t) z prawej strony (XI1.24) oznaczalby po prostu element C™, ktérego
J—ta wspoélrzedna ma postaé

a1 (O)yr(t) + -+ ajm (E)ym(t) + 5;(1).

Pozostaje wiec wyjasnié sens lewej strony, tzn. y'(t). Otéz méwimy, ze taka funkcja y jest
rozniczkowalna w punkcie t, o ile dla dowolnego j = 1,...,m sg rézniczkowalne w t funkcje
Rey; oraz Imy; i wéwezas y'(t) := (yi(t), ...,y (1)), gdzie yj(t) = (Rey;)'(t) + i(Tmy;) (t).
A zatem rozniczkowanie funkcji zmiennej rzeczywistej, ale o wartosciach w C™, sprowadza sie
najpierw do rézniczkowania funkcji o warto$ciach w C, a nastepnie — poprzez rozpatrywa-
nie czesci rzeczywistej i czesci urojonej funkcji o wartosciach zespolonych — do dobrze nam
znanego rézniczkowania funkcji o wartosciach w R.

Nazwijmy wiec rozwigzaniem zespolonym (globalnym réwnania (X1.24) kazda funkcje
y : (a;b) — C™, ktéra spelnia to réwnanie w powyzej opisanym sensie. W szczeg6lnosei (ponie-
waz R C C) rozwiazaniami zespolonymi sa oczywiscie takze dotychczas rozwazane przez nas
rozwigzania (globalne) majace wartosci w R™ — bedziemy o nich czasem moéwié rozwigzania
rzeczywiste.

WprowadziliSmy tu pojecie rozwigzania zespolonego, nie po to jednak, by zajmowaé sie
ogoblniejszg teoria ,samag dla siebie”, ale po to, by w pewnych sytuacjach utatwié¢ sobie znaj-
dowanie rozwigzan rzeczywistych 22 . Sa one dla nas najwazniejsze, bo to raczej rozwiazania

219) )

219) Bedziemy rozwazali jedynie rozwiazania globalne, tzn. okre§lone na calym (a;b), bo jak juz wiemy, w

przypadku ,zwyklych”, tzn. tych dotychczas rozwazanych rozwiazan réwnania (XI1.24), wystarczylo sie do
takich ograniczy¢.

220) To zapewne nie pierwszy raz, gdy spotykacie sie Paistwo z zastosowaniem liczb zespolonych do rozwiazy-
wania probleméw o ,charakterze rzeczywistym”.
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rzeczywiste, a nie zespolone, beda na ogét opisywaé zjawiska wystepujace w naszej rzeczywi-
stosci (sic!).

Jedna z takich sytuacji gdy moga przydac si¢ rozwigzania zespolone jest wlasnie zapowia-
dane wczesniej rownanie jednorodne o stalych wspotezynnikach, tzn.

y = Ay, (XI.25)

gdzie teraz A oznacza liniowe przeksztalcenie z R™ w R™, badZ jego rozszerzenie do C™.
Zauwazmy, ze obecnie nasze wczesniejsze A(t) stale rowne jest A, zatem jako (a;b) $mialo
mozna wybra¢ cate R, co niniejszym czynimy. Co prawda tu mozna sie obejs¢ tez bez uzycia
rozwigzan zespolonych, ale cho¢by sama posta¢ funkcji pojawiajacych sie przy opisie rozwigzan
jest tatwiejsza w zapisie dla wersji zespolonej (— a co za tym idzie latwiejsza do zapamigtania
i zrozumienia).

© Zespolone ¢e*

Do opisu tego przyda sie rozszerzenie potegi o podstawie e na przypadek nie tylko wyktadnikéw
rzeczywistych, ale takze zespolonych. Gdy z = w + v, gdzie u,v € R, to zakladajac, ze
potegowanie z zespolonymi wyktadnikami ma wtasnosci algebraiczne podobne do potegowania
rzeczywistego, powinnismy uzyskaé

e i= e - e" = e“(cos(v) + isin(v)),

gdzie druga réwnos¢ to konsekwencja znanego zapewnie niektérym z Czytelnikéw wzoru na
potege z wykltadnikiem ,.czysto urojonym”. Dla tego definiujemy

e® :=e"(cos(v) + isin(v)).

W szczegdlnoscei dla z € R mamy e* = e*, zatem pokrywa si¢ to z definicja dla rzeczywistych
wyktadnikéw, gdyz wtedy z = w.

Jak wiemy w przypadku gdy A € R, funkcja y : R — R zadana wzorem y(t) = e jest
rozwigzaniem rownania

Yy =Ny

(a wiec ogdlnej postaci réwnania jednorodnego o statych wspétezynnikach dla m = 1) z wa-
runkiem poczatkowym

y(0) = 1.

Okazuje sie, ze doktadnie tak samo jest dla wszystkich A € C! Mamy bowiem dla A = u + v,
u,v € R A
y(t) = e = luttivt) _ out cos(vt) + ie(ut) sin(vt),

zatem

y'(t) = ue" cos(vt) — e wvsin(vt) + i(ue™ sin(vt) + e v cos(vt))
= (u+iv)(e" cos(vt) + ie" sin(vt)) = Ay(t).

¢ Ogoblne rozwigzania zespolone przy stalych wspdétczynnikach

Nie powinno zatem dziwi¢, ze funkcje takiej postaci beda sie tez pojawia¢ w opisie ogolnej
formy rozwigzan zespolonych rownania jednorodnego o statych wspoétczynnikach dla m > 1.
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Twierdzenie XI.5 (o postaci rozwigzan zespolonych réwnania jednorodnego). Jezeli
y: R — C™ jest zespolonym rozwigzaniem réwnania jednorodnego (X1.25), to kazda z funkcji
yj dla j = 1,...,m jest liniowg kombinacjg (o wspotczynnikach zespolonych) funkcji ey s :
R — C zadanych wzoram:
exs(t) = teM, (XI.26)
gdzie X\ jest wartoscig wtasng A, s = 0,...,kr(A\, A) — 1 i kr(A, A) oznacza krotno$é A jako
pierwiastka wielomianu charakterystycznego dla A.
B.D.

¢ Znajdowanie rozwigzan réwnania jednorodnego

Powyzsze twierdzenie moze by¢ uzyte w praktyce do rozwiazywania réwnan typu (XI.25). Aby
wyznaczy¢ wspotezynniki liczbowe w kombinacjach liniowych, o ktorych mowa w twierdzeniu
traktujemy je jako szukane parametry. Po podstawieniu rozwigzan zapisanych przy ich uzyciu
do rownania oraz do warunkéw poczatkowych otrzymamy réwnania algebraiczne na te para-
metry. Aby je uzyskac¢ nalezy wykorzysta¢ nastepujacy fakt, ktorego dowdd jest zadaniem dla
Panstwa (patrz zadanie 12).
Fakt. Zbior funkcji {exs : A jest wartodcig wlasng A, s =0,...,kr(\, A) — 1} jest ukladem
liniowo niezaleznym (m-elementowym,).
Przyklad. Rozwazmy dwie funkcje vy, yo opisujace zachowanie si¢ pewnych dwoch wielko-
sci fizycznych zaleznych od czasu, dla ktorych speinione sg nastepujace wzajemne relacje.
Predkos¢ zmiany pierwszej wielkosci w chwili ¢ jest proporcjonalna do wartodci drugiej wiel-
kosci ze (stalym) wspétezynnikiem a. Predko$é zmiany sumy tych wielkosci jest proporcjo-
nalna do wartosci pierwszej wielkosci ze (stalym) wspolezynnikiem . Tzn. y;(t) = ays(t),
(1 + y2)'(t) = By (D).

Sprobujemy wyznaczy¢ te funkcje przy zatozeniu, ze w chwili poczatkowej ¢ = 0 obie
wielkos$ci miaty warto$¢ 1, dla nastepujacych przypadkow:

a)a:]-?ﬁ:Q;
b)Oé:4,6:—]_7
c) a=2,p5=-1.

Z powyzszego opisu, po prostym przeksztalceniu widzimy, ze szukane funkcje sa rozwigzaniami
uktadu réwnan rézniczkowych

yh = By — ay,

co odpowiada rownaniu jednorodnemu w postaci (XI.25) z przeksztalceniem A o macierzy

0 «
= (9 ).

Wielomian charakterystyczny ma zatem postaé¢ (A oznacza tu zmienng dla tego wielomianu):

!/
{ Y= b (X1.27)

det(My — M) = (=A\)(—a — \) — af = A* + aX — af.
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¢ Jednokrotne rzeczywiste wartosci wtasne

Dla przypadku a) mamy wiec A> + A — 2 = (A — 1)(A + 2), czyli wartosciami wlasnymi A (a
takze M4) sa 1 oraz —2 — obie jednokrotne.
Na mocy twierdzenia XI.5 mamy wiec dla pewnych stalych Aq, By, Ao, By

U1 (t) = Alet + Ble_%,
ya(t) = Age! + Boe .
Stad, po wstawieniu do (XI.27) otrzymujemy
Yy (t) = Arel + (—2B)e * = Aye + Bye ™,

yé(t) = Aget + (—282)67% = (2A1 - Ag)et + (231 - 32)672?

t» —2t» (

Dzieki liniowej niezaleznosci funkeji e i e na mocy faktu sformutowanego przed tym
przyktadem) uzyskujemy nastepujacy uktad réwnan na wspoétezynniki Ay, By, As, Bs:

Al - AQ
—2B1 = BQ
Ay =2A; — Ay

—2By = 2B, — Bs.

Jak wida¢, nie sg one niezalezne — 3—cie réwnowazne jest 1-mu, a 4-te — 2—giemu. Jednak
mamy tez warunki poczatkowe y;(0) = y2(0) = 1 skad

A1+B1:1
A2+Bgzl.

W efekcie jedynym rozwigzaniem spetniajagcym oba uktady réwnan na wspotezynniki jest

A1:1:A2,B1:O:BQ,

czyli ostatecznie y1(t) = €' = yo(t).

¢ Dwukrotna wartosé wlasna
Dla przypadku b) mamy wielomian charakterystyczny A\? + 4\ +4 = (A + 2)?, czyli —2 jest
dwukrotng wartoscig wlasng A. A zatem tym razem mamy

y1(t) = (A + Bit)e ™,

yg(t) = (AQ + Bgt)e_Qt,

skad
yi (t) = (-2141 + Bl -+ 231t)672t = (4142 + 4BQt>€72t,

yé(t) = (-2142 + B2 — QBQt)G—Zt == (-Al - 4A2 - Blt — 4th)€_2t.

Korzystajac wiec z liniowej niezaleznodci funkeji ,e 7 i te™?"" uzyskujemy
—2A, + By = 4A,
—2By =4B,

_QAQ + Bg = —Al — 4A2
— 9By = —B, — 4By,
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ale znéw nietrudno zauwazy¢, ze uktad ztozony z dwoch pierwszych réwnan jest rownowazny
uktadowi ztozonemu z dwdch ostatnich (co oznacza, ze mogliby$my poprzestaé¢ na wypisaniu
tylko réwnan na wspotczynniki wynikajacych z réwnan na g/ 22 ). Warunki poczatkowe daja

nam tym razem
A =1
A2 - 1

wiec szukanymi wspotezynnikami sa A} = Ay = 1, By =6, By = —3, czyli y1(t) = (1+6t)e
yo(t) = (1 — 3t)e 2.

—2t
)

¢ Nierzeczywista wartosé¢ wtasna

Jak dotad nie wida¢ byto potrzeby rozwazania rozwigzan zespolonych, jednak gdy rozwazamy
przypadek c) uzyskamy wielomian charakterystyczny A%+ 2\ + 2, ktéry nie posiada pierwiast-
kéw rzeczywistych (A = —4) lecz dwa (jednokrotne) pierwiastki zespolone —1 — i oraz —1 +1.
A zatem

i (t) = Arel"170t - B~

s (1) = AgeT1Dt 4 Byel—1Hit
yll (t) — A]_(—l o Z‘)e(—l—l)t =+ Bl<_1 + 7;)6(—1+Z)t _ 2A2€(—1—’L)t + 2826(—1+l)t
i pomijajac (przezornie ...) rownanie na yj, ale uwzgledniajac warunek poczatkowy uzysku-
jemy uktad réwnan na wspoétczynniki
(=1 —19)A; =2A,
(—=1+19)B; =2B,
Al -+ Bl - 1
A2 -+ BQ - 1

Rozwigzanie tego uktadu to 4y = 1 +34, By =A; = —3ioraz Ay =1 —i, By = Ay = L +1i.
A zatem, stosujac wzor

Ze(u—i—iv)t + ge(u—iv)t _ 2eut (Re z COS(Ut) —Imz Sin(’l}t)) (X128)

uzyskujemy
“(cos(t) + 3sin(t)),

e "(cos(t) — 2sin(t)).

Y1 (1)
Ya(t)

I
)

¢ Jak omingé¢ rozwigzania zespolone

Doswiadczenie nabyte po rozwiazaniu powyzszego przyktadu — pkt. ¢) pozwala na sformuto-
wanie nastepujacej uwagi

Uwaga. Poniewaz macierz przeksztatcenia A ma wyrazy rzeczywiste, zatem wielomian cha-
rakterystyczny dla A ma rzeczywiste wspotezynniki. Jezeli wiec A € C\R jest wartoscia wlasng
A, to takze ) jest taka wartoscig wlasna oraz krotnoéci A\ i A sa te same®?? . Jezeli zatem po-
szukujemy rzeczywistego rozwiazania réwnania jednorodnego, (XI.25), ktére jest kombinacja
opisana w twierdzeniu XI.5 posiadajaca przy t*e* wspélezynnik z, to musi ona posiadaé przy
t5eA wspotezynnik z. Jezeli wiec A = u + v, to na mocy (XI.28) mamy

M 4zt = 2t°e" (Re z cos(vt) — Im z sin(vt)).

221) Warto pomysleé¢ nad pytaniem, czy jest w tym jakas regula . ..
222) To znany fakt algebraiczny, ale zachecam do samodzielnego dowodu.
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A zatem pare funkcji ey s, ey, z twierdzenia XI.5 mozemy w tej sytuacji zastapi¢ parg zadang
wzorami
t5e" cos(vt), t°esin(vt).

Czesto tak zmieniony uktad funkcji — choé¢ moze trudniejszy do zapamietania — jest wy-
godniejszy w uzyciu, gdy chcemy znalezé jawna posta¢ rozwiazania y;. Warto uzywajac tej
modyfikacji jeszcze raz rozwiazaé punkt ¢) — prosze sprobowac.

¢ Algebraiczne wlasnosci zbioru rozwigzan réwnania liniowego

Na koniec rozwazan dotyczacych uktadéow réwnan liniowych zajmiemy si¢ wtasnie owsg linio-
woscia, ktora jak sie okazuje nie dotyczy jedynie samej postaci rozwazanych rownan, ale ma
takze swoje odzwierciedlenie we wtasnosciach catego zbioru rozwigzan rownania. Rozwazmy
osobno wersje jednorodna ogdlnego réwnania (XI1.24):

v =A)(y). (XI.29)

Niech Fun,,(a;b) oznacza przestrzen liniowa wszystkich funkeji okreslonych na (a;b) o warto-
$ciach w R™.223)

Fakt. Zbior Yy wszystkich globalnych rozwigzan Y réwnania (X1.29) jest m-wymiarowq pod-
przestrzeniq liniowq przestrzeni Fun,, (a; b). Jezeli § jest pewnym rozwigzaniem globalnym ogdl-
nego rownania (X1.24), to zbior Y wszystkich rozwigzan globalnych tego réwnania ma postaé

g+Yy ={y+y:yecYo}

Dowéd.
Niech z,y € Yp. A zatem dla dowolnego ¢t € (a;b) mamy 2'(t) = A(t)(z(t)) oraz y'(t) =
A(t)(y(t)). Stad na mocy liniowosci A(t)

(z+y)'(t) = 2'(t) + /(1) = AD) (2 (1)) + A@)(y(1)) = A(D)(2(t) + y(t)) = AD)((z +y)(1)).

A zatem z + y € Yj. Podobnie, gdy a € R, to ax € Y}. Zatem Yj jest podprzestrzenig liniowa
Fun,,(a;b). Ustalmy pewne t, € (a;b) i niech dla v € R™ symbol y, oznacza takie global-
ne rozwigzanie réwnania (XI.29), ktére spelia warunek poczatkowy y,(t9) = v. Rozwazmy
przeksztatcenie @ : R™ — Y, zadane dla v € R™ wzorem

®(v) = yo.

Zauwazmy najpierw, ze
(I)(U + w) = Yvtw = Yo T Yuw,

gdyz y, + Y, jest rozwiazaniem globalnym (X1.29) oraz (y, +yu)(to) = v (to) + yw(te) = v +w.
Zatem ®(v + w) = ®(v) + ¢(w). Analogicznie dowodzi sig, ze P(awv) = ay, = adP(v), wigc
® jest przeksztatceniem liniowym. Oczywiscie @ jest ,na” Y, gdyz kazdy element y € Y jest
pewnym rozwigzaniem globalnym (XI1.29), wiec y = y,, dla v = y(ty). Ponadto jezeli ®(v) = 0,
to w szczegdlnosci y,(to) = 0, ale y,(tg) = v, wiec v = 0. Zatem Ker ® = {0}. & jest zatem
izomorfizmem liniowym na Yj, stad dimYy; = dimR™ = m. Aby wykaza¢, ze Y = g + Yj
zauwazmy najpierw, ze gdy y € Yy, to dla t € (a;b) zachodzi

(G +9)@) =7) +y(t) = AB)HE) + BE) + At)(y(t)) = A (7 +y)(1) + B(?),

) Chodzi tu oczywiscie o przestrzen liniowa nad R ze zwyklymi dzialaniami na funkcjach — np. (f+¢)(t) :=
f(t)+g(t) dla t € (a;b). Ma ona wymiar nieskonczony.

224) Jegli cheieliby$my rozwazaé rozwiazania zespolone to Fun,, (a; b) powinno oznaczaé przestrzen liniowa nad
C funkcji o wartosciach w C™ i wtedy tre$é¢ tego faktu przenosi sie w pelni.
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skad g+ y € Y. Mamy wiec Y D 5+ Yp. Jezeli y € Y, to dla t € (a;b) zachodzi (y — 7)'(t) =
A(t)(y(t)) + B@) — A()(5(t) — B(t) = A(t)((y — 9)(t)). Oznacza to, ze y —§ € Yo, czyli
y € y+ Yo, co daje ,C”. O

Udowoniony fakt pozwala na znalezienie wszystkich rozwiazan ogblnego réwnania (XI1.24),
o ile umiemy znalez¢ cho¢ jedno jego rozwigzanie globalne i wszystkie rozwigzania globalne
rownania jednorodnego. A ze wzgledu na to, ze dim Yy, = m, aby zna¢ wszystkie rozwigzania
rownania jednorodnego wystarczy, ze bedziemy znali jakikolwiek uktad ztozony z m linio-
wo niezaleznych rozwigzan globalnych — uktad taki stanowi bowiem baze przestrzeni Yy, —
nazywany jest takze uktadem fundamentalnym.

5. O réwnaniach skalarnych wyzszych rzedéw

Moéwilismy dotad wtasciwie wytacznie o rownaniach rzedu 1, tzn. takich, w ktorych najwyzszy
rzad pochodnej pojawiajacy sie w rownaniu wynosit 1. Co jednak mozna zrobi¢, gdy pojawiaja
sie pochodne wyzszych rzedow? Okazuje sie, ze gdy ograniczymy sie do rownan skalarnych
dajacych sie zapisa¢ w postaci

y(") = F(t, y(o), o ,y(”*l)), (X1.30)

gdzie y jest szukang funkcjg zmiennej rzeczywistej t o wartosciach w R, a I jest pewna funkcja
okreslong na podzbiorze D zbioru R x R™ o warto$ciach w R, to znajdowanie rozwigzan
tatwo sprowadzi¢ do rozwiazywania réwnania rzedu 1 typu (XI.2). Cho¢ juz wektorowego, nie
skalarnego! Dla Scistosci nalezy tylko wyjasni¢, ze rozwigzaniem réwnania zapisanego skrotowo
w postaci (XI.30) nazywamy (podobnie jak w przypadku réwnania (XI.2)) kazda funkcje
y : I — R rézniczkowalna n—krotnie (I — przedzial niezerowej dtugosci) spelniajaca dla
dowolnego t € 1
Y0 = Pt y(t),...y "D (E)).

¢ Sprowadzanie ré6wnania rzedu n do ukltadu rzedu 1

Pomyst metody sprowadzania réwnania (XI1.30) do réwnania (XI.2) przypomina nieco pomyst
uzyty przy sprowadzaniu rownania (XI.2) do postaci autonomicznej, omawiany w podrozdziale
3. Zacznijmy od przyktadu.

Przyklad. Jak zabra¢ si¢ za rozwiagzywanie nastepujacego rownania skalarnego rzedu 2
' =y +Ty+t?
Zauwazmy, ze to samo réwnanie mozna réwnowaznie zapisa¢ w postaci uktadu dwoch réwnan:
W)'=v, W) ="Ty+y +1t,

i cho¢ pierwsze z nich wydaje si¢ bezwarosciowe, to jednak moze si¢ okazaé istotne, gdy
potraktujemy y i 3/ jako odrebne poszukiwane funkcje skalarne. Tzn. zrobmy tak: zwigzmy z
poszukiwanym skalarnym rozwiazaniem y : I — R pomocniczg funkcje wektorowa = : [ —

R? zadang wzorem
x(t) = (y(t),y' (1)),

tzn. x(t) = (zo(t), x1(t)), gdzie xo(t) = y(t) oraz x1(t) = v/ (t) (tu, przez analogie do numeracji
rzedu pochodnej, wspétrzedne numerujemy od 0, zamiast od 1). Teraz zatem widzimy, ze
spetniony jest uktad rownan

Ty =T
) = Txg + o1 + t,
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ktéry umiecie Panstwo rozwiazaé w oparciu o wiedze z poprzednich podrozdziatéw (jak...?).
Mozna tez oczywiscie ten uktad zapisa¢ w postaci jednego réwnania pierwszego rzedu na
funkcje wektorows x:

= F(t,x),
gdzie F(t,xg,xl) = (21, Txg + 21 + 1).

o Jak to zrobié ogéblnie

Teraz widaé juz chyba co nalezy zrobi¢ ogdlnie. Tym razem dla funkcji I > ¢ ~ y(t) € R
rozwazmy wyznaczona przez nia jednoznacznie funkcje I 3 ¢ ~ (y(t),y™M(t),...,y" V(1)) €
R™ i oznaczmy ja przez g. Fakt, ze y spelnia (X1.30) oznacza doktadnie to samo, co fakt, ze

y( ) =y ()
( () =y ()

@W*D)'(t) = F(ty(t), ...y ) (8)).

A zatem przy przyjetych oznaczeniach, y jest rozwiazaniem (XI1.30) wtw ¢ jest rozwiazaniem
réwnania

7 = F(t,9), (XL.31)
gdzie F': D — R" dla (t, 90, ...,Yn_1) € D okredlona jest wzorem

F(t,yo, ey Una1) = (Y1, Y25 YUn1, F(E, Y05 -+ 3 Yn1))-

© Zagadnienie Cauchy’ego ponownie

Zagadnienie Cauchy’ego dla réwnania (XI.31) to problem, w ktérym poza samym réwnaniem
zadana jest ustalona wartosé¢ rozwiazania w pewnym punkcie to, czyli §(to) = yo € R™. Odpo-
wiada to warunkom

y(t) = (Yo)

YD) = (o).

Dlatego tez zagadnienie znalezienia rozwiazania réwnania (X1.30) speliajacego warunki (X1.32)
nazywa sie zagadnieniem Cauchy’ego dla réwnania n—tego rzedu (XI1.30).

(XL.32)

¢ Rozwigzywanie liniowych jednorodnych réwnan rzedu n o stalych wspoélczynni-
kach

Szczegdlnym przypadkiem rownania rzedu n jest tzw. réwnanie liniowe jednorodne rzedu n o
statych wspotczynnikach:

y™ = apy + aryW + -+ a, ™Y, (X1.33)
gdzie aq, . ..,a,_1 € R. Opisana wyzej metoda sprowadza problem rozwigzania tego rownania,
do problemu
y = Ay,
gdzie A : R" — R" jest przeksztatceniem liniowym o macierzy
o 1 0 0 ... 0
o o0 1 o0 ... 0
My = : . (X1.34)
0 0 0 O 1
ap ap Ap—1
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Oczywiscie mozemy takze méwié¢ o zespolonych rozwiazaniach réwnania (XI1.33) (licze, ze po-
trzebne formalne definicje kazdy ze stuchaczy jest w stanie sformutowaé¢ samodzielnie). Dzieki
twierdzeniu XI.5 uzyskujemy natychmiast nastepujacy rezultat (nalezy tylko zauwazy¢, ze y
z réwnania (XI.33) odpowiada teraz funkcji (4)1).

Fakt. Jezeli y : R — C jest zespolonym rozwigzaniem rownania jednorodnego rzedu n—tego
(X1.33), to y jest kombinacjq liniowq funkcji ey s z twierdzenia XI1.5, gdzie A jest przeksztal-
ceniem liniowym o macierzy (X1.34).

Oczywiscie, gdy szukamy rozwiazan rzeczywistych, warto pamieta¢ o uwadze ze strony 228,
ktora pozwala czasem zbiér powyzszych funkceji typu ey zmodyfikowaé¢ do nieco innej formy.
¢ Oscylator harmoniczny

Jako przyktad rozwazmy réwnanie rézniczkowe opisujace zachowanie sie tzw. oscylatora har-
monicznego, znanego by¢ moze niektorym z Panstwa z lekcji fizyki. Ma ono postaé

y" = —ky,

gdzie k jest pewna dodatnig stata. Funkcja y opisuje w przyblizeniu np. wychylenie wahadta
wykonujacego ,mate” drgania w polu grawitacyjnym Ziemi, w zaleznosci od czasu. Wowczas
k =9, gdzie g — to znana stala — przyspieszenie grawitacyjne Ziemi, a [ — dtugos$¢ wahadta.
W tym wypadku mamy
0 1
M, =
A ( —k 0 ) )

wiec wielomian charakterystyczny ma posta¢ A\? + k. Poniewaz k& > 0, zatem pierwiastki
(wzajemnie sprzezone), to ++v/ki. Rozwigzanie ma zatem postaé

y(t) = acos(Vkt) + Bsin(Vkt),

przy czym « i 3 moga by¢ dowolne (mozna to sprawdzi¢ choé¢by podstawiajac do réwnania)
i mozna je wyznaczy¢, gdy zadamy konkretne warunki poczatkowe w chwili tg = 0, tzn. y(0)
oraz y'(0). Mamy bowiem y(0) = a, /(0) = v/kt3. Funkcja y jest wiec okresowa — ma okres
%. Mozna tez, korzystajac ze wzorow trygonometrycznych, zapisa¢ ja w postaci

y(t) = /a2 + 32 sin(\/Et + o),

a2 4+ %sin(¢p) = a, \/mcos(gbo) = 0.

gdzie
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Zadania do Rozdzialu XI

Vo1 Rozwazamy rownanie rézniczkowe skalarne ¢y’ = y z warunkami poczatkowym y(0) = o,
gdzie 1, jest ustalona liczba rzeczywista. Wylicz wartos¢ n—tego wyrazu ciggu kolejnych
przyblizen vy, dla rozwiazania tego rownania w punkcie t € R dla wszystkich n oraz t.
Nie korzystajac z twierdzenie XI.1 sprawdz, ze y, — vy, gdzie y — rozwiazanie globalne
(okreslone na R) powyzszego zagadnienia Cauchy’ego.

o' =T+t 2(0)=1

L= x4 2, 2(0) =0

f'(x) = =2f(x) + sin(z), f(0) =2

y =y+tre’, y(1) =1 (n € N, n ustalone)
v =2y + £ y(0) = 0

f'(x) = f(z) +sin(z), f(0) = 1.

V225) o Zmajdz rozwiazania (w miare mozliwosci globalna albo integralne) ponizszych réwnan
rozniczkowych skalarnych pierwszego rzedu z zadanymi warunkami poczatkowymi
(a) ¥ =te™, y(0) =1
(b) % =sin’(t), y(m) =3
(©) %=L y(0) =1
(@) £ = i, F(1) = —2
(e) 2 =212% z(0)=1
(f) =22 z(0) = —1
(g) v =17y, y(2) =3
(h) ¥ =17y +5, y(2) = —1
(i) ¥ = cos?(y) - sin’(t), y(0) = 0
(G) ¥ =y-In@), y(1) =7
(k) 9 =y - arctg(t), y(1) = —2
() f’ =el, f(0) = -
)
)
)
)
)
)

Y 226) 3, Zmajdz rozwiazania globalne (okreslona na R) ponizszych uktadéw réwnan z zadanymi
warunkami poczatkowymi

(a)
(b)

()

225) Przynajmniej 5 sposréd a — 11 3 spoéréd (m) — (r).
226) Przynajmniej 5 przyktadéw, w tym (e) lub (g).
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Yy =1+ Y y1(0) =1
Yy =1 +2y2 +y3 Y2(0) =2
Ys = Y2 + Y3 y3(0) =3

Vo4 Niech g : R — R, g(y) = 33/y2 dla y € R.

YV 5.

(a) Wykaz, ze zagadnienia Cauchy’ego

{ "= g(y)
y(0) =0

posiada conajmniej dwa rézne rozwigzania okreslone na calym R.

(b) Czy nie stanowi to sprzecznosci z twierdzeniem o réwnaniu ,,0 zmiennych rozdzie-
lonych” (tw. XI.2) lub z globalnym twierdzeniem o istnieniu i jednoznacznosci (tw.
XI1.1)?

(¢) Wykaz, ze dla kazdego € > 0 istnieje nieskonczenie wiele réznych rozwiazan tego
zagadnienia Cauchy’ego okreslonych na (—¢;e).

(d) Czy kazde rozwiazanie powyzszego réwnania posiada jednoznaczne przedtuzenie do
rozwigzania integralnego?

Padajacy réwnomiernie deszcz ze stala intensywnoscia 2 [/m? na 1 godz. kapie do od-
krytej walcowatej beczki o wysokosci 2 m i powierzchni podstawy 0, 5m?. Beczka ta ma
we dnie dziure. Wyciekanie wody przez dziure jest proporcjonalne do cinienia wody w
beczce i dla wycieku liczonego w litrach na 1 godzing oraz ci$nienia wyrazonego w kG/m?
wspotezynnik proporcjonalnosci wynosi a. Znajdz rownanie rézniczkowe opisujace zacho-
wanie si¢ wysokosci wody w beczce w zaleznosci od czasu (liczonego w godzinach), przy
zalozeniu, ze beczka nie jest pelna ani pusta w opisywanym momencie. Znajdz rozwia-
zania globalne uzyskanego rownania i przy ich uzyciu opisz zachowanie sie rzeczywistej
wysokosci wody w beczce w zaleznosci od wysokosci wy € (0;2) w chwili poczatkowej
1

t = 0 oraz wartosci wspotezynnika a > 0. W szczegolnosci zbadaj przypadki a = 3;1; 2.

. Szybkos¢ stygniecia rozgrzanego przedmiotu jest proporcjonalna do réznicy temperatury

tego przedmiotu i temperatury otaczajacego je powietrza. Zakladamy, ze w procesie
stygniecia tego przedmiotu otaczajace powietrze nagrzewa sie w sposoéb ,pomijalny”.
Otaczajace powietrze ma temperature 20° C, a przedmiot ostygt z temperatury 100° C
do 60° C w ciggu 20 minut. W ciggu ilu kolejnych minut jego temperatura obnizy sie do
30° C? A do 20° C?
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v o7

Y 10.

11.

12.

V22713,

Do zamknigtego izolowanego naczynia wypelnionego powietrzem o temperaturze 20° C
wrzucono kawatek metalu o temperaturze 100° C. Szybkosé stygniecia tego kawatka me-
talu jest proporcjonalna w kazdej chwili do réznicy temperatury metalu i jego otoczenia
i podobnie szybko$¢ nagrzewania sie powietrza w naczyniu jest proporcjonalna do tej
roznicy, ale z 5—cio krotnie wigkszym wspoétczynnikiem proporcjonalnosci. Po uptywie 1
godziny réznica temperatur metalu i powietrza wyniosta 40°C'. Po jakim czasie roznica
ta wyniesie 20° C? Jaka bedzie woéwczas temperatura metalu?

Znajdz wzory opisujace rozwiazania integralne (wlacznie z ich dziedzinami) réwnania
logistycznego (XI.11), w ktérym prawa strona traktowana jest jako funkcja ,,od y” okre-
slona na

(a) (0;%2),
(b) (%2 +00).

r

Wykaz, ze w obu przypadkach granica kazdego takiego rozwigzania w 400 réwna jest
wy

Uogolnij przyktad dla modelu mutacji ze strony 217 na hipotetyczny przypadek N réz-
nych rodzajow nukleotydéw. Znajdz wzor opisujacy Py i granice Py w +00.

Naszkicuj obrazek przedstawiajacy pole wektorowe, znajdz i naszkicuj orbity oraz znajdz
pewna nietrywialna (r6zna od statej) calke pierwsza dla réwnan wektorowych odpowia-
dajacych nastepujacym uktadom rownan rozniczkowych skalarnych:

(a)
{ Yi =
Z/é =12

(b)

yi =Y

yé = Y2
(c)

?J/1 =

yé = —Y2

(d)
{ YL =12
yé = Y.

Sprawdz, ze funkcja okreslona w przyktadzie 2 ze strony 223 jest caltka pierwsza dla
uktadu Lotki—Volterry przy v, k > 0.

Wykaz fakt ze strony 226.

Znajdz wszystkie globalne (okre$lone na R) rozwiazania ponizszych réwnan rézniczko-
wych wyzszych rzedéw z zadanymi dodatkowymi warunkami

(a) f"=2f"+3f, f(0)=0, f/(0) =3
(b) &= —i 4+, 2(1) =0, (1) = 1
(c) y" =3V3y —6y, y(0) =1, y'(0) =3

227) Przynajmniej 5 przykladéw w tym d) oraz j) lub k).
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(d) ¥" =2y —y,y(0) =y(1) =0

() ¥ =2y =3y, y(m) =y'(7) =1

(f) v =—y,y(0)=0,y'(0) =1

(8) v =17,y(0) =7, y'(0) =11

(h) ¥ =5y +¢"), y(0) = ¥'(0) = y"(0) = 1

(i) y : =2,y"(0) =4
)y
)y
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Spis symboli i skrétéw

v dla kazdego, 12
= istnieje, 12

przeciecie dla indeksowanej rodziny zbiorow, 12

i€l
suma dla indeksowanej rodziny zbioréw, 12

iel
f:A—B funkcja ze zbioru A w zbior B, 12
R zbioér liczb rzeczywistych, 12
=, = rownos¢ definiujgca nowe oznaczenie, 12
R* zbioér liczb rzeczywistych bez zera, 13
Q zbidr liczb wymiernych, 14
wtw wtedy i tylko wtedy, gdy, 13
= istnieje doktadnie jeden, 14
| | wartos¢ bezwzgledna, 15
max element najwiekszy, 16
min element najmniejszy, 16
sup kres gérny, 16
inf kres dolny, 16
(a;b) przedzial otwarty, 16
[a; 0] przedzial domkniety, 16
(a; b] przedzial otwarto-domkniety, 16
la; b) przedzial domknieto-otwarty, 16
N zbior liczb naturalnych, 16
/ zbior liczb catkowitych, 18
Ny zbiér liczb naturalnych z dodanym zerem, 18
Ng zbior liczb catkowitych ,poczawszy od k7, 18
Q zbiér liczb wymiernych, 18
Cho zbioér cyfr zapisu dziesietnego, 17
[ ] czes$¢ catkowita, 18
0° czasami to jest 1, 19

e suma ,indeksowana’”, 19
(Z) symbol Newtona, 19
a pierwiastek n—tego stopnia z a, 20
Vva pierwiastek kwadratowy z a, 20
hind x do potegi y, 20
A+B suma algebraiczna zbioréw, 24
A-B iloczyn algebraiczny zbioréw, 24
—A zbiér | przeciwny” do A, 24
A<B nieréwno$é dla zbioréow, 24
c< A ¢ jest ograniczeniem dolnym zbioru A, 24
c< A c jest $cisle ponizej A, 24
c>A c jest $cidle powyzej A, 24
c> A ¢ jest ograniczeniem gérnym zbioru A, 24
c+A przesuniecie zbioru A o ¢, 24
< 2, < > nieré6wno$¢ pomiedzy ciagami, 25
d.d.d. dla dostatecznie duzych, 26
R rozszerzony zbior liczb rzeczywistych, 26

237



— ma granice ... (ciag), 26, 137

— ma granice ... (ciag przy n dazacym do nieskonczonosci), 26
nl_1£100 granica (ciagu), 26, 137
= rowna si¢ ,stale”, 27
e liczba e (granica ciagu o wyrazach (1 + %)n), 29
lim sup granica gorna, 33
n—+o0o
1711111> Jlgof granica dolna, 34
Z,fi‘;lo (i, suma szeregu o wyrazach a, lub ciag sum czesciowych tego szeregu, 40
Zf{i‘jm a, < +00 szereg o wyrazach (nieujemnych) a,, jest zbiezny, 41
a~b ciagi a i b sa asymptotycznie podobne, 44
a, ~ by, ciagi {a,} i {b,} sa asymptotycznie podobne, 44
> (ciag) nie ma granicy rownej ..., 45
© iloczyn Cauchy’ego, 48
exp funkcja exponencjalna, 48
sin sinus, 49
coS kosinus, 49
p.s. punkt skupienia, 54
glclg}l granica funkcji w punkcie, 54, 139
— ma granice ... (funkcja w punkcie a), 54
W. o wyrazach w, 54
m_}lgrgeD granica (funkcji) w punkcie a dla funkeji okreslonej na D, 55
o ztozenie funkcji, 56
|x obcigcie funkcji, 57
D, czes¢ zbioru D potozona na prawo od 0, 57
D_ czes¢ zbioru D potozona na lewo od 0, 57
D¢ czes¢ zbioru D potozona na prawo od punktu a, 57
D czes¢ zbioru D potozona na lewo od punktu a, 57
zlirélJr granica prawostronna w punkcie a, 57
xligl granica lewostronna w punkcie a, 57
d. ... d.b. dla ... dostatecznie bliskich, 58
X funkcja identycznosciowa, 62
(a?b), [a?h), [a?b], (a?b] przedziaty ,o nieznanej kolejnosci koncow”, 62
,na” funkcja ,na”, 64
»1-17 funkcja réznowartosciowa, 64
ft funkcja odwrotna, 64
la; +00] przedzial domkniety wraz z nieskonczonoscig, 67
log, logarytm o podstawie a, 69
In logarytm naturalny, 69
T liczba m, 70
tg tangens, 70
ctg kotangens, 70
mian najmniejszy mianownik, 73
1 pochodna funkcji f, 76, 146
f'(a) pochodna funkeji f w punkcie, 76
1 (a) pochodna lewostronna, 77
" (a) pochodna prawostronna, 77
% tradycyjne oznaczenie pochodnej, 77, 146
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Da,é
sgn
arcsin
arccos
arctg
arcctg

f(n)
drf
dz™
c™(D)
C>=(D)

d0—towe otoczenie a w D, 77,88

funkcja signum (znak), 78

arkus sinus, 85

arkus kosinus, 85

arkus tangens, 85

arkus kotangens, 85

n—ta pochodna, 89

n—ta pochodna, tradycyjne oznaczenie, 89

klasa funkcji n razy rézniczkowalnych na D z ciggta n—ta pochodna, 89
klasa funkcji rézniczkowalnych dowolng liczbe razy na D, 89
klasa funkcji ciggtych na D, 89

zbior punktow potozonych ,nieostro” nad wykresem f, 90
iloczyn kartezjanski k egzemplarzy zbioru X, 90

druga pochodna f, 92

n—ty wielomian Taylora funkcji f w punkcie zg, 92

n—ty wielomian Taylora, 92

n—ta reszta Taylora, 93

notacja ,o—mate”, 94, 153

uogoblniony symbol Newtona, 97

sinus hiperboliczny, 98

kosinus hiperboliczny, 98

tangens hiperboliczny, 98

pochodna symetryczna, 99

zbiezno$¢ punktowa, 104

zbieznos¢ jednostajna, 105

norma, 105

norma supremum na zbiorze D, 106

zbieznos¢ niemal jednostajna, 106

catka nieoznaczona, 115

catka oznaczona, 120

h(b) — h(a), 121

suma gorna, 122

suma dolna, 122

catka gorna, 122

caltka dolna, 122

klasa funkcji catkowalnych w sensie Riemanna, 123

klasa funkcji catkowalnych w sensie Riemanna na [a;b], 123
srednica podziatu, 123

catka niewlasciwa, 128

norma euklidesowa, 134

kula otwarta, 136

funkcja wspotrzedna, 140

j—ta funkcja wspotrzedna funkcji f, 140

pochodna f, 146

wnetrze, 147

dziedzina funkcji f7, 148

funkcja 1-nej zmiennej powstala z f z a na miejscach poza j—tym, 148
pochodna czagstkowa, 148

pochodna czastkowa, 148
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o;f pochodna czgstkowa, 148

% pochodna kierunkowa, 151
Oz f pochodna kierunkowa, 151
Oy f pochodna kierunkowa, 151
Df rozniczka f, 153
MJf macierz Jakobiego, 156
Jf jakobian, 156
grad f(a) gradient f, 156
V f(a) gradient f, 156
Oy | pochodna czagstkowa rzedu n, 164
83‘”5;}-1 f pochodna czastkowa rzedu n, 164
B, 0%, pochodna czagstkowa rzedu n, 164
o~ f uproszczona notacja pochodnej czastkowej, 165
8w?1___x%m f uproszczona notacja pochodnej czastkowej, 165
896‘{‘?#%3“ uproszczona notacja pochodnej czastkowej, 165
Hf macierz Hessego, 166
o(A) o—ciato generowane przez A, 176
B(RY) rodzina zbioréw borelowskich, 176
0o delta Diraca, 178
+# miara liczaca, 178
A\ d-wymiarowa miara Lebesgue’a, 179
A 1-wymiarowa miara Lebesgue’a, 179
L (RY) zbiory mierzalne w sensie Lebesgue’a, 180
fr czesé dodatnia funkeji, 184
f~ cze$¢ ujemna funkcji, 184
Ip fdu catka z f wzgledem miary p, 184
Lt klasa funkcji catkowalnych w sensie Lebesgue’a, 185
LY (D, ) klasa funkcji okreslonych na D i catkowalnych wzgledem u, 185
Ip f(x)dx catka wzgledem miary Lebesgue’a, 188
LY(D) catka wzgledem miary Lebesgue’a, 188
[ [ [f(x)dxidzy...dxy calka ,pod—tna” — zapis, 192
Rd
I'y wykres f, 195
g zbieznos¢ p—prawie wszedzie, 204
Yy = F(t,y) rownanie rézniczkowe w postaci normalnej, 207
e® potega o podstawie e i wyktadniku zespolonym, 225
€xs funkcja ey (t) = t5e*, 226
kr(A, A) krotno$¢ \ jako pierwiastka wielomianu charakterystycznego dla A, 226
Fun,,(a;b) przestrzen liniowa wszystkich funkcji na (a;b) o wartosciach w R™, 229
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Skorowidz

o—cialo
cegietkowe, 201
o—ciato, 175
generowane, 176
o-podaddytywnos¢, 177
o—male, 94

Abela??8)
przeksztatcenie, 46
addytywnos¢
catki, 186
addytywnos¢ wzgledem zbioru
catki, 186
aksjomat, 12
ciggtosci, 14
zupetnosci, 14
antysymetria
staba, 13
Archimedesa
zasada, 17
arkus..., 85

229)

Bernoulli’ego?3?)

nierownos¢, 19
Bolzano—Weierstrassa

twierdzenie, 35, 138
Bolzano?3V

twierdzenie, 62

catka
dolna, 122
gbérna, 122
iterowana, 192
Lebesgue’a, 183
nieokreslona
wzgledem miary, 184

228) Niels Henrik Abel (ur. 1802, zm. 1829): norweski
matematyk

229) Archimedes z Syrakus (ur. 287 p.n.e., zm. 212
p-n.e.): grecki matematyk

230) Jakub Bernoulli (ur. 1654, zm. 1705): szwajcarski
matematyk

231) Bernard Bolzano (ur. 1781, zm. 1848): czeski ma-
tematyk

nieoznaczona, 115
niewtasciwa, 128
[ rodzaju, 128
IT rodzaju, 128
mieszana, 132
zbiezna, 128
okreslona, 184
oznaczona, 120
pierwsza, 221
podwojna, 192
potréjna, 192
Riemanna, 123
wzgledem miary, 184
catkowanie, 82
przez czesci, 116, 121
przez podstawienie, 117, 121, 197
Cantora?3?)
zbior, 203
Cauchy’ego???)
ciag, 35, 139
definicja, 56, 60, 140
iloczyn, 48
kryterium, 45
twierdzenie, 84
zagadnienie, 208
cegietka, 201
Cesaro?3*
twierdzenie, 48
ciato, 13
przemienne, 13
uporzadkowane, 13
ciag, 25
Cauchy’ego, 35, 139
funkcyjny, 104
geometryczny, 33
kolejnych przyblizen, 209
liczbowy, 25

232) Georg Cantor (ur. 1845, zm. 1918): niemiecki ma-
tematyk

233) Augustin Louis Cauchy (ur. 1789, zm. 1857): fran-
cuski matematyk

234) Ernesto Cesaro (ur. 1859, zm. 1906): wtoski ma-
tematyk
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ma granice, 26 delta

malejacy, 25 Diraca, 178
monotoniczny, 25 diraca?4?)
ograniczony, 25, 138 delta, 178

z dohu, 25 Dirichleta?*!)

z gory, 25 funkcja, 61, 123
rosnacy, 25 kryterium, 46, 51, 129
rozbiezny, 26 dla
rozbiezny do, 26 p—prawie wszystkich, 187
rzeczywisty, 25 dostatecznie
sum bliskich, 58

czesciowych, 40 duzych, 26
zbiezny, 26, 137 prawie wszystkich, 187

ciagi dtugosé
asymptotycznie geograficzna, 199
podobne, 44 wykresu, 130
ciagtos¢ dodatnia
w punkcie, 60 okreslonosé¢, 166
cieciwa dotaczanie
wykresu, 90 czasu, 219
cyfra, 17 dopisywanie
czesé nawiasow, 52
catkowita, 18 dowod
dodatnia funkcji, 184 indukcyjny, 17
ujemna funkcji, 184 druga

rozniczka, 164
druga zasada

dynamiki Newtona, 222
drugie kryterium poréwnawcze, 51
dyfeomorfizm, 163
dziatanie

d’Alemberta23®)
kryterium, 45
Darboux?23¢)

wtasnos¢, 62
de ’'Hospitala?*?

regula, 87 okreslone, 27
de Moivre’a™® dzielenie, 15
wzor, 50
de Morgana?>? ekstremum
wzor, 137 lokalne, 82
definicja istotne, 99
Cauchy’ego, 56, 60, 140 Sciste, 99, 167
Heinego, 54, 60, 140 wilasdciwe, 167
indukcyjna, 17 warunkowe, 159
rekurencyjna, 17 zwiazane, 159
element

235) Jean Le Rond d’Alembert (ur. 1717, zm. 1783):

francuski matematyk najmniejszy, 14

236) Jean Darboux (ur. 1842, zm. 1917): francuski ma- najwigkszy, 14
tematyk odwrotny, 13, 15
237) Guillaume de 'Hospital (ur. 1661, zm. 1704): fran- przeciwny, 15

cuski matematyk
238) Abraham de Moivre (ur. 1667, zm. 1754): francu- 2**) Paul Dirac (ur. 1902, zm. 1984): angielski mate-

ski matematyk matyk
239) Augustus de Morgan (ur. 1806, zm. 1871): angiel- 24! Johann Dirichlet (ur. 1805, zm. 1859): niemiecki
ski matematyk matematyk
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energia
catkowita, 222
kinetyczna, 222
potencjalna, 222
Eulera??
podstawienie, 120

Fouriera?43)

szereg, 112
Fubiniego®*¥
twierdzenie, 191
funkcja
IM—mierzalna, 180
¢ Riemanna, 111
n—krotnie rézniczkowalna, 89
addytywna, 74
afiniczna, 78
analityczna, 96
arkus..., 85
catkowalna, 184
catkowalna w sensie Lebesgue’a, 184
catkowalna w sensie Riemanna, 123
charakterystyczna
zbioru, 181
ciagta, 61, 140
w punkcie, 60, 139
Dirichleta, 61, 123
dodatnia, 21
dwukrotnie rézniczkowalna, 164
elementarna, 68
hiperboliczna, 98
identycznosciowa, 62
jednostajnie ciagta, 63
kawaltkami liniowa, 112
klasy C1, 147
klasy C™, 89, 165
liniowa, 78
lipschitzowska, 74
malejaca, 21, 65
mierzalna, 180, 182, 188
mierzalna w sensie Lebesgue’a, 180
monotoniczna, 21, 65
niedodatnia, 21
nieujemna, 21

242) Leonard Euler (ur. 1707, zm. 1783): szwajcarski

matematyk

243) Joseph Fourier (ur. 1768, zm. 1830): francuski ma-

tematyk

odwracalna, 64

odwrotna, 64

okresowa, 70

okreslona p—prawie wszedzie, 188

okreslona prawie wszedzie, 188
mierzalna, 188

pierwotna, 115

potegowa, 21, 70

prosta, 183

rosnaca, 21, 65

rozniczkowalna, 76, 77, 145, 153
n—krotnie, 89
w punkcie, 77, 89

roznowartosciowa, 64

signum, 78

Scisle malejaca, 21, 65

Scisle monotoniczna, 21, 65

scisle rosnaca, 21, 65

trygonometryczna, 49, 70

ujemna, 21

wklesta, 90

wyktadnicza, 21, 68

wymierna, 62, 118

wypukta, 90

gestosé, 18
globalne
twierdzenie o istnieniu i jednoznacznosci,
209
gtadkie
pole wektorowe, 221
gradient, 156
granica, 26
ciggu, 26, 137
dolna, 33
funkcji, 54, 139
w punkcie, 54
gbrna, 33
iterowana, 140
jednostajna, 105
jednostronna, 57
lewostronna, 57
prawostronna, 57
punktowa, 104
grupa, 13
przemienna, 13

Holdera24d)

244 Guido Fubini (ur. 1879, zm. 1943): wiloski mate- 245 Otto Holder (ur. 1859, zm. 1937): niemiecki ma-

matyk

tematyk
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nieréwnos¢, 173
Heinego?*%)

definicja, 54, 60, 140
Hessego?*")

macierz, 166

iloczyn

Cauchy’ego, 48
iloraz

réznicowy, 76
indeks

poczatkowy, 25
indukcja

zupetna, 17
infimum, 14
istotne

ekstremum

lokalne, 99

jakobian, 156
Jakobiego?4®)

macierz, 156
jednorodnosé

catki, 186
jednostajna

ciagtos¢, 63
jednostajnie

ciggta funkcja, 63
jedynka trygonometryczna, 49
Jensena?*?)

nierownos¢é, 91

kawatkami liniowa funkcja, 112
klasa
C*, 89
c", 89
kosinus, 70
kostka
domknieta, 139
kotangens, 70

krok
indukeyjny, 17
kryterium
asymptotyczne, 44
dla catek niewtasciwych, 132
catkowe
zbieznosci szeregow, 132
Cauchy’ego, 45
d’Alemberta, 45
Dirichleta, 46, 51, 129
Leibniza, 47
poréwnawcze, 43, 129
porownawcze drugie, 51
Raabego, 75
Sylwestera, 167
Weierstrassa, 109
krzywa, 145
kula, 136
domknieta, 139

Lagrange’a
twierdzenie o postaci reszty Taylora, 94
Lagrange’a®®?)
mnozniki, 161
twierdzenie, 83
Lebesgue’a twierdzenie o zbieznosci majoryzo-
walnej, 51
Lebesgue’a?®)
catka, 183
miara, 179
Leibniza
wzOr
rzedu n, 89
Leibniza?®?)
kryterium, 47
lemat
0 zageszczaniu, 42
liczba
m, 70
catkowita, 18

klresdolny, 14 naturalna, 16
gorny, 14 wymierna, 18
logarytm, 69
246) Fduard Heine (ur. 1821, zm. 1881): niemiecki ma- naturalny, 69
tematyk

247) Otto Hesse (ur. 1811, zm. 1874): niemiecki mate- 2°*) Joseph Lagrange (ur. 1736, zm. 1813): francuski

matyk

matematyk

248) (Carl Jakobi (ur. 1804, zm. 1851): pruski matema- 2°!) Henri Lebesgue (ur. 1875, zm. 1941): francuski

tyk

matematyk

249) Johan Jensen (ur. 1859, zm. 1925): duniski mate- 22 Gottfried Leibniz (ur. 1646, zm. 1716): niemiecki

matyk

uczony
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lokalna mnozniki

odwracalnos¢, 162 Lagrange’a, 161
lokalne model
istnienie i jednoznacznos¢ rozwiazan, 208 dla ,mutacji na ustalonej pozycji w ge-
Lotka??) | 223 nie”, 217
Lotki—Volterry dla populacji z migracja, 216
uktad, 223 logistyczny, 213
narodzin i $mierci, 212
1@CZHOS/(/3, 13 modul, 15’ 62
macierz monotonicznoscé
catki, 186

Hessego, 166

Jakobiego, 156 multiindeks, 165
Maclaurina?*® mutacja
szereg, 95 na ustalonej pozycji w genie, 217
maksimum neutralnosé, 13
lokalne, 82, 142 Newtona2s?)
maksymalr'le druga zasada dynamiki, 222
przedmaly. N symbol, 19, 97
monotonicznosci, 85 wzér, 19

255
Malthus®®) , 212 niemal jednostajna zbieznosé, 106

256
Merter}sa ) ‘ nieograniczony, 17
twierdzenie, 48 nieokreslonosé¢, 166
metoda

nieoznaczonos¢, 37, 88
nieréwnos¢
Bernoulli’ego, 19

mnoznikéw Lagrange’a, 161
parametryzacji, 160

metryka, 133 Holdera, 173
dyskretna, 135 Jensena, 91
euklidesowa, 134 trojkata, 15, 133
indukowana przez norme, 134 dla normy, 108

) 9

kqlgowa, 135 niewymiernosé

| miejska, 135 stopnia drugiego, 120

miara, 177 7 niezaleznosé

Lebesgue’a, 179 aksjomatow, 13
IICZ@C&,. 178 niezmienniczo$é
probabilistyczna, 202 w czasie, 220
skonczona, 178 norma, 106 7134

. zupelna, 178 euklidesowa, 134

mlerzalna. supremum, 106

funkCJz% . _ normalna
N okreslona prawie wszedzie, 188 postaé¢ réwnania, 207
minimum
lokalne, 82, 142 obcigcie
o funkcji, 57
253) Alfred Lotka (ur. 1880, zm. 1949): amerykanski ..
objetos¢

matematyk .

254) Colin Maclaurin (ur. 1698, zm. 1746): szkocki ma- bryty obrotowej, 131

tematyk obustronny

255) Thomas Malthus (ur. 1766, zm. 1834): angielski punkt

matematyk

256) Franz Mertens (ur. 1840, zm. 1927): niemiecki ma- 257) sir Izaak Newton (ur. 1643, zm. 1727): angielski

tematyk uczony
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skupienia, 78

od pewnego miejsca, 26
odejmowanie, 15
odlegtos¢, 16
ograniczenie

dolne, 14

gorne, 14
ograniczony

z dotu, 14

z gory, 14
okres, 95

funkcji, 70
orbita, 221
otoczenie, 147

bedace przedziatem, 77

p-t.r.c., 126
Peano?®)
twierdzenie o postaci reszty Taylora, 93
permutacja, 47
pewnik, 12
Picarda?)
twierdzenie, 208
pierwiastek, 20, 73, 99
pochodna, 77
czastkowa, 148
funkeji, 77, 145
w punkcie, 76
kierunkowa, 151
lewostronna, 77
prawostronna, 77
rzedu n-tego, 88
symetryczna, 99
pochodne
jednostronne, 77
podciag, 32
uogdélniony, 33
podstawa
logarytmu, 69
podstawienie
Eulera, 120

podstawowe twierdzenie rachunku catkowego,

126
podziat
przedziatu, 122
pojemnosé

srodowiska, 214
pojecie pierwotne, 12
pole

potencjalne, 222

powierzchni obrotowej, 131

wektorowe, 220
populacja z migracja, 216
postaé¢ normalna

roOwnania, 207

rownania wzgledem i—tej funkcji, 218
potencjal, 222
potega, 18
poziomica

funkcji, 148, 161
potokreslonosé, 167
prawie wszedzie, 187
promien

zbieznosci, 67
prosta

sieczna, 76

styczna, 77, 146
przechodnios¢, 13
przeciwobraz

zbioru, 141
przedtuzenie

rozwigzania, 208
przedziat, 62

domkniety, 16, 62

nieskonczony, 16

niezdegenerowany, 62

otwarty, 16
przedziat zbieznosci

szeregu potegowego, 67
przeksztalcenie

Abela, 46
przeliczalna

addytywnos¢, 177
przemiennos¢é, 13
przestrzen

metryczna, 133

mierzalna, 183

topologiczna, 137

unormowana, 134

zupetna, 139
przesuwalnosé

miary, 179

258) Giuseppe Peano (ur. 1858, zm. 1932): wloski ma- punkt

tematyk

259) Charles Picard (ur. 1856, zm. 1941): francuski ma-

tematyk

skupienia, 54, 139
jednostronny, 78
staty, 73
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wewnetrzny, 147
zbioru, 82

Raabego?0?)

kryterium, 75
reguta

de I'Hospitala, 87
reszta

szeregu, H1

Taylora, 93
Riemanna?®!)

catka, 123

funkcja ¢, 111

suma, 124

twierdzenie, 47
rodzina

generatoréw o—ciata, 176
Rolle’a?6?)

twierdzenie, 83
rozdzielnos¢, 13
rozstawianie

nawiasow, 52
rozszerzony zbior liczb rzeczywistych, 27
rozwigzanie

globalne, 208

integralne, 208

rownania rézniczkowego, 207

rzeczywiste, 224

zespolone, 224
rozwiniecie

dziesietne, 95

W szereg potegowy, 66
rownanie

afiniczne, 214

autonomiczne, 219

liniowe, 214

liniowe jednorodne, 214

o statych wspoétezynnikach, 231

rzedu n o statych wspotezynnikach, 231

logistyczne, 213
o zmiennych rozdzielonych, 210
rozniczkowe, 84

czastkowe, 206

zwyczajne, 206

skalarne wyzszych rzedéw, 230

rozniczka, 152

sieczna, 76
signum, 78
sinus, 70
skonczona
addytywnosé, 177
spojnosé, 13
Stolza?63)
twierdzenie, 36
stopien
wielomianu, 62
styczna, 77, 146
suma
czesciowa, 40
dolna, 122
gborna, 122
Riemanna, 124
szeregu, 40
funkcyjnego, 107
szeregu potegowego, 66
supremum, 14
SylwesteraZ6®)
kryterium, 167
symbol
Newtona, 19, 97
szereg, 39
bezwzglednie zbiezny, 43
Fouriera, 112
funkcyjny, 107
geometryczny, 42
harmoniczny, 42
Maclaurina, 95
potegowy, 66
rozbiezny, 42
Taylora, 95
warunkowo zbiezny, 43
zbiezny, 40
szerokos¢ geograficzna, 199
Sciste
ekstremum

lokalne, 99
$rednica

260) Joseph Raabe (ur. 1801, zm. 1859): szwajcarski podziatu, 123

matematyk éI‘Ode

261) Georg Riemann (ur. 1826, zm. 1866): niemiecki

matematyk 263) Otto Stolz (ur. 1842, zm. 1905): matematyk au-

262) Michel Rolle (ur. 1652, zm. 1719): francuski ma- striacki

tematyk 264) James Sylwester (ur. 1814, zm. 1897): angielski
matematyk
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szeregu potegowego, 66

tangens, 70
Taylora?6®)
reszta, 93
szereg, 95
wielomian, 92
wzor, 93
teoria
aksjomatyczna, 12
Tonellego?%0)
twierdzenie, 191
topologia, 137
trajektoria, 146
rozwigzania, 220
twierdzenia
o aproksymacji, 112
twierdzenie
Bolzano, 62
Bolzano o wtasnosci Darboux, 62
Bolzano—Weierstrassa, 35, 138
Cauchy’ego, 84
Cesaro, 48
Fubiniego, 191
Lagrange’a, 83
o postaci reszty Taylora, 94
Lebesgue’a o zbieznosci majoryzowalnej,
51, 187
Mertensa, 48
o catkowaniu przez podstawienie, 197
o ciggtosci funkcji rézniczkowalnej, 155
o ciagtosci granicy, 110
o ciagtosci sumy szeregu potegowego, 67
o dwoch funkcjach, 58
o ekstremach lokalnych, 82, 149
o funkcji uwiktanej, 163
o granicach jednostronnych funkcji mono-
tonicznej, 58
o granicy ciggu monotonicznego, 31
o granicy Sredniej arytmetycznej i geome-
trycznej, 36
o granicy uogélnionego podciagu, 33
o istnieniu i jednoznaczno$ci, 208
o jednostajnej ciagtosci, 63
o lokalnym odwracaniu, 162
o mnoznikach Lagrange’a, 161

265) Brook Taylor (ur. 1685, zm. 1731): angielski ma-
tematyk

266) Leonid Tonelli (ur. 1885, zm. 1946): wloski mate-
matyk
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0 monotonicznosci, 85

o orbitach, 221

o osiaganiu jednego kresu, 74

o osiaganiu kresow, 62, 142

o osigganiu wartos$ci posrednich, 62

o postaci rozwiazan zespolonych réwnania
jednorodnego, 226

o przemiennosci szeregow bezwzglednie zbiez-
nych, 47

o punkcie statym, 73
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