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Kilka st6w na poczatek

0.1 Programowanie funkcyjne vs. imperatywne

Cel jaki chcemy osiggnaé¢ za pomoca programu mozemy opisaé za pomocg pojeé z dziedziny al-
gorytmicznej, jako funkcje/relacje miedzy danymi, a wynikami. Tak wiec nasz cel jest pewnym
tworem matematycznym. Do osiggniecia tego celu mozemy podej$é na dwa sposoby:

Imperatywnie: Dane sg to pewne przedmioty, na ktérych nalezy wykonywaé okreslone czyn-
noéci, w wyniku ktorych przeistocza sie one w wyniki. Podejscie to bierze sie stad, ze
zwykle dane i wyniki modelujg elementy otaczajacego nas Swiata, a ten sktada sie z
przedmiotéw i zachodza w nim zdarzenia. W tym podejSciu méwimy procesom, jakie
czynnosci maja kolejno wykonywac.

Funkcyjnie: Zar6wno podstawowe pojecia i typy, jak i nasz cel sg pojeciami matematycz-
nymi. Nasze programy opisuja, jak z prostszych pojeé¢ matematycznych konstruowaé
bardziej skomplikowane, az uda nam sie skonstruowaé¢ matematyczny obiekt odpowia-
dajacy naszemu celowi. Poniewaz czesto konstruujemy tu réznego rodzaju funkcje —
stad nazwa.

Stosujac podejscie funkcyjne tatwiej uzyskaé¢ pewnosé, ze osiagniemy zamierzony cel, choé nie
zawsze latwo uzyskaé efektywny program.

Charakterystyczne dla programowania funkcyjnego jest rowniez to, ze funkcje sa ,,obywa-
telami pierwszej kategorii”, tzn. przystuguja im wszystkie te prawa, co innym warto$ciom. W
tej chwili nie jest jeszcze jasne o jakie prawa moze chodzi¢. Mozna jednak $miato powiedzieé,
ze jest to jedna z fundamentalnych zasad programowania funkcyjnego.

0.2 Dwa potoki: imperatywny i funkcyjny

Dlaczego funkcyjnie? Nie chcemy nauczy¢ Paristwa jezyka programowania, ale pewnych tech-
nik tworzenia programéw. Stosujac programowanie funkcyjne odrywamy niektorych z Panstwa
od juz nabytych ztych nawykoéw. Jest to nieustajacy eksperyment — coroczny.

Jedli nie jestes pewien swoich sit lub nie programowale§ wczesniej w zadnym jezyku impe-
ratywnym, lepiej wybierz potok imperatywny. Jesli znasz Pascala, C lub C++-, to programo-
wanie funkcyjne moze by¢ ciekawsze.

0.3 Kwestie organizacyjne

e Zasady zaliczenia — 2-3 kolokwia + laboratorium + ew. egzamin pisemny.

e Zadania z kolokwiow i egzaminéw z lat poprzednich zostaly umieszczone w niniejszym
skrypcie, cho¢ nie zostalo to w zaden szczegdlny sposob zaznaczone.

0.4 Podziekowania

Niniejsze materialy powstaly na podstawie notatek do prowadzonych przeze mnie, na prze-
strzeni kilku lat, wykladow ze Wstepu do programowania i Metod programowania (potok
funkcyjny). Chcialbym goraco podzickowa¢ moim kolegom, ktorzy w tym czasie prowadzili
¢wiczenia z tych przedmiotéw: Jackowi Chrzaszczowi, Bogustawowi Kluge, Mikotajowi Konar-
skiemu, Y.ukaszowi Lwowi, Robertowi Maronowi i Kubie Pawlewiczowi. Ich uwagi i propozycje



mialy wplyw na postaé prowadzonych zajeé, a wiec i rowniez na te materialy. W szczegblnosci
cze$¢ zamieszczonych tu zadan pochodzi od nich.

Szczegdlnie cheiatbym podziekowaé Piotrowi Chrzastowskiemu, ktory prowadzit réwnolegle
ze mna wyktady ze Wstepu do programowania i Metod programowania dla potoku imperatyw-
nego. Wspoélpracujac ze sobg wymienialiSmy sie r6znymi pomystami. Tak wiec podobieristwo
pewnych elementéw materiatéw do naszych wykladéw jest nie tylko nieuniknione, ale wrecz
zamierzone. W szczeg6lnosci, niektore zamieszczone tutaj zadania pochodza z materiatow
opracowanych przez Piotra i umieszczonych w portalu: http://wazniak.mimuw.edu.pl.

Podzickowania nalezg si¢ réwniez Krzysztofowi Diksowi, za to, ze naktonit mnie do prze-
ttumaczenia na jezyk polski ksiazki H. Abelsona i G. J. Sussmana, Struktura i interpretacja
programow komputerowych. Ksiazka ta byla punktem wyjscia przy opracowywaniu programu
zajeé na potoku funkcyjnym, w pierwszych latach jego istnienia. Jej dogtebne poznanie dato
mi dobre podstawy do poprowadzenia wyktadéw. Na koniec chciatbym podziekowaé mojej
zonie Agnieszce, za to, ze wytrzymala ze mna gdy thumaczytem wspomniang ksiazke.
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Wyktad 1. Wstep

1.1 Programowanie jako dziedzina magii

Whbrew powszechnie panujacym opiniom programowanie jest galezia magii. W Nowej ency-
klopedii powszechnej PWN” mozemy znalezé nastepujace okreslenie magii: ,zesp6t dziatan, za-
sadniczo pozaempirycznych, symbolicznych, ktorych celem jest bezposrednie osiagniecie |. . . |
pozadanych skutkow [...|". Wyr6zniamy przy tym nastepujace sktadniki dziatan magicznych:

e zrytualizowane dzialania (manipulacje),
e materialne obiekty magiczne (amulety, eliksiry itp.),

e reguly obowiazujace przy praktykach magicznych (zasady czystosci, reguty okreslajace
czas 1 miejsce rytualow),

e formuly tekstowe majace moc sprawcza (zaklecia).

Programowanie miesci sie w ramach ostatniego z powyzszych punktéow. Programy kompute-
rowe sa zapisanymi w specjalnych jezykach (zwanymi jezykami programowania) zakleciami.
Zaklecia te sa przeznaczone dla specjalnego rodzaju duchéw zyjacych w komputerach, zwa-
nych procesami obliczeniowymi. Ze wzgledu na to, ze komputery sa obecnie produkowane
seryjnie, stwierdzenie to moze budzi¢ kontrowersje. Zastanéwmy sie jednak chwile, czym cha-
rakteryzuja sie duchy. Sg to obiekty niematerialne, zdolne do dziatania. Procesy obliczeniowe
ewidentnie spelniaja te warunki: nie mozna ich dotknaé¢ ani zobaczy¢, nic nie waza, a mozna
obserwowaé skutki ich dzialania, czy wrecz uzyskaé¢ od nich interesujace nas informacje.

Nota bene, w trakcie zaje¢ mozna sie spotkaé¢ rowniez z przejawami pozostatych wymie-
nionych skltadnikéw dziatan magicznych. ,Logowanie” sie do sieci oraz wylaczanie komputera
to dzialania o wyraZnie rytualnym charakterze. Przedmioty takie jak indeks, czy karta zali-
czeniowa wydaja sie mie¢ iScie magiczna moc.

W trakcie zaje¢ z tego przedmiotu zajmiemy sie podstawowymi zasadami formutowania
zakle¢/programow, a takze zwigzkami taczacymi zaklinajacego (programiste), program i pro-
ces obliczeniowy. W szczegdlnosci zajmiemy sie réwniez analiza sposobu, w jaki procesy
obliczeniowe realizuja programy oraz metodami upewniania sie, ze programy realizuja zamie-
rzone cele. Bedziemy jednak pamietaé, ze zaklecia sa przeznaczone dla proceséw zyjacych w
komputerze, stad bedziemy je wyraza¢ w jezyku programowania Ocaml. Nie jest to jednak
kurs programowania w tym jezyku, lecz kurs podstawowych zasad formutowania zakle¢ dla
proceséw obliczeniowych.

1.2 Kilka podstawowych pojeé

Jako adepci magii zwiazanej z zaklinaniem procesé6w obliczeniowych bedziemy nazywaé siebie
informatykami. W naszych dziataniach bedziemy sobie stawiaé¢ cele, ktore chcemy osiagnaé
i, uzywajac rozumu, bedziemy formulowaé zaklecia majace zmusié¢ procesy obliczeniowe do
doprowadzenia do postawionych celéw oraz upewniaé sie, ze cele te beda osiagniete. For-
mutowane zaklecia bedziemy nazywaé programami, a ich formutowanie programowaniem.
Upewnianie sie, co do skutkéow zakle¢ bedziemy nazywaé weryfikacjg programéw. Pro-
cesy obliczeniowe nie sg zbyt inteligentnymi duchami, za to sa bardzo szybkie. Dlatego
tez programy musza szczegdtowo opisywaé czynnosci, jakie maja wykonaé¢ te duchy. Sposob



postepowania opisany przez program, w oderwaniu od sposobu jego zapisu w konkretnym je-
zyku programowania bedziemy nazywaé¢ algorytmem. Inaczej moéwiac: program = algorytm
+ sposob zapisu.

1.3 Algorytm

Muhammad Ibn Musa al-Khwarizmi ok. 780-850 r. n.e. perski matematyk, geograf i
astronom dziatajacy za czasow kalifa Al-Ma’muna, w Bagdadzie w Domu Mgdrosci (bibliotece
i osrodku ttumaczen zalozonym przez kalifa Haruna Al-Rashida). Autor:

e Tablic — astronomia, kalendarz, funkcje trygonometryczne,
o Arytmetyki — hinduski zapis pozycyjny, metody rachunkowe,

o Algebry (Zasad redukcji i przenoszenia, Kitab al-jabr wa’l-muqabala, od czego pochodzi
stowo algebra) — réwnania liniowe i kwadratowe,

e Kalendarza zydowskiego, Kronik, Geografii i Astrologii.

Jego prace przyczynity sie do rozpowszechnienia cyfr arabskich i zapisu pozycyjnego. Od jego
nazwiska pochodzi stowo algorytm (Al-Chuwarizmi, Alchwarizmi, Algorithmi, Algorithmus).

Oto przyktad z Algebry dotyczacy metody rozwigzywania rownan kwadratowych. Liczby
utozsamiamy tu z dhlugosciami odcinkéw, a mnozenie z powierzchnig prostokatow. W tych
czasach pojecie liczb ujemnych i zera nie bylo jeszcze znane.

a b ¢ rownanie | przyklad komentarz
+ 4+ +|a?+br+c=0]— —

+ 4+ 0 ar? +br=0| — —

+ + = az’? +br =c | 224+ 10z = 39 | metoda 1
+ 0 + ar’4+c¢=0| — —

+ 0 0 ax?=0|— —

+ 0 - ar® =c¢ | 5z? = 80 metoda 2
+ - + ax’ 4+ c=bx | 2>+ 21 = 10z | metoda 3
+ - 0 ax? =bzr | 2% =5z metoda 4
+ - - ax’ =br+c| 2> =3zx+4 metoda 5

Metoda 1: Metode te ilustruje nastepujacy rysunek:
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Pole duzego kwadratu wynosi 39 + 25 = 64 = 8 x 8. Stad x + 5 = 8, czyli = 3.



Metoda 2: Metoda ta jest bardzo prosta. Skoro 522 = 80, to wiemy, ze z? = 85—0 =16, czyli
r =4.
4
x 16 4
x

Metoda 3: Metoda ta stanowi, w pewnym sensie, odwrocenie metody 1. Ponizszy rysunek
ilustruje jej zastosowanie do przyktadowego réwnania:

X

5 25

2 5

Pole duzego kwadratu wynosi 2?. Wycinamy z niego dwa prostokaty o wymiarach 5 x z,

przy czym na obszarze kwadratu 5 x 5 (o powierzchni 25) pokrywaja si¢ one. Tak wiec maly
kwadracik ma powierzchnie z2 — 10z +25 = 2% — 100 +21 +4=4=22 Stadz =5+2= 7.

Metoda 4: Dla réwnan postaci ax? = bz jasno widaé, ze jedyne rozwigzanie tego rownania
(oprocz x =0) to z = 2. Tak wiec dla z? = 5z otrzymujemy x = 5.

Metoda 5: Metoda ta jest analogiczna do metod 1 i 3. Ponizszy rysunek ilustruje jej
zastosowanie do przyktadowego réwnania:

1.5 2.25

2.5 6.25

2.5 1.5

Pole duzego kwadratu wynosi 2. Wycinamy z niego dwa prostokaty o wymiarach 1.5 x ., przy
czym na obszarze kwadratu 1.5 x 1.5 (o powierzchni 2.25) pokrywaja sie one. Tak wiec maly
kwadracik ma powierzchnie 22 — 3z + 2.25 = 4 + 2.25 = 6.25 = 2.5%. Stad x = 1.5+ 2.5 = 4.

1.4 Algorytm Euklidesa

Euklides (EOkAeidno), grecki filozof i matematyk dzialajacy na przetomie IV i III w p.n.e.
w Aleksandrii. Jego najwiekszym dzietem byly Elementy — kompendium 6wczesnej wiedzy
matematycznej, znane gléwnie z opisu geometrii. FElementy zawieraja réwniez wyniki doty-
czace teorii liczb, w tym najstarszy chyba znany algorytm — algorytm Euklidesa na obliczanie
najwickszego wspoélnego dzielnika dwdch liczb.



Algorytmem tym zajmiemy sie blizej na jednym z pdzniejszych wyktadéw. Teraz jedynie
przytoczymy prostsza wersje tego algorytmu (oparta na odejmowaniu), jako przyktad algo-
rytmu. Algorytm ten opiera sie na nastepujacej obserwacji:

NWD(z,y) = NWD(z — y,y)

Algorytm Euklidesa Dane: dodatnie liczby catkowite x i y. Wynik: NW D(x,y).
1. Dopdki = # y powtarzaj nastepujacy krok:
2. Od wiekszej z liczb x 1 y odejmij mniejsza.
3. Wynik to x =y = NWD(x,y).

1.5 Algorytm Archimedesa przyblizania liczby ©

Archimedes (Apxipidno, ok. 287--212 p.n.e.) wszechstronny grecki filozof. Wickszo$é zycia
spedzit w Syrakuzach, gdzie sie urodzit i zginal w trakcie zdobywania miasta przez Rzymian
po dwoch latach oblezenia (druga wojna punicka).

Archimedes opracowat algorytm przyblizania liczby w. Liczba 7 jest rowna proporcji ob-
wodu okregu do jego érednicy. Nalezy wiec przyblizyé obwod okregu o §rednicy jednostkowej.
Archimedes zauwazyl, ze jezeli w okrag wpiszemy wielokat foremny i rownoczesnie opiszemy
na tym okregu taki sam wielokat, to obwdd okregu bedzie mniejszy od obwodu wielokata
opisanego, ale wiekszy, od wielokata wpisanego. Rownoczes$nie, jezeli bedziemy zwiekszaé
liczbe bokéw wielokatéw, to obwod wielokata opisanego bedzie malal, a wpisanego rést. Dla
szesciokata uzyskujemy proste oszacowanie:

3<7m<2V3

Powiedzmy, ze n-kat foremny wpisany w okrag jednostkowy ma boki dlugosci z, a n-kat
foremny opisany na tymze okregu ma boki dlugosci X. Zastanéwmy sie, jakiej dtugosci beda
boki 2n-katéw wpisanego i opisanego na okregu jednostkowym? Oznaczmy je odpowiednio
przez ' i X'. Mozemy je wyprowadzi¢ korzystajac z twierdzenia Pitagorasa (ok. 570-495
p.n.e). Oznaczmy:

2
x
—/1-=
Y 1
7 podobienistwa odpowiednich tréjkatéw otrzymujemy:
2
oo _ 2
Yy 4 — 12
Ponadto:
2
¥ = % +1+y2—2y=

e



Stad:

Zaczynajac od sze$ciokatow i iterujac powyzsze przeksztatcenia uzyskujemy nastepujace przy-
blizenia liczby :

22! B 22 — V4 — 2 B 2—V4 -z
V4 — 22 Va—2+4— g2 2+V4 -z
5 —%(—x B X —x

2+% X+

n

X

X

>

<

6
12
24
48
96

192
384
768

1.0000000
0.5176380
0.2610523
0.1308062
0.0654381
0.0327234
0.0163622
0.0081812

1.1547005
0.5358983
0.2633049
0.1310869
0.0654732
0.0327278
0.0163628
0.0081812

3.0000000
3.1058285
3.1326286
3.1393502
3.1410319
3.1414524
3.1415576
3.1415838

3.4641016
3.2153903
3.1596599
3.1460862
3.1427145
3.1418730
3.1416627
3.1416101

Przyblizenie liczby m podane przez Archimedesa opierato sie o obwody 96-katéw foremnych.

1.6 Inne jezyki programowania
Programowanie byto znane od dawna, choé¢ nie wiedziano jeszcze, ze jest to programowanie:
e Przepisy kulinarne:
— zamowienie — specyfikacja,
— przepis — program,
— gotowanie — wykonanie,
— potrawa — efekt,
— smakuje? — weryfikacja.
e Zapis nutowy:

— nuty — program,

—— e e e e |
6o =t
oJ ¢ ¢ -

— tadma dziurkowana — program dla katarynki lub pianoli,

— muzyka — efekt dziatania katarynki, pianoli, czy orkiestry,
e Systemy sktadu tekstu (np. KTEX):

— plik tekstowy zawierajacy tekst i opis jak powinien on byé¢ ztozony — program,
— sktad tekstu — wykonanie,

— wydruk — efekt dzialania.

Oto definicje i uzycie tabelki, ktéra sama sie wypetnia liczbami Fibonacciego:



\newcounter{i} \edef\inds{\inds & \theil}

\newcounter{a} \edef\wyniki{\wyniki & \theb}
\newcounter{b} \setcounter{c}{\value{al}}
\newcounter{c} \addtocounter{c}{\value{b}}
\setcounter{a}{\value{b}}
\newcommand{\fibtab} [1]{ \setcounter{b}{\value{c}}
\def\heads{|1]} X
\def\inds{$i$} \begin{tabular}{\heads}
\def\wyniki{$Fib_i$} \hline \inds \\
\setcounter{i}{0} \hline \wyniki \\
\setcounter{a}{0} \hline
\setcounter{b}{1} \end{tabular}
\@whilenum\value{i}<#1\do { }
\addtocounter{i}{1}
\edef\heads{\heads 1|} \fibtab{12}
1 112134567 8 9 10 | 11 | 12

Fib; |1 1112135 ]8]13|21|34]55]|89| 144

Przyktad ten dowodzi, ze dowolny edytor lub system skladu tekstéw wyposazony w
odpowiednio silny mechanizm makrodefinicji staje sie jezykiem programowania.

e Opisy skalowalnych czcionek (np. MetaFont):

— opis czcionek — program,
— generowanie wygladu czcionek przy zadanej rozdzielczosci i dla zadanego urzadzenia
— wykonanie,

— wyglad czcionek — efekt.

1.7 Dziedzina algorytmiczna

Opisujac algorytm, uzywamy pewnych pojeé¢ elementarnych. W przypadku algorytmu Al-
Chwarizmiego wykorzystujemy operacje na liczbach i relacje miedzy nimi. Obecnie uzyliby-
$my arytmetyki liczb rzeczywistych (R, +, —, *, /, Vo s =). W ogolnosci mozemy mieé kilka
zbioréw elementarnych wartosci, np. liczby catkowite, rzeczywiste, znaki, wartosci logiczne.

Dziedzina algorytmiczna to: (zestaw) zbioréw elementarnych wartosci, oraz zestaw funk-
cji (czesciowych) i relacji operujacych na tych zbiorach. Jezeli wsrod tych zbioréw mamy
zbior wartosci logicznych { prawda, fatsz }, to relacje mozemy utozsamié¢ z funkcjami w zbior
wartosci logicznych.

10



1.8 Deser

LAST NIGHT I DRIFTED OFF
UHLE READING A LISP Book.

AT ONCE, JUST LIKE THEY SAID, T FELT A
GREAT ENLIGHTENMENT. T SAW THE NAKED

THE PATTERNS AND METAPATTERNS DANCED.
SYNTAY FADED, AND I SWAM IN THE PURITY OF
QUANTIFIED CONCEPTION. OF IDEAS MANIFEST.

SUDDENLY, I WAS BATHED
IN A SUFFUSION OF BLUE.

http://xkcd.com/224/

11

TRULY, THIS WS
THE LANGUWGE
FROV. WHICH THE
(G005 WROUGHT
THE UNIVERSE.

-
o -
_— e

T Mean, OSTENSIBLY, YES.
HONESTLY, WE HACKED MosT
OF IT TOGETHER WITH PERL.



http://xkcd.com/224/

Cwiczenia
W ponizszych zadaniach zdefiniuj opisane funkcje matematyczne. Mozesz, a nawet powinienes,

zdefiniowaé przydatne funkcje pomocnicze. Opisz tez sposob reprezentacji danych (np. punkt
mozemy reprezentowaé jako pare wspotrzednych).

1. Wyznacz przeciecie dwoch prostokatow o bokach réwnolegtych do osi wspodtrzednych i
catkowitych wspotrzednych wierzchotkdw.

2. Zdefiniuj funkcje okreslajaca, czy dwa odcinki o koricach o wspotrzednych catkowitych
przecinaja sie. (Dostepna jest tylko dziedzina algorytmiczna liczb catkowitych i wartosci
logicznych.)

3. Napisz funkcje okreslajaca, czy dwa rownolegloboki maja niepuste przeciecie.

4. Czy punkt lezy wewnatrz wielokata (niekoniecznie wypuklego, ale bez samoprzeciec).
Wielokat jest dany w postaci ciagu kolejnych wierzchotkow na obwodzie (w kolejnosci
przeciwnej do ruchu wskazowek).

12



Wytyczne dla prowadzacych éwiczenia

Na tych ¢wiczeniach nie méwimy nic o jezyku programowania — ani o Ocamlu, ani o Pascalu.
W szczegdlnosci, dla studentéw nie powinno mieé znaczenia, czy sa z potoku funkcyjnego, czy
imperatywnego. Rozwiazania zadai powinny mieé¢ posta¢ definicji funkcji matematycznych.
Nie nalezy przesadzaé¢ z formalnoscia. Nalezy zwroci¢ uwage na:

e Reprezentacje danych. W treéciach zadan nie jest okreslony sposéb reprezentacji punk-
tow, odcinkdéw, prostokatow itp. Wybdr reprezentacji jest prosty, ale nalezy go dokonaé.
Czasami ma istotny wpltyw na dlugosé rozwigzania. Pytanie, co z przypadkami "zdege-
nerowanymi"?

e Znaczace nazwy funkcji, argumentéw i dziedzin.

e Podziat problemu na podproblemy, czyli jakie funkcje pomocnicze beda powstawaé. Do-
brym podzialom odpowiadaja prostsze rozwiazania. W trakcie rozwigzywania mozna
dyskretnie nadzorowaé¢ ten proces, a na koniec éwiczen nalezy na to zwrédcié uwage.

Uwagi dotyczace zadan:

Ad. [Il Punkt to para wspotrzednych. Prostokat to para jego wierzcholkéw (dolny lewy i gorny
prawy) lub para zakreséw — taki sposob reprezentacji jest najbardziej intuicyjny, choé¢
wcale nie daje najprostszego rozwigzania. Alternatywnie, prostokat, to para przedziatow
— jego rzutéw na osie. Nalezy zwrdci¢ uwage na to, ze przeciecie dwoch prostokatéw moze
byé puste. Najlepiej przyjaé, ze prostokaty zdegenerowane sa dopuszczalne i reprezentuja
pusty zbiér.

Podzial na podproblemy:

e przeciecie dwoch prostokatow,
e rzutowanie,
e przeciecie odcinkdéw na osi,
e budowa prostokata na podstawie jego rzutéow.
Ad. 2] Odcinek to para punktow, wektor swobodny to punkt. Dwa odcinki sie¢ przecinaja,
jezeli korice kazdego z nich leza po przeciwnych stronach prostej wyznaczonej przez
drugi z nich. Po ktérej stronie prostej lezy punkt — iloczyn wektorowy. Uwaga na odcinki

zdegenerowane i przypadki brzegowe. Jako dodatkowe kryterium pomoze przecinanie sie
prostokatow, ktérych dane odcinki sg przekatnymi.

Mozliwy podzial na podproblemy:

e czy dwa odcinki sie przecinaja?

e czy prosta (wyznaczona przez dwa punkty) przecina odcinek?
e iloczyn wektorowy,

e konwersja pary punktéw na wektor swobodny,

e konwersja przekatnej (odcinka) na prostokat,

e przeciecie dwoch prostokatow,

e czy prostokat jest niepusty?
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Ad. [3] To zadanie jest opcjonalne. Rownoleglobok to punkt i dwa wektory swobodne. Réw-
nolegtoboki sie przecinaja, jezeli:

e jeden z wierzcholkéow jednego z rownolegltobokéw lezy wewnatrz drugiego réwnole-
gtoboku, lub

e ich obwody sie przecinaja.
Mozliwy podzial na podproblemy:

e czy roéwnolegloboki sie przecinaja?
e suma wektoréw i przesuwanie punktow,
e czy punkt jest wewnatrz rownolegtoboku?
e iloczyn wektorowy,
e czy obwody dwoch réownolegtobokéw sie przecinaja?
e czy odcinek przecina obwdd réwnolegtoboku?
e czy dwa odcinki sie przecinaja?
Uwaga: To zadanie jest technicznie upierdliwe, a przez to dosy¢ pracochtonne. Z jednej

strony, jego rozwigzanie potrafi zaja¢ sporo czasu. Z drugiej, nie nalezy przesadzaé z
formalizmem.

Ad. @ Nalezy rozwazy¢ prosta pozioma przechodzaca przez dany punkt oraz boki wielokata,
ktore przecina. Jezeli po jednej (lewej lub prawej) stronie punktu jest nieparzysta ich
liczba, to punkt lezy wewnatrz wielokata. Uwaga na przypadki graniczne: gdy dany
punkt lezy na obwodzie wielokata lub opisana prosta przecina wierzchotek wielokata.
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Wyktad 2. Podstawy jezyka programowania
W kazdym jezyku programowania mamy trzy rodzaje konstrukcji jezykowych:

e podstawowe symbole (typy, wartosci, operacje, relacje itp.) — pochodzace z dziedziny
algorytmicznej,

e sposoby konstrukcji — czyli jak z prostszych catosci budowaé bardziej skomplikowane,

e sposoby abstrakcji — czyli jak ztozone konstrukcje moga by¢ nazwane i dalej wykorzy-
stywane tak, jak podstawowe elementy.

Nasza dziedzina algorytmiczna zawiera m.in.:
e typy: bool, int, float, char, string,

e stale: logiczne (true i false), catkowite (np.: 0, 1, —2), rzeczywiste (np.: 2.3, —3.4,
4.5FE — 7), znakowe (np.: ’a’, napisy (np. "ala ma kota").

° proceduryﬂ +, -, % /,mod, +., -., ., /., ||, &&, not, =, <, >, <, >, <>, ".

Powtoérka: rozréznienie symboli od ich interpretacji.

2.1 BNF

W kolejnych wyktadach bedziemy przedstawiaé¢ rozmaite konstrukcje jezykowe Ocamla. Do
opisu sktadni tych konstrukcji, oprocz jezyka nieformalnego i przyktadéw, bedziemy uzywaé
notacji BNF (ang. Backus-Naur form). Jest to rozszerzenie gramatyk bezkontekstowych,
poreczne przy opisywaniu sktadni jezykéw programowania. Notacja ta ma nastepujaca postacé:

e W BNF-ie definiujemy mozliwe postaci rozmaitych konstrukcji sktadniowych. Konstruk-
cje te maja nazwy postaci: (konstrukcja). Odpowiadaja one nieterminalom w grama-
tykach bezkontekstowych.

e Opis sktadni sktada sie z szeregu regut postaci:
(konstrukcja) ::= mozliwa postaé

Reguly te opisuja mozliwe postaci poszczegélnych konstrukeji sktadniowych. Jezeli
dla danej konstrukcji mamy wiele regul, to traktujemy je jak alternatywy. Reguly te
odpowiadaja produkcjom w gramatykach bezkontekstowych.

e Po prawej stronie regul mozemy uzywaé nastepujacych konstrukcji:

— podajac tekst, ktéry ma sie pojawi¢ dostownie, bedziemy go podkredla¢, na przy-
ktad: stowo kluczowe ,

— nazw konstrukeji sktadniowych postaci (konstrukcja) mozemy uzywaé rowniez po
prawej stronie regul, na oznaczenie miejsc, w ktorych sie one pojawiaja,
— chcac opisaé alternatywne postaci danej konstrukcji, uzywamy pionowej kreski,

1 0d tej pory bedziemy uzywac stowa funkcja na okreslenie pojecia matematycznego, a stowa procedura na
okreslenie pojecia programistycznego.
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— tekst umieszczony w kwadratowych nawiasach jest opcjonalny, [...],

dodatkowo, mozemy uzywaé¢ nawiasow (wasatych), {...},

tekst umieszczony w nawiasach postaci {...}* moze sie powtarzac zero, jeden lub
wiecej razy,

— tekst umieszczony w nawiasach postaci {. .. }* moze si¢ powtarza¢ jeden lub wiecej
razy.

Tego formalizmu bedziemy uzywac¢ do opisu sktadni.

Przyktad: BNF moze byé¢ uzyty do opisywania sktadni najrozmaitszych rzeczy. Oto opis
sktadni adreséw pocztowych:

(adres) = (adresat) , (adres lokalu) , (adres miasta)[, (adres kraju)]
(adresat) = [W.P. | Sz.Pan. | (napis)

(adres lokalu) ::= (ulica){ (numer)[(litera)|| (numer) / (numer)} [m (numer)|/ (numer) ]
(adres miasta) := [(kod)] (napis)

(adres kraju) := (napis)

(kod) n= (cyfra) (cyfra) - (cyfra) (cyfra) (cyfra)

(cyfra) n= 0[1]2]3[4[5|6]7[8]9

(numer) n= (cyfra)[(numer) ]

Specyfikacja ta oczywiscie nie jest kompletna, gdyz nie definiuje czym jest napis.

2.2 Przyrostowy tryb pracy

Kompilator Ocamla dziala w sposob inkrementacyjny, tzn. dziata w cyklu powtarzajac naste-
pujace czynnosci:

e wezytuje fragment programu,
e kompiluje go, dotgczajac do juz skompilowanych fragmentow,
e wykonuje wprowadzony fragment.

Nazwa “tryb przyrostowy” bierze sie stad, ze kompilator nie musi generowaé¢ catego kodu od
razu, lecz kod ten przyrasta z kazdym cyklem.

Taki fragment programu, wprowadzany i kompilowany w jednym cyklu, bedziemy nazywaé
jednostkg kompilacji. Wykonanie jednostki kompilacji moze zar6wno powodowaé obliczenia
wartosci, jak i definiowanie nowych pojeé. Kazda jednostka kompilacji musi byé w Ocamlu
zakoriczona przez ; ;.

*

(program) ::= {(jednostka kompilacji) ;; }
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2.3 Wyrazenia

Najprostsza jednostka kompilacji i podstawowa konstrukcja programistyczna to wyrazenia.
Wyrazenia budujemy w standardowy sposéb za pomoca statych, procedur i nawiaséw. Je-
dynym odstepstwem jest to, ze argumenty procedur nie musza by¢ objete nawiasami i pood-
dzielane przecinkami. Operacje, ktore standardowo zapisujemy infiksowo (np. operacje aryt-
metyczne) maja rowniez postaé infiksowa. Rozrézniamy operacje arytmetyczne na liczbach
catkowitych i rzeczywistych — te ostatnie maja dodang kropke.

Przyktad:
42;;

- : int = 42
36 + 6;;

- : int = 42
3 x 14;;

- : int = 42
100 - 58;;

- : int = 42

1 %2 %3 *x4x5 - ((6+7)*8x*9/12);;
- : int = 42

silnia 7 / silnia 5;;
- : int = 42

596.4 /. 14.2;;
- : float = 42.

Ilalall ~ n ma n -~ llkotall. .
LA
- : string = "ala ma kota"

Wszystko, czego potrzeba do budowy wyrazen, to:
e stale (liczbowe, napisy lub nazwy stalych),
e zastosowanie procedury do argumentéw,

e nawiasow.

Zauwazmy, ze procedury i ich argumenty sa tu traktowane

na réwni — takie symbole jak

+ czy * to po prostu nazwy stalych, ktorych wartosciami sg procedury wbudowane w jezyk

programowania, a 123, 486.5, czy "ala" to stale.
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2.3.1 Skladnia wyrazen

(jednostka kompilacji) ::= (wyrazenie)|...
(wyrazenie) n= ( (wyrazenie) ) |{ (wyrazenie) }|
(operator unarny) (wyrazenie) |
(wyrazenie) (operator binarny) (wyrazenie) |
(identyfikator) | (stata catkowita) |
(stata zm1ennopozycyjna> | (stata napisowa) |...
(operator unarny) = | n
(operator binarny) = |
|

\d

‘+
‘-x-
I~
~
=
[e]
Q.
=
&

RN
‘I
[

IA
‘/II\ [
‘7_
Iy
‘_)_

Zastosowania procedur wiaza najsilniej, operatory unarne stabiej, a operatory binarne najsta-
biej, przy czym zachowana jest tradycyjna kolejno$é¢ wigzania operacji arytmetycznych.

Uwaga: Powyzszy opis skladni nie jest jednoznaczny, tzn. ten sam program moze zostaé
roztozony sktadniowo na wiecej niz jeden sposob (ale dzieki temu jest bardziej czytelny). Nie
bedziemy az tak formalni. Zamiast tego ewentualne niejednoznacznosci bedziemy wyjasniacé
w sposob opisowy.

2.3.2 Obliczanie wartos$ci wyrazen

Efektem ,dziatania” wyrazenia jest jego warto$¢. Wyrazenie mozemy sobie przedstawié w
postaci drzewa (tzw. drzewo wyprowadzenia). W lisciach drzewa mamy stale, a wezly we-
wnetrzne to procedury. Nawiasy wraz z priorytetami operatoréw wyznaczaja ksztalt takiego
drzewa.

Przyklad: Oto drzewo wyprowadzenia dla wyrazenia silnia 3 * 7:

(wyrazenie)
wyrazenie operator binarn wyrazenie
yrazeni P bi y yrazeni
(wyrazenie) (wyrazenie) * (stata catkowita)
(identyfikator) (stata catkowita) 7
silnia 3

Wszystkie nazwane state sa przechowywane w tzw. srodowisku. Przyporzadkowuje ono
nazwom ich wartosci. Jedli w wyrazeniu wystepuja nazwy statych, to ich wartosci sa pobierane
ze $rodowiska.

Wyliczenie warto$ci wyrazenia mozemy sobie wyobrazi¢ jako udekorowanie drzewa wypro-
wadzenia warto$ciami, od lisci do korzenia. Wartosé w korzeniu to wynik.
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Przyktad: Oto powyzsze drzewo wyprowadzenia udekorowane wartosciami:

(wyrazenie),
procedura silnia

(identyfikator),
silnia

silnia

2.4 Definicje statych

/

(wyrazenie), 6

/

(wyrazenie), 3

(stata catkowita),3

(wyrazenie), 42

(operator binarny), *

Kolejna podstawowa jednostka kompilacji jest definicja statej.

jednostka kompilacji) ::
J J
(definicja) i

Definicji statej nie da sie wyrazié¢ jako procedury ani wyrazenia, poniewaz zmienia ona srodo-
wisko. Dlatego tez let jest nazywane formg specjalng. ,Obliczenie” definicji wykonywane jest

nastepujaco:

(definicja)]|...
let (identyfikator) = (wyrazenie)]|...

e oblicz warto$¢ wyrazenia tworzacego definicje,

e do srodowiska wstawiany jest identyfikator, ktoremu przyporzadkowywana jest wartosé
obliczonego wyrazenia.

Jezeli symbol jest juz w §rodowisku, to mozna przystonié go i nadaé¢ symbolowi nowe znaczenie.

Uwaga: To jest uproszczony model. W miare jak bedziemy poznawaé kolejne konstrukcje

jezykowe, bedziemy go w miare potrzeb rozszerzacé.

Przyktad:

let a = 4;;
val a : int = 4

let b 5 % aj;;
val b : int = 20

let pi = 3.14;;

val pi : float = 3.14
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pi *. 4.0 x. 4.0;;

val - : float = 50.24
let a = "ala";;
val a : string = "ala"

Mozliwe jest tez rownoczesne definiowanie wielu statych. W takim przypadku najpierw
obliczane sa wszystkie wyrazenia, a nastepnie ich wartodci sa przypisywane w srodowisku
odpowiednim identyfikatorom.

(definicja) = let (identyfikator) = (wyrazenie)
{ and (identyfikator) = (wyrazenie) }*

Przyktad:

let a = 4 and b = 5;;
val a : int = 4

val b : int = 5

let a a+ band b = a * b;;
val : int
val b : int = 20

[\
]
©

2.5 Wartodci logiczne i wyrazenia warunkowe.

Wartosci typu bool to wartosci logiczne. Sktadaja sie na nie dwie state: true i false. Z
wartosciami logicznymi zwiazane sa wyrazenia warunkowe postaci:

(wyrazenie) = if (wyrazenie) then (wyrazenie) else (wyrazenie)

Wartoécia pierwszego wyrazenia powinna byé wartosé logiczna, a pozostale dwa wyrazenia
musza by¢ tego samego (lub uzgadnialnego) typu. Najpierw obliczane jest pierwsze wyrazenie.
Jezeli jest ono réwne true, to obliczane jest drugie wyrazenie i jego wartos¢ jest wartoscia
calego wyrazenia. Jezeli jest ono roéwne false, to obliczane jest trzecie wyrazenie i jego
wartosé jest wartoscig catego wyrazenia.

Obliczanie wyrazenia if-then-else jest w pewnym sensie leniwe — obliczane jest tylko
to, co niezbedne. Jezeli warunek jest prawdziwy, to nie jest obliczany ostatni czton, a jesli jest
falszywy, to nie jest obliczany drugi czton. Wyrazenie if-then-else jest forma specjalng —
nie mozna go zdefiniowaé jako procedury, gdyz zawsze jeden z argumentéw w ogodle nie jest
obliczany.
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Przyktad:

let x = 0.0238095238095238082;;
val x : float = 0.0238095238095238082

if x = 0.0 then 0.0 else 1.0 /. x;;
- : float = 42.

Operatory logiczne && i | |, to odpowiednio koniunkcja i alternatywa. Sa to rowniez formy
specjalne, a nie procedury. Sa one réwnowazne odpowiednim wyrazeniom warunkowym:

& y = if x then y else false
|| y = if x then true else y

Negacja, oznaczana przez not jest juz zwykta procedura.

2.6 Definicje procedur
Mamy tylko trzy podstawowe konstrukcje jezykowe:

e uzycie wartosci zdefiniowanej w $rodowisku (niewazne liczby, czy procedury),
e zastosowanie procedur do argumentéw (np. obliczenie mnozenia),
e definiowanie nowych wartosci.

Jak wczesniej wspomnieliSmy, procedury sa obywatelami pierwszej kategorii, czyli réwnie do-
brymi warto$ciami, jak wszystkie inne. Wynika stad, ze:

e mozna definiowa¢ nazwane procedury (stale proceduralne),
e procedura moze byé¢ wartoscig wyrazenia,
e procedury moga by¢ argumentami i wynikami procedur (sic!).
Definicje nazwanych procedur maja nastepujacg postac:
(definicja) := let (identyfikator){ (identyfikator)}" = (wyrazenie)

Pierwszy z identyfikatorow to nazwa definiowanej procedury, a reszta, to jej parametry for-
malne. Wyrazenie za$ to tresé procedury. Okresla ono wartosé procedury, w zaleznosci od
wartosci argumentéw. Zwroéémy uwage, ze argumenty nie sa otoczone nawiasami ani oddzie-
lone przecinkami.
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Przyktad:

let abs x =
if x <0 then -x else x;;
val abs : int ->int = <fun>

let square x = X *. X;;
val square : float ->float = <fun>

let pow r = pi *. (square r);;
val pow : float ->float = <fun>

pow 4.0;;
- : float = 50.24

let twice x = 2 * x;;
val twice : int ->int = <fun>

twice (twice 3);;

- : int = 12

let mocium s = "mocium panie," ~ s;;
val mocium : string ->string = <fun>

mocium (mocium "me wezwanie");;
- : string = "mocium panie,mocium panie,me wezwanie"

Tak jak w przypadku innych wartosci, gdy definiujemy procedure, kompilator odpowiada
podajac nam ,typ” tej procedury. Typ ten zawiera typ argumentu i wyniku potaczone strzatka.
Na przyktad, int -> int oznacza, ze argument i wynik procedury sa liczbami catkowitymi. W
przypadku wigkszej liczby argumentéw zobaczymy wicksza liczbe strzatek. Typami procedur
zajmiemy sie doktadniej, gdy bedziemy méwié o procedurach wyzszych rzedow.

let plus x y = x + y;;
val plus : int ->int ->int = <fun>

W momencie, gdy zastosujemy procedure do jej argumentéw, jej wartosé jest obliczana w
nastepujacy sposob:

e wyznaczana jest procedura, ktoéra nalezy zastosowaé i jej argumenty,

e na podstawie srodowiska (w ktorym byta definiowana procedura) tworzone jest tymecza-
sowe Srodowisko, w ktérym dodatkowo parametrom formalnym sa przyporzadkowane
wartoscl argumentow,

e w tym tymczasowym Srodowisku obliczane jest wyrazenie stanowiace tres¢ procedury,

e warto$é¢ tak obliczonego wyrazenia jest wartoscig zastosowania procedury do argumen-
tow.
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Uwaga: Procedury nie sg funkcjami matematycznymi — moga by¢ nieokreslone, np. dzie-
lenie przez 0, lub ich obliczanie moze si¢ zapetlac.

Przyktad: Przykltad ten ilustruje, dlaczego tres¢ procedury jest obliczana w srodowisku
powstatym ze srodowiska, w ktérym dana procedura zostata zdefiniowana, a nie z aktualnego
srodowiska.

let a
let f
let a
f 9;;
- : int = 42

24;,
=2 % x + a;;
15;;

I ™

2.6.1 \-abstrakcja

Mozemy tez tworzy¢ procedury bez nazwy, tzn. takie procedury, ktore sa wartoscia pewnego
rodzaju wyrazeri, natomiast nie musza pojawia¢ si¢ w srodowisku. Procedury takie mozemy
tworzy¢ za pomoca tzw. A-abstrakcji.

Zauwazmy, ze funkcja, jako pojecie matematyczne, nie musi mie¢ nazwy. Zwykle nadajemy
funkcjom nazwy, gdyz tak jest porecznie. Na przyklad z — x + 1 jest rowniez dobrym opisem
funkeji (ktorej wartosé jest o 1 wieksza od argumentu). A-abstrakcja ma podobna postaé.
Sktada sie ona ze stowa kluczowego function, parametru formalnego funkcji oraz wyrazenia
okreslajacego jej wartosé.

(wyrazenie) ::= function (identyfikator) -> (wyrazenie)

Wartoscia takiego wyrazenia jest jednoargumentowa procedura bez nazwy. Na razie mo-
zemy przyjaé, ze forma specjalna let definiujgca procedure z parametrami jest lukrem syn-
taktycznym pokrywajacym wyrazenie function i definicje stalej.

Procedury wieloargumentowe zapisujemy w postaci:

function x ->function y ->function z ->...

Istnieje réwniez skrocona forma zapisu wieloargumentowych A-abstrakcji. Zamiast stowa
kluczowego function mozemy uzy¢ jednego stowa kluczowego fun i podaé¢ od razu kilka ar-
gumentéw. Fun jest tylko lukrem syntaktycznym, ale bardzo porecznym.

(wyrazenie) = fun { (identyfikator) }* -> (wyrazenie)

Przyktad: Oto alternatywna definicja procedur z poprzedniego przyktadu:

(function x ->x * (x + 1)) (2 * 3);;
- : int = 42

let abs = function x ->if x <0 then -x else Xx;;
val abs : int ->int = <fun>
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let square = function x ->x *. x;;
val square : float ->float = <fun>

let pow = function r ->pi *. ((function x ->x *. x) r);;
val pow : float ->float = <fun>

let twice = function x ->2 * Xx;;
val twice : int ->int = <fun>

let foo x y = x * (y +2);;
val foo : int ->int ->int = <fun>

let foo = function x ->function y ->x * (y +2);;
val foo : int ->int ->int = <fun>

let foo = fun x y ->x * (y +2);;
val foo : int ->int ->int = <fun>

2.6.2 Procedury rekurencyjne

Procedury moga byé rekurencyjne. Musimy to jednak jawnie okresli¢ dodajac stéwko rec:
(definicja) := let rec {(identyfikator)}™ = (wyrazenie)

Mozemy definiowa¢ procedury rekurencyjne podajgc parametry formalne lub uzywajac A-
abstrakcji.

Przykltad: Przykltady definicji rekurencyjnych:

let rec silnia num =
if num <2 then 1 else num * silnia (num - 1);;
val silnia : int ->int = <fun>

silnia 7 / silnia 5;;
- : int = 42
let rec fib num =
if num <2 then num else fib (num - 1) + fib (num - 2);;

val fib : int ->int = <fun>

fib 10 - fib 7;;
- : int = 42

let rec petla x = x + petla x;;
val petla : int ->int = <fun>

let rec p = (function x ->p (x + 1));;
val p : int ->’a = <fun>
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let rec x = x + 2;;
This kind of expression is not allowed as right-hand side of ‘let rec’

Istnieja inne obiekty rekurencyjne, niz procedury.

Dodanie stéwka rec powoduje, ze definiowana procedura jest obecna w Srodowisku, w
ktorym poézniej bedzie obliczana jej tresé. Podobnie jak w przypadku definicji innych warto-
$ci, mozemy réwnoczesnie definiowaé kilka procedur, uzywajac and. Jest to przydatne, gdy
piszemy procedury wzajemnie rekurencyjne.

2.6.3 Rekurencja ogonowa

Jesli wartosci zwracane przez wszystkie wywotania rekurencyjne, bez zadnego przetwarzania sg
przekazywane jako wynik danej procedury, to méwimy o rekurencji ogonowej. Konstrukcje
takie jak if-then-else, czy inne, ktére poznamy, a ktére dotycza tylko przeptywu danych,
ale nie ich przetwarzania, nie wptywaja na ogonowosé rekursji.

Rekurencja ogonowa jest istotna z tego powodu, ze potrzebuje mniej pamieci. Kazde
wywolanie procedury zajmuje pewna ilo$é pamieci. Jednak ogonowe wywotanie rekurencyjne
nie wymaga dodatkowej pamieci, gdyz uzywa pamieci uzywanej przez obecne wywolanie.

Analiza rekurencji ogonowej na ztozono$é¢ pamieciowa zajmiemy sie w przysztosci, gdy
poznamy semantyke operacyjna programéw funkcyjnych oraz nauczymy sie analizowaé koszty
programéw. Na razie skupimy sie tylko na tym, jak tworzyé ogonowe procedury rekurencyjne.

Czesto, gdy chcemy uzyé rekurencji ogonowej, musimy zdefiniowa¢ dodatkowa rekuren-
cyjna procedure pomocnicza, posiadajaca dodatkowy(-e) argument(-y). Jeden z takich do-
datkowych argumentéw to stopniowo konstruowany wynik. Argument ten jest zwyczajowo
nazywany akumulatorem.

Przykltad: Silnia z akumulatorem:

let rec silnia_pom a n =
if n <= 1 then a else silnia_pom (a * n) (n - 1);;
val silnia_pom : int ->int ->int = <fun>

let silnia num = silnia_pom 1 num;;
val silnia : int ->int = <fun>

silnia 3;;
- : int = 6

Przyklad: Liczby Fibonacciego z akumulatorem:

let rec fib_pom a b num =
if num = O then a else fib_pom b (a + b) (num - 1);;
val fib_pom : int ->int ->int ->int = <fun>

let fib num = fib_pom O 1 num;;
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val fib : int ->int = <fun>

fib 5;;
- : int = 5

2.7 Definicje lokalne

Jesli chcemy zdefiniowaé jakas warto$é lokalnie, uzywamy nastepujacej postaci wyrazenia:
(wyrazenie) ::= (definicja) in (wyrazenie)

Zakres definicji jest ograniczony do wyrazenia po in.

Przyktad:

let pow x =
let pi = 3.14
and s = x *. X
in pi *. s;;
val pow : float ->float = <fun>

pow 4.0;;
- : float = 50.24

let pitagoras a b =
let square x = x * X
in
square a + square b;;
val pitagoras : int ->int ->int = <fun>

pitagoras 3 4;;
- : int = 25

Zagadka: Forme specjalng let-in mozna, do pewnego stopnia, zastepowaé A-abstrakcja.
W jaki sposéb?

2.8 Komentarze

Komentarze w Ocamlu umieszczamy w nawiasach postaci (* ...x). Komentarze moga poja-
wiaé sie wszedzie tam, gdzie moga wystepowaé biate znaki. Komentarze mozna zagniezdzaé.

(* To jest komentarz. *)
(* To tez jest komentarz (* ale zagniezdzony *). *)
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2.9 Deser

WHY DO YOU LIKE FUNCTIONAL
PROGRAMMING S0 MUCH? WHAT
DOES IT ACTUALLY GE7 You?

TAIL. RECURSION 15
ITS OWN RBWARD.
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Cwiczenia

Rozwigzania ponizszych zadan to proste procedury operujace na liczbach catkowitych. Dla
kazdej procedury rekurencyjnej podaj jej specyfikacje, tj. warunek poczatkowy i koricowy,
oraz uzasadnij jej poprawnosé. Poprawnos¢ procedur rekurencyjnych mozna pokazaé przez
indukcje.

1.

10.

Stopien parzystosci liczby catkowitej x to najwieksza taka liczba naturalna i, ze x dzieli
sie przez 2¢. Liczby nieparzyste maja stopieni parzystosci 0, liczby 2 i —6 maja stopieri
parzystosci 1, a liczby 4 i 12 maja stopieri parzystosci 2. Przyjmujemy, ze 0 ma stopien
parzystosci —1.

Napisz procedure parzystosé wyznaczajaca stopieri parzystosci danej liczby catkowite;j.

. Napisz procedure, ktora przeksztalca dang liczbe naturalna w taka, w ktorej cyfry wy-

stepuja w odwrotnej kolejnosci, np. 1234 jest przeksztalcane na 4321.

Sumy kolejnych liczb nieparzystych daja kwadraty kolejnych liczb naturalnych, zgodnie
ze wzorem: 2521(21' — 1) = k2. Wykorzystaj ten fakt do napisania procedury sqrt
obliczajacej sqrt x = |y/z] i nie korzystajacej z mnozenia ani dzielenia.

Napisz procedure, ktéra sprawdza, czy dana liczba jest pierwsza.

Liczbe naturalng nazwiemy rzadkq, jezeli w jej zapisie binarnym zadne dwie jedynki
nie stoja obok siebie. Napisz procedure rzadkie : int — int, ktéra dla danej liczby
naturalnej n zwréci najmniejszg rzadka liczbe naturalng wieksza od n.

Na przyktad, dla n = 42 = 1010102 mamy rzadkie 42 = 10000005 = 64.

Liczbe naturalng nazwiemy rzadkq, jezeli w jej zapisie binarnym zadne dwie jedynki
nie stoja obok siebie. Napisz procedure rzadkie : int — int, ktéra dla danej liczby
naturalnej n wyznaczy liczbe dodatnich liczb rzadkich, ktoére nie przekraczaja n.

Na przyktad, dla n = 42 = 1010102 mamy rzadkie 42 = 20.

Napisz procedure, ktora sprawdza, czy dana liczba jest podzielna przez 9 w nastepujacy
sposob: jedyne liczby jednocyfrowe podzielne przez 9 to 9 i 0; reszta z dzielenia liczby
wielocyfrowej przez 9 jest taka sama, jak reszta z dzielenia sumy jej cyfr przez 9; jesli
suma cyfr jest wielocyfrowa, to cato$¢ powtarzamy, az do uzyskania liczby jednocyfrowe;j.

Napisz procedure, ktéra sprawdza, czy dana liczba jest podzielna przez 11 w nastepu-
jacy sposob: sumujemy cyfry liczby znajdujace sie na parzystych pozycjach oraz te na
nieparzystych pozycjach, réznica tych dwoch liczb przystaje modulo 11 do wyjéciowej
liczby; krok ten nalezy powtarzaé¢ az do uzyskania liczby jednocyfrowe;j.

Zaimplementuj kodowanie par liczb naturalnych jako liczby naturalne. To znaczy, napisz
procedure dwuargumentows, ktéra koduje dwie liczby dane jako argumenty w jednej
liczbie naturalnej. Dodatkowo napisz dwie procedury, ktére wydobywaja z zakodowanej
pary odpowiednio pierwsza i druga liczbe.

Napisz procedure, ktora dla danej liczby n sprawdzi czy pierscieni reszt modulo n zawiera
nietrywialne pierwiastki z 1 (tj. takie liczby k, k # 1,k #n—1,2e k> =1 mod n). Nota
bene, jesli takie pierwiastki istnieja, to liczba n nie jest pierwsza. Odwrotna implikacja
jednak nie zachodzi — np. dla n = 4 nie ma nietrywialnych pierwiastkow z 1.
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Wytyczne dla prowadzacych éwiczenia

Przy rozwiazywaniu zadan ktadziemy nacisk na poprawno$é, a nie ktadziemy na razie nacisku
na efektywnosé. W szczegdlnosci, nie kltadziemy nacisku na stosowanie rekurencji ogonowej,
cho¢ jej nie zabraniamy. Kazda procedura powinna byé¢ wyspecyfikowana. Jezeli weryfikacja
(nastepny wyktad) nie zostala jeszcze oméwiona, to uzasadnienie poprawnosci moze by¢ mniej
formalne. Jesli za$ byta oméwiona, to stosujemy przedstawiona na wyktadzie metodologie. (W
przypadku procedur rekurencyjnych dowodzimy ich poprawnosci przez indukcje i podajemy
funkcje miary dowodzaca poprawnosci definicji rekurencyjnych. Nalezy zwroci¢ uwage na
pojawiajace sie niezmienniki. )
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Wyktlad 3. Dekompozycja problemu, weryfikacja rozwiagzania

3.1 Specyfikacja problemu
e Specyfikacja = opis celu = wartos$¢/funkcja czesciowa opisana matematycznie.
e Implementacja = realizacja w jezyku programowania.

e Specyfikacja moze dopuszcza¢ wiele implementacji, np.: Vo : (fz) % (fz) = x * x czyli

|fz| = |zl
o Jesli specyfikacja jest funkcja czesciowa, to implementacja moze mieé¢ wicksza dziedzine.
Ve:z>0=>...

let £ x =if x > 0 then ... else ...
e Czesto specyfikacje dzielimy na dwie czesci:

— warunek poczatkowy opisuje wszystkie dozwolone wartosci argumentéw; intere-
suja nas wartosci wynikéw wytacznie dla argumentéw spelniajacych warunek po-
czatkowy,

— warunek koricowy opisuje w jaki sposéb wyniki zaleza od argumentéw; dla argu-
mentéw spetniajacych warunek poczatkowy musza istnie¢ wyniki spetlniajace wa-
runek koticowy.

e To, ze program spelnia specyfikacje mozna wyrazi¢ formutg:

warunek poczatkowy(dane) = warunek koiicowy(dane, wynik)
e Pelna i czeSciowa poprawnosé.

e Tworzac procedury pomocnicze powinnismy okresli¢ réwniez ich specyfikacje. W przy-
padku iteracyjnych procedur rekurencyjnych sa to niezmienniki iteracji.

o Weryfikacja procedur pomocniczych przypomina dowody lematow.
e Schemat dowodzenia wlasnosci stopu:

— w przypadku procedur rekurencyjnych nalezy udowodni¢, ze ich wywolania (spel-
niajace warunki poczatkowe) nie zapetlaja sie,

— okreslamy funkcje miary, zalezna od argumentéw, ktoéra przyjmuje wartosci natu-
ralne; jest to goérne ograniczenie na gltebokos$é rekurencji, dowod przebiega induk-
cyjnie (po wartosciach funkcji miary),

— zakladamy, ze argumenty wywotania spekliajg warunek poczatkowy, dla danych
spetniajacych warunek poczatkowy wartosé funkcji miary jest nieujemna,

— pokazujemy, ze wywotania procedur spetniaja odpowiednie warunki poczatkowe,

— dla wszystkich wywotan rekurencyjnych pokazujemy, ze funkcja miary maleje.
e Schemat dowodzenia czesciowej poprawnosci:

— zaktadamy, ze argumenty spelniaja warunek poczatkowy, a wszystkie wywolania
procedur (lacznie z rekurencyjnymi) spetniaja specyfikacje,

— pokazujemy, ze wynik jest zgodny z warunkiem koncowym.
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3.2 Algorytm Euklidesa (wersja z odejmowaniem)

Specyfikacja: dla x,y > 0 mamy (nwd = y) = NWD(x,y). implementacja:

let rec nwd x y =
if x = y then x else
if x >y then
nwd (x - y) y
else
nwd x (y - x)3;;

A co sie dzieje jezeli jeden z argumentow jest rowny 07 Nowy rodzaj nieokreslonosci — za-
petlenie. Pojecia czesciowej i catkowitej poprawnosci — w przypadku cze$ciowej poprawnosci
implementacja moze byé mniej okreslona niz specyfikacja.

Dowo6d: Funkcja miary f = max(z,y). Jesli x = y, to oczywiste. Zalozmy, ze x > y. Dla

kazdego d takiego, ze d|z i d|ly mamy d|(z — y), a wiec nwd(x,y) = nwd(z — y,y). Dlaz <y

analogicznie. O
Weryfikacja nwd — tatwo wykazaé¢ wlasnosé stopu, a trudniej poprawnosé.

3.3 Silnia i przyklad niezmiennika

Oto jedna z mozliwych definicji procedury obliczajacej silnie, z rekurencja ogonows.

let silnia n =
let rec s a k =
if kX = n then a
else s (a * (k+1)) (k+1)
in s 1 1;;

Specyfikacja procedury silnia jest dosy¢ naturalna. Dla x > 0 mamy silnia z = z!. Jaka
jest jednak specyfikacja procedury pomocniczej s? W warunku poczatkowym nalezy ujaé
niezmiennik iteracji:

1<k<n A a=k!

Niezmiennik ten jest spelniony na poczatku, dla a =11 k = 1. Z kazdym krokiem iteracji,
zwiekszajac k zwiekszamy odpowiednio a. Na koniec, dla k = n mamy a = n!, co daje warunek
koricowy s a k = nl.

3.4 Szukanie pierwiastka calkowitego przez bisekcje

Majac dana liczbe naturalng num chcemy obliczy¢ |/num|. Warunek poczatkowy to num > 0,
a koncowy to sqrt num = |\/num].

Jedna z metod, jakie mozemy zastosowaé to bisekcja. Jest to proces iteracyjny, w ktérym
zawezamy przedzial, do ktorego nalezy wynik. Zaczynamy od przedziatu [0; num| korzystajac
tu z faktu, ze 0 < |y/num| < num. Przedzial zawezamy w kazdym kroku o potowe, podnoszac
jego srodek do kwadratu i poréwnujac z num. Po zawezeniu do pojedynczej liczby catkowitej
otrzymujemy wynik.

W warunku poczatkowym procedury pomocniczej bisekcja musimy zawrzeé¢ niezmiennik
tej iteracji: lewy < /num < prawy+1. Na poczatku jest on trywialnie spelniony dla lewy = 0
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i prawy = num. W momencie, gdy lewy = prawy daje nam to natychmiast warunek koncowy:
bisekcja lewy prawy = \/num.

let sqrt num =
let rec bisekcja lewy prawy =
if lewy = prawy then lewy
else
let srodek = (lewy+prawy) / 2
in
if square (srodek + 1) >num then
bisekcja lewy srodek
else
bisekcja (srodek + 1) prawy
in bisekcja O num;;

3.5 Metoda Newtona liczenia pierwiastkow

Kolejny element dziedziny algorytmicznej: liczby rzeczywiste i operacje arytmetyczne. Uwaga
na kropki.
Specyfikacja sqrt a:

e warunek poczatkowy: zakladamy, ze x > 0,

e warunek koricowy: chcemy mieé procedure, ktérej wynikiem jest przyblizenie pierwiastka
z zadana dokladnoscia e: |sqrt oz — /z| <e.

Metoda: zaczynamy od pewnej wartosci i iteracyjnie poprawiamy ja, az wynik bedzie dobry.

let epsilon = ...;;
let sqrt x =
let rec sqrt_iter g =
if good g x then

g
else

sqrt_iter (improve g x)
in
sqrt_iter (guess x);;

Predykat good decyduje o tym, kiedy przyblizenie jest dobre. Wystarczy wiec, ze przyjmiemy
nastepujaca specyfikacje good g x, a bedziemy mieli zapewniong cze$ciowa poprawnosé algo-
rytmu:

e warunek poczatkowy: = > 0, g > 0,
o good g v = |g— VI <<
Oznaczmy e = g — \/x. Wowczas mamy:

=2 = |o* = (Va)’| = s - V&) (9 + V&) =
= e[ (9 + V)

32



Stad:
o ==l
g+

Cazyli:
lg* — =]
+z

Tak wiec, mozemy zaimplementowaé predykat good w nastepujacy sposob:

le| <e e <ee|’—z|<e(g+Vr) <9’ —z|<e-yg

let square x = X *. X;;
let good g x = abs_float ((square g) -. x) <= epsilon *. g;;
Zauwazmy, ze bez wzgledu na to, jak zostang zaimplementowane procedury guess i improve,
mamy juz zapewniona czesciowa poprawnos$é¢ procedury sqrt. Zapewnienie wlasnosci stopu
nie bedzie juz takie proste.

Zastanowmy sie przez chwile, czego oczekujemy od procedur guess i improve? Chcemy,
aby nasza iteracja kiedys sie zakoriczyla, czyli:

Jpen good ((fun g — improve g x)" g)

Jezeli przyblizenie g nie jest dostatecznie dobre (oraz g > 0), to szukany pierwiastek lezy
gdzie§ miedzy g, a ﬁ. Dobrym kandydatem jest wiec srednia arytmetyczna tych liczb:

let average x y = (x +. y) /. 2.0;;
let improve g x = average g (x /. g);;

Warunek poczatkowy tak zaimplementowanej procedury improve, to:
g>0, >0
Rownoczesnie, dla takich danych, spelniony jest nastepujacy warunek koricowy:
improve g x >0

Podany warunek poczatkowy improve wymaga, aby pierwsze przyblizenie bylo dodatnie:
guess z > (. Latwo jednak temu sprostaé, wystarczy za pierwsze przyblizenie przyja¢ np. 1:

let guess x = 1.0;;

Zweryfikujemy teraz wlasnosé stopu naszego algorytmu. Zauwazmy, ze kolejne przyblizenia
pierwiastka sa dodatnie. Zaczynamy od 1, a kazdy kolejny krok przeksztalca dodatnie przy-
blizenie w dodatnie. Blad kolejnego przyblizenia wynosi:

g+3 \/E+e+\/§+e :\/Fc+e+\/§+e—2\/5:
2

VT = AR

CTVIY e _(e= VBt VD)t

2 2(vz +e)

2

2

e —rxt+x e -
2z te) 2(Vzte)
e 1

2

Rozwazmy przypadki:
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g

e Jedli blad jest ujemny, to —y/z < e < 0, stad g < =1, czyli 1+ @ < 0. Tak wiec, w
nastepnym kroku btad jest dodatni.

1
1+

e

e Jesli btad jest dodatni, to zauwazmy, ze < 1, a wiec btad kolejnego przyblizenia
jest przynajmniej dwukrotnie mniejszy.
e Jedli btad jest rowny zero, to wychodzimy oczywiscie z petli.

Stad, wszystkie przyblizenia sa dodatnie, a tylko w pierwszym kroku btad moze by¢ ujemny.
Tak wiec, jako funkcje miary mozemy przyjac:

max Glogg 2(9%‘/5)-‘ ,O) dla g >z

_ +2
n(g) = 1—|—,u(g2g> dla g < vz
0 dla g =z
Jezeli warto$¢ funkcji miary jest rowna zero, to btad przyblizenia jest nieujemny oraz:
g— Vi<
2
Stad:
€ €
9" =2l = (9= Va)g+Va) < 5 (9+ V) <5 29=¢e-yg
Czyli:

" —a|<e g = goodguw
Jak wida¢, w przypadku tego algorytmu, dowdd wtasnosci stopu jest trudniejszy niz dowod
poprawnosci.
3.6 Podzial problemu na podproblemy i technika poboznych zyczen
Jak rozbiliémy problem na podproblemy:
e iterowanie przyblizen, az sa dobre: sqrt, sqrt_iter,

e pierwsze przyblizenie: guess,

kiedy przyblizenie jest dobre: good,
e poprawienie przyblizenia: improve,
e podnoszenie do kwadratu: square,
e drednia: average,

e warto$¢ bezwzgledna: abs.

Jak dzieli¢ problem na podproblemy? To trudna umiejetnosé, ktora istotnie wpltywa na to czy
bedziemy dobrymi informatykami i czy nasze programy beda czytelne. Nalezy sie tu kierowaé
zasadami dekompozycji i abstrakcji proceduralnej:

e Nalezy podzieli¢ problem trudniejszy na kilka prostszych ,zgodnie z jego struktura”, tzn.
tak, aby mozna bylo prosto wyrazi¢ rozwigzanie calego problemu za pomoca rozwiazan
podprobleméw — w ten sposdb powstajace definicje sg proste i tatwe do ogarniecia.
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e Ponadto nalezy tak formutowaé¢ podproblemy, aby byty jak najbardziej ogolne — wow-
czas w wiekszych systemach istnieje mozliwos¢ wykorzystania jednego rozwiagzania w
kilku miejscach.

Zasada poboznych zyczen:

e Tworzac rozwiazanie problemu powinnismy rozbié¢ go na podproblemy i zapisaé¢ rozwia-
zanie zakladajac na chwile, ze podproblemy sg juz rozwiazane, a dopiero potem przy-
stepujemy do ich rozwigzywania. Jest to tzw. zasada poboznych zZyczen. W ten sposob
rozwigzujemy problem top-down — od ogoétu do szczegdltow.

Kilka innych dobrych zasad:

e Black-box approach: Polegamy na tym, ze dana warto$¢/procedura spelnia specyfika-
cje, ale abstrahujemy od sposobu jej zaimplementowania. Podprocedury traktujemy
chwilowo jak abstrakcje wszystkich mozliwych rozwigzan tych podprobleméw.

Information hiding: Uzytkownika naszego rozwigzania problemu nie interesuje jakie pod-
procedury mamy i co one robia. Zastosowanie definicji lokalnych do ukrycia sposobu
rozwigzania. Dzieki temu nie zaktadamy nic o sposobie rozwiazania problemu i korzy-
stamy z niego w sposéb bardziej elastyczny. Jesli w przysztodci zechcemy zmienié takie
rozwigzanie, to zrobimy to bezbolesnie.

Separation of concerns: Dzieki ukrywaniu informacji o sposobie rozwigzania réznych
problemdw, sa one od siebie niezalezne i nie koliduja ze soba. Na raz, mozemy zajmowaé
sie tylko jednym problemem.

3.7 Deser
KEEP IN MIND THAT TM .. \JOL, IT'S LIKE A SALAD RECIPE. | [ 1T LIKE. SOMEONE TOOK A
SELF-TAUGHT, S0MY CODE | 15 15 LiKE BEING IN | WRITTEN BY A CORPORATE. | | TRANSCRIPT OF A COUPLE
MAY BE A LITTLE. MESSY, A HOUSE BUILT BY A LALYER USING A PHONE | | ARGUING AT IKEA AND MADE
LEMIE SEE- CHILD USING NOTHING AUTOCORRECT THAT OMLY RANDOM EDITS UNTILIT
TM SURE RUT A HATCHET AND A KNEW EXCEL FORFMULAS, COMPILED Wﬂ
s FuiE. PICJERE OF A HOUSE. \ 2 sm()m

http://xkcd.com/1513/
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Cwiczenia

Rozwigzania ponizszych zadan to proste procedury operujace na liczbach catkowitych. Ich
rozwigzanie wymaga zastosowania rekurencji ogonowej. Dla kazdej procedury rekurencyjnej
podaj jej specyfikacje, tj. warunek poczatkowy i koncowy, oraz uzasadnij jej poprawnosc.
Poprawnosé procedur rekurencyjnych mozna pokazaé przez indukcje. Nie zapomnij o uzasad-
nieniu wtasnosci stopu.

1. Udowodnij, ze dla kazdego naturalnego n zachodzi fib n = Fib,. Podaj specyfikacje
dla fib_pom i udowodnij ja przez indukcje.

let fib n =
let rec fib_pom a b n =
if n = 0 then a else fib_pom b (a + b) (n - 1)
in

fib_pom 0 1 nj;;

2. Potegowanie liczb catkowitych (z akumulatorem).

3. |Bentley| Dana jest funkcja f: {1,2,...,n} — Z. Nalezy znalez¢ takie 1 < a < b < n,
Ze suma Z?:a f(3) jest najwieksza. Napisz taka procedure p, zep f n=b—a+ 1 (dla
aib jak wyzej).

4. Dana jest funkcja nierosnaca f : int — int, taka, ze f(z + 1) > f(x) — 1. Napisz
procedure, ktora znajduje punkt staly tej funkeji, tzn. taka liczbe z, ze f(z) = = (lub
jesli punkt staly nie istnieje, to taka liczbe x, ze f(x — 1) > x oraz f(z) < x).

5. Napisz procedure zera silni : int — int, ktéra dla danej dodatniej liczby catkowitej
n obliczy ile zer znajduje sie na koricu zapisu dziesietnego liczby n!.

6. Dana jest roznowarto$ciowa funkcja f : int — int. Napisz procedure maksima, ktora
dla danych liczb 1 i p (I < p) obliczy ile lokalnych maksiméw ma funkcja f w przedziale

(L, p.

7. Przypomnij sobie rozwigzania zadan z poprzedniego wyktadu. Jesli rozwigzates je nie
stosujac rekurencji ogonowej, to czy potrafisz je rozwiaza¢ (lepiej) stosujac ja?
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Wytyczne dla prowadzacych éwiczenia

W kazdym zadaniu nalezy zastosowaé rekurencje ogonowa. Przy rozwiazywaniu zadan kla-
dziemy nacisk na poprawnosé, a takze niejawnie na efektywnosé. W szczegoblnosci kazda proce-
dura powinna by¢ wyspecyfikowana i zweryfikowana. W przypadku procedur rekurencyjnych
pokazujemy réwniez wlasnoéé stopu. Nalezy zwrdcié uwage na niezmienniki.

Uwagi do zadan:

Ad. [2] To zadanie nalezy rozwiaza¢ w dwoch wersjach: najpierw prosciej (liniowa ztozonosé
czasowa), a nastepnie bardziej efektywnie (logarytmiczna zlozonosé czasowa). W obu
przypadkach ogonowo.

Ad. [3 To zadanie mozna rozwigza¢ w liniowej zlozonosci czasowej. Jezeli studenci nie za-
uwaza tego od razu, nalezy najpierw rozwiaza¢ je mniej efektywnie (i w bardziej skom-
plikowany sposob).

Ad. [ Efektywne rozwigzanie tego zadania jest bardziej skomplikowane niz proste nieefek-
tywne rozwigzanie. Mozna zrobié¢ oba warianty.

Ad. [T ,Lepiej”, to bardziej efektywnie.
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Wyktlad 4. Struktury danych

Jak dotad, definiowane przez nas pojecia to wylacznie state kilku wbudowanych typoéw i
procedury. O ile mozemy definiowaé¢ ztozone procedury, to nie jesteSmy w stanie definiowaé
zlozonych danych. Zajmiemy sie tym na wykladzie. Zajmiemy sie rowniez metodyka tworzenia
nowych typéw danych.

Pojecie typu danych jest zapewne dobrze znane Czytelnikowi z innych jezykdéw programo-
wania. Sprobujmy jednak, dla porzadku, krotko scharakteryzowaé to pojecie. Typ danych to
zbibér wartosci wraz z zestawem podstawowych operacji na tych wartosciach.

W kazdym jezyku programowania dostepna jest pewna liczba wbudowanych typow danych,
takich jak liczby catkowite, wartosci logiczne itp. Sg one nazywane typami prostymi. Typy
proste wbudowane w dany jezyk programowania tworza dziedzine algorytmiczna. Oprocz
typéw prostych mamy typy ztozone, ktére zawieraja w sobie prostsze typy. W tym wyktadzie
poznamy roézne konstrukcje pozwalajace na tworzenie rozmaitych typoéw ztozonych.

4.1 Typy wbudowane

Poznalismy juz kilka podstawowych typow danych wbudowanych w jezyk Ocaml wraz z ope-
racjami na nich. Sa to: bool, int, float, char i string.

W Ocamlu s§rodowisko przyporzadkowuje kazdej nazwie stalej jej wartosé, ktora jest okre-
$lonego typu. Dotyczy to rowniez nazwanych procedur i w ich przypadku oznacza, ze wiadomo
jakiego typu sa argumenty i wynik. W szczegblnosci operacje arytmetyczne na liczbach catko-
witych i zmiennopozycyjnych musza mieé rézne nazwy, gdyz ich argumenty sa réznych typow.
Operacje arytmetyczne na liczbach catkowitych zapisujemy w klasyczny sposéb: +, *, itd., a
operacje na liczbach zmiennopozycyjnych maja dodana w nazwie kropke: +., *., .... Nie-
stety, zapewne na poczatku czesto beda sie zdarzaé¢ Czytelnikom btedy wynikajace z mylenia
tych operacji.

4.2 Konstruktory

Konstruktory to szczegbdlnego rodzaju operacje tworzace warto$ci okreslonych typéw zlozo-
nych. Jednak konstruktor to nie tylko procedura tworzaca zlozona wartosé, to co$ wiecej.
Dodatkowo sa one odwracalne, tzn. z ich wyniku mozna jednoznacznie odtworzy¢ ich argu-
menty. Dzieki temu konstruktory nie tylko stuza do tworzenia wartosci typéw ztozonych, ale
rowniez do rozbijania ich na tworzace je wartosci typow prostszych.

Formalnie, konstruktory (wartosci okreslonego typu) maja nastepujace wtasnosci:

e s3 one réoznowartosciowe,

e rozne konstruktory wartodci tego samego typu majg roézne wartosci, tzn. przeciwdzie-
dziny réznych konstruktoréow sa roztaczne,

e wszystkie konstruktory wartosci danego typu sa tacznie "na", tzn. kazda warto$¢ danego
typu mozna skonstruowac,

e kazda warto$é¢ danego typu mozna przedstawi¢ w postaci wyrazenia ztozonego z kon-
struktoréw i statych innych typow.

Na razie nie znamy jeszcze zadnych konstruktoréw. Zostang one przedstawione dalej, wraz z
kolejnymi typami ztozonymi. Woéwcezas zobaczymy przyktady ich uzycia.
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4.3 Wzorce

Zanim przedstawimy sposoby konstruowania ztozonych typéw danych, wprowadzimy pojecie
wzorca. Co to jest wzorzec? Wzorzec jest to rodzaj ,wyrazenia”’. Do budowy wzorcow mo-
zemy uzywaé konstruktoréw i identyfikatorow. Wzorce pojawiaja sie w takich kontekstach,
ze zawsze dopasowywana jest do nich warto$é pewnego wyrazenia. Identyfikatory wystepu-
jace we wzorcach sa nazwami nowych statych wprowadzanych do srodowiska. Jesli wartosé
wyrazenia dopasowywanego do wzorca "pasuje", to wystepujacym we wzorcu identyfikatorom
przypisywane sa w srodowisku wartosci odpowiadajacych im sktadowych dopasowywanej war-
tosci. Identyfikatory wystepujace we wzorcu nie mogg sie powtarzaé, gdyz kazde wystgpienie
identyfikatora odpowiada za inny fragment dopasowywanej wartosci. Wzorce beda stanowic
podstawowy mechanizm dekompozycji wartosci ztozonych typéw, jednak ich zastosowanie nie
ogranicza sie tylko do tego.

Przedstawiajac kolejne typy ztozone bedziemy przedstawia¢ réwniez towarzyszace im kon-
struktory i wzorce. Istnieje jednak kilka podstawowych wzorcéw, ktére moga byé uzywane dla
wartosci dowolnego typu:

(wzorzec) = (identyfikator)| _ | (stata)]...

e identyfikator — pasuje do kazdej wartosci, nazwie przyporzadkowywana jest dana war-
tos¢,

e _ — tak jak identyfikator, tylko nie wprowadza zadnej nowej nazwy,
e stala (np. liczbowa) — pasuje tylko do samej siebie.

Wzorca _ uzywamy wowczas, gdy interesuje nas sam fakt, ze wartos¢ pasuje do wzorca, a nie
chcemy wprowadzaé¢ do srodowiska nowych nazw.

Wzorcéw mozemy uzywaé w konstrukcji match-with oraz w definicjach procedur, zaré6wno
procedur nazwanych, jak i A-abstrakc;ji:

definicja) ::= let (wzorzec) = (wyrazenie
J y

let [ rec | (identyfikator) { (wzorzec) }* = (wyrazenie)
(wyrazenie) ::= match (wyrazenie) with { (wzorzec) -> (wyrazenie) | }*

(wzorzec) -> (wyrazenie) |
function { (wzorzec) -> (wyrazenie) | }
(wzorzec) -> (wyrazenie)

*

Najprostsze zastosowanie wzorcow to definicje stalych. Po lewej stronie = mozemy mieé¢ za-
miast identyfikatora wzorzec. Warto$¢ wyrazenia po prawej stronie = jest dopasowywana do
wzorca, a wszystkie identyfikatory, ktorym w ten sposéb sa przypisywane wartosci, trafiaja do
srodowiska.

Przyktad:
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- : int = 3

let a = 42;;
val a : int = 42

W definicjach procedur nazwa procedury musi by¢ identyfikatorem, ale parametry formalne
moga by¢ wzorcami. Wowczas, w momencie wywotania procedury wartosci argumentéw sa
dopasowywane do parametréw formalnych. Wszystkie identyfikatory, ktéorym w ten sposéb
sa przypisywane wartosci, trafiaja do tymczasowego $rodowiska powstajacego dla obliczenia
wartosci procedury.

Przyktad:

let £ 6 9 = 42;;
val f : int ->int ->int

f 6 9;;
- : int = 42

let px _=x+1;;
val p : int ->’a ->int = <fun>

p 6 9;;
- : int =7

W wyrazeniach match-with warto$¢ wyrazenia wystepujacego po match jest dopasowywana
do kolejnych wzorcow. Wrzorzec, do ktérego ta warto$é pasuje, wskazuje réwnoczesnie wy-
razenie, ktorego wartos¢ jest wartoscia calego wyrazenia match-with. Jesli dopasowywana
wartos¢ pasuje do kilku wzorcoéw, to wybierany jest pierwszy z nich. Jezeli nie pasuje ona do
zadnego z wzorcow, to zglaszany jest blad (wyjatek).

Podobnie dziata dopasowywanie wzorcow w A-abstrakcjach. Argument procedury jest do-
pasowywany do kolejnych wzorcow. Wzorzec, do ktorego wartosé argumentu pasuje wskazuje
rownoczeénie wyrazenie, ktorego wartosé jest wynikiem procedury. Jesli warto§é argumentu
pasuje do kilku wzorcéw, to wybierany jest pierwszy z nich. Jezeli nie pasuje ona do zadnego
z wzorcow, to zglaszany jest blad (wyjatek).

Przyktlad:

let rec silnia =
function 0 ->1 | x ->x * silnia (x - 1);;

let rec silnia n =
match n with
0 ->1 |
X ->X * silnia (x-1);;

Konstrukcja match-with jest tylko lukrem syntaktycznym rozwijanym do zastosowania od-
powiedniej A-abstrakcji.
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Przyklad: Konstrukcja match-with z poprzedniego przyktadu jest rozwijana w nastepujacy
sposob:

let rec silnia n =

(function

0 ->1 |

X ->x * silnia (x-1)
) nj;

4.4 Produkty kartezjaiskie

Produkt kartezjariski jako typ jest dokladnie tym, czym jest w matematyce. Jest to zbior

par, lub ogoélniej n-ek wartodci prostszych typow. Produkt kartezjariski typow ti,...,¢, jest
0zZNAaCZANY PIZez {1 * - - - x Ty
Kazdemu typowi produktowemu towarzyszy jeden konstruktor postaci: (x1,...,z,). War-

toscia takiego konstruktora jest n-ka podanych wartosci.
Na wartosciach produktow kartezjanskich jest okreslona réwnosé. Dwie n-tki sg sg rowne,
jesli ich odpowiadajace sobie wspotrzedne sa réwne.
( [(wyrazenie){ , (wyrazenie) }*])
(

[(wzorzec) { , (wzorzec)}*])

(wyrazenie) ::=
(wzorzec) =

Przyktad:

(1,2,3);;
- : int * int * int = (1,2,3)

(42,(6.9,"ala"));;
- : int * (float * string) = (42,(6.9,"ala"))

let (x,s) = (4.5,"ala");;
val x : float = 4.5
val s : string = "ala"

let fib n =
let rec fib_pom n =
if n = 0 then
0,1)
else
let (a,b) = fib_pom (n - 1)
in (b,a + b)
in
let (a,b) = fib_pom n
in aj;
val fib : int ->int = <fun>

let para x y = (x,y);;
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val para : ’a ->’b ->’a * ’b = <fun>

let rzut_x (x,_) = x;;
val rzut_x : ’a * ’b ->’a

<fun>

let rzut_y (_,y) = y;;
val rzut_y : ’a * ’b ->’b = <fun>

Produkt kartezjanski nie jest taczny, tzn. ponizsze wyrazenia sa réznych typow:
(2,3,4);;
- : int * int * int = (2,3,4)

(2,(3,4));;

- : int * (int * int) = (2,(3,4))
((2,3),4);;
- : (int * int) * int = ((2,3),4)

Jednoelementowe n-ki wartosci typu ¢ to, po prostu, wartosci typu t, (x) = x. Istnieje
mjedynka” produktu kartezjariskiego (odpowiednik typu void), typ unit. Jedyna wartoscia
tego typu jest (). Jednak t * unit to inny typ niz t.

4.5 Listy

Listy to ciagi elementéw tego samego typu (skoriczone lub nieskoriczone, ale od pewnego
miejsca okresowe). Typ listy elementéow typu ¢ oznaczamy przez ¢t list. Pierwszy element
listy przyjeto sie nazywaé glowq, a liste ztozong z wszystkich pozostalych elementow listy
przyjelo sie nazywaé¢ ogonem. Tak wiec kazda niepusta lista (tak jak waz ;-) sklada sie z
glowy i ogona.

Typowi listowemu towarzysza dwa konstruktory: h::ti []. [] to konstruktor listy pustej,
a h::t tworzy liste, ktérej gltowa jest h, a ogonem jest t.

Chcac podaé liste n-elementowa nie musimy pisa¢: xp = (xg @ -+ 2 (x, 2 [])...), lecz
mozemy uzy¢ skrotu notacyjnego: [x1;xo;...;x,]. Dostepna jest tez operacja sklejania list @.

Nalezy pamietaé, ze operacje :: i [] obliczane sg w czasie stalym, natomiast @ w czasie
proporcjonalnym do dlugosci pierwszego argumentu.

Na listach jest okreslona réwnosé. Dwie listy sa rowne, jezeli sa réwnej dtugosci i odpo-
wiadajace sobie elementy sa réwne.

Przyktad:
1s;
- : ’a list = []

1::2::3::[1;;
- : int list = [1; 2; 3]

[1; 2; 3; 41;;
- : int list = [1; 2; 3; 4]
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[1;2;3] @ [4;5;6];;
- : int list = [1; 2; 3; 4; 5; 6]

[IITOII; Ilcill; "dopiero"; "lista"];;
- : string list = ["To"; "ci"; "dopiero"; "lista"]

let length 1 =
let rec pom a 1 =
match 1 with
D ->a |l
_::t ->pom (at+l) t
in
pom O 1;;
val length : ’a list ->int = <fun>

let sumuj 1 =
let rec pom a 1 =
match 1 with
0 ->al
h::t ->pom (a+h) t
in
pom O 1;;
val sumuj : int list ->int = <fun>

let rec listapar2paralist =
function

(] ->(00, 0 |
(x,y)::t >
let (11,12) = listapar2paralist t
in (x :: 11,y :: 12);;
val listapar2paralist : (’a * ’b) list ->’a list * ’b list = <fun>

Mozliwe jest definiowanie list nieskoriczonych. Nalezy jednak zdawaé sobie sprawe, ze listy
sa implementowane jako wskaZnikowe listy jednokierunkowe. Dlatego tez lista nieskoiiczona
moze mieé co najwyzej postaé¢ cyklu z ,jogonkiem”. Ponizszy przyktad pokazuje jak definio-
waé listy nieskoniczone. Pokazuje on réwniez, ze nie tylko procedury moga byé obiektami
definiowanymi rekurencyjnie.

Przykltad: Definicje list nieskoniczonych:

let rec jedynki = 1::jedynki;;
val jedynki : int list = [1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; ...]

let rec cykl =1 :: 0 :: -1 :: O :: cykl;;
val cykl : int list = [1; 0; -1; 0; 1; 0; -1; 0; ...]

[1;2;3] @ cykl;;
- : int list = [1; 2; 3; 1; 0; -1; 0; 1; 0; -1; 0; ...]
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cykl @ [1;2;3];;
Stack overflow during evaluation (looping recursion?).

Modut List zawiera wiele porecznych procedur operujacych na listach. O modutach bedziemy
moéwié doktadniej w jednym z wyktadow. W tej chwili wystarczy nam wiedzieé, ze aby korzy-
staé z poje¢ zdefiniowanych w module List, wystarczy wprowadzi¢ polecenie open List;; lub
przed kazda nazwa pojecia dodaé przedrostek postaci List. Modul ten implementuje m.in.
nastepujace operacje:

e length — oblicza dlugosé listy (uwaga: dziala w czasie proporcjonalnym do dlugosci
listy),

e hd — zwraca glowe (niepustej) listy,
e t1 — zwraca ogon (niepustej) listy,

e rev — oblicza liste ztozona z tych samych elementéw, ale w odwrotnej kolejnosci (uwaga:
dziala w czasie proporcjonalnym do dtugosci listy),

e nth — zwraca element z podanej pozycji na liscie (glowa ma numer 0, uwaga: dziala w
czasie proporcjonalnym do numeru pozycji plus 1),

e append — sklejanie list, dziata tak jak @, ale nie jest zapisywane infiksowo, tylko tak,
jak zwykta procedura.

Przyktad: Pokazaé¢ przyktadowe implementacje:

o Wyszukanie n-tego elementu listy:

let rec nth 1 n =
if n = 0 then hd 1
else nth (t1 1) (n - 1);;

e Odwrocenie listy rev:

let rev 1l =
let rec pom 1 w =
if 1 = [] then w
else pom (t1 1) ((hd 1) :: w)
in pom 1 [1;;

e Sklejanie list @, append:

let rec append 11 12 =
if 11 = [1 then 12
else (hd 11) :: (append (t1 11) 12);;
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Przyktad:

open List;;
length ["To"; "ci"; "dopiero"; "lista"l;;
- : int = 4

hd ["To"; "ci"; "dopiero"; "lista"l;;
- : string = "To"

tl ["To"; "ci"; "dopiero"; "lista"l;;
- : string list = ["ci"; "dopiero"; "lista"]

rev ["To"; "ci"; "dopiero"; "lista"l;;
- : string list = ["lista"; "dopiero"; "ci"; "To"]

nth ["To"; "ci"; "dopiero"; "lista"] 2;;
- : string = "dopiero"

append [1; 2; 3] [4; 51;;
- : int list = [1; 2; 3; 4; 5]

4.6 Deklaracje typow

Zwykle kompilator Ocamla sam jest w stanie wywnioskowaé jakiego typu sa wyrazenia. Ist-
nieje jednak mozliwo$¢ nazywania typow i okreslania jakiego typu sie spodziewamy. Wowczas
kompilator sprawdza, czy dane wyrazenie faktycznie jest takiego typu, jak chcieliSmy, a za-
miast pelnego rozwiniecia typu moze uzywaé podanej przez nas krotszej nazwy. Niektore
typy danych mozna wprowadzi¢ tylko poprzez ich deklaracje. Sa to te typy, ktérych deklara-
cje wprowadzaja nowe konstruktory.

Mozliwe jest tez zdefiniowanie typéw sparametryzowanych, tzn. takich, w ktorych typy
niektorych ich sktadowych sa podawane jako parametry typu. Elementy struktury danych
okreslone jako parametry moga by¢ dowolnego typu, ale wszystkie elementy okreslone przez
ten sam parametr musza by¢ (w danej wartosci) tego samego typu. (Uwazny czytelnik za-
pewne domyséla sie, ze przykladem typu sparametryzowanego jest lista. Parametrem typu
listowego jest typ elementow listy.) Parametry typu podajemy zwyczajowo przed nazwa typu
sparametryzowanego, np. int list.
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(jednostka kompilacji) := (deklaracja typu)
(deklaracja typu) type (identyfikator) = (typ)|
type (parametr typowy) (identyfikator) = (typ) |
type ( (parametr typowy){ , (parametr typowy) }* )
(identyfikator) = (typ)
(typ) = (identyfikator) |
(typ) (identyfikator) |
C(typ){ , (typ)}" ) (identyfikator)|
(typ) { * (typ) }*|
C{eyp) D[+
(parametr typowy) = (identyfikator)

Przyktad:

type p = int * float;;
type ’a lista = ’a list;;
type (’a,’b) para = ’a * ’b;;

type ’a t = (’a,’a) para * (’a list) list;;

Podstawowym zastosowaniem deklaracji typow (oprocz wprowadzania typow, ktore wy-
magaja zadeklarowania) jest definiowanie typow zlozonych, ktoére wystepuja w interfejsach
procedur. Woéwcezas mozna podaé, iz oczekujemy, ze dany argument powinien by¢ okreslonego
typu. W ogolnosci mozna dla dowolnego wzorca lub wyrazenia podaé typ, jakiego oczekujemy.

(wyrazenie) : (typ) )
(wzorzec) : (typ) )

(wyrazenie) = (
C

(wzorzec) =

Przyklad: Specyfikacja typow.

type point = float * float;;
type point = float * float

type vector = point;;
type vector = point

let (p:point) = (2.0,3.0);;
val p : point = (2.,3.)

let shift ((x,y): point) ((xo0,yo): vector) =
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((x +. %0,y +. yo) : point);;
val shift : point ->vector ->point = <fun>

shift p p;;
- : point = (4.,6.)

4.7 Rekordy

Typy rekordowe sa podobne do produktéw kartezjanskich. Rekord odpowiada n-ce, ale wspot-
rzedne (tzw. pola rekordu) sg identyfikowane raczej po nazwie, a nie wg pozycji w n-ce. Typy
rekordowe wystepuja w wielu jezykach programowania — w C i C++ sa nazywane struktu-
rami. Typy rekordowe wprowadza sie deklarujac typ postaci:

(typ) == { {(identyfikator) : (typ) ; }* (identyfikator) : (typ)[; |}
Identyfikatory to nazwy pol rekordéw. Konstruktor wartosci rekordowych ma postaé:
(wyrazenie) := { { (identyfikator) = (wyrazenie) ; }*
(identyfikator) = (wyrazenie)|; | }
(wzorzec) == {{(identyfikator) = (wzorzec) ; }*

(identyfikator) = (wzorzec)| ; | i

Uzywajac takiego konstruktora do budowy rekordu musimy podaé¢ wartosci wszystkich pol (w
dowolnej kolejnosci). Natomiast uzywajac go jako wzorca, mozemy podaé tylko interesujace
nas pola. Do pojedynczych pél rekordéw mozemy sie rowniez odwolywaé tak, jak w innych
jezykach programowania, podajac nazwe pola po kropce.

(wyrazenie) ::= (wyrazenie) . (identyfikator)

Przyktad:

type ulamek = { licznik : int ; mianownik : int };;
type ulamek = { licznik : int; mianownik : int; }

let q = { licznik = 3; mianownik = 4 };;
val q : ulamek = {licznik = 3; mianownik = 4}

let { licznik =
val a : int = 3
val b : int = 4

a ; mianownik = b } = q;;

let { licznik
val ¢ : int =

cl}t=aq;;

W

q.licznik;;

- : int = 3

Uwaga: Ze wzgledu na przystanianie nazw, nalezy unika¢ sytuacji, gdy dwa pola réznych
typow rekordowych maja takie same nazwy. Wowczas bedziemy mogli korzystaé tylko z tego,
ktore zostato zdefiniowane jako ostatnie.
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4.8 Typy wariantowe

W Ocamlu istnieje rowniez odpowiednik unii — typy wariantowe, zwane tez typami algebra-
icznymi. Deklarujemy je w nastepujacy sposob:

(typ) = (wariant){ | (wariant) }*
(wariant) = (Identyfikator)[ of (typ)]

Przez (Identyfikator) oznaczamy identyfikatory rozpoczynajace sie wielka litera. Natomiast
(identyfikator) oznacza identyfikatory rozpoczynajace sie mala litera. Jak zobaczymy za
chwile, rozréznienie to jest konieczne dla odroznienia we wzorcach nazw konstruktoréw od
nazw wprowadzanych statych.

Kazdy zadeklarowany wariant wprowadza konstruktor o podanej nazwie. Formalnie kon-
struktor taki moze mieé¢ co najwyzej jeden argument, ale zawsze moze to byé argument odpo-
wiedniego typu produktowego. Konstruktoréw typéw wariantowych uzywamy w nastepujacy
Sposob:

(wyrazenie) ::= (Identyfikator) [(wyrazenie) |
(wzorzec) == (Identyfikator)|(wzorzec)]

Na typach wariantowych jest okreslona réwnosé. Dwie wartosci sa réwne, jesli sa wynikiem
tego samego konstruktora, a jezeli jest to konstruktor sparametryzowany, to dodatkowo para-
metry konstruktora musza by¢ sobie réwne.

Przyktad: Typy wariantowe:

type znak = Dodatni | Ujemny | Zero;;
type znak = Dodatni | Ujemny | Zero

let nieujemny x =
match x with
Ujemny ->false |
_ ->true;;
val nieujemny : znak ->bool = <fun>

let ujemny x =
x = Ujemny;;
val ujemny : znak ->bool = <fun>

type zespolone =
Prostokatny of float * float |
Biegunowy of float * float ;;
type zespolone = Prostokatny of float * float | Biegunowy of float * float

let modul =
function
Prostokatny (x,y) ->sqrt (square x +. square y) |
Biegunowy (r,_)  ->r;;

val modul : zespolone ->float = <fun>
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Deklaracje typéw wariantowych moga byé rekurencyjne, co pozwala na konstruowanie
drzew. Przypomina to zdefiniowanie w Pascalu typu wskazZnikowego do typu, ktory jest defi-
niowany dalej i w ktérym mozna korzysta¢ z danego typu wskaznikowego.

Przyktad:

type drzewo =
Puste |
Wezel of int * drzewo * drzewo;;

Podobnie jak w przypadku list, mozemy tworzy¢ ,nieskonczone” drzewa poprzez ich zacykle-
nie.

Przyklad: Zacyklone, nieskoniczone drzewa:

let rec t = Wezel (42,t,Puste);;
val t : drzewo = Wezel (42,Wezel (42,(...),Puste),Puste)

Deklaracje typéw wariantowych moga by¢ sparametryzowane. Jest to szczegdlnie przydatne
wowczas, gdy nie chcemy do konca okreslaé¢ typu sktadowych elementdw.

Przyktad:
type ’a lista = Pusta | Pelna of ’a * ’a lista;;
type ’a lista = Pusta | Pelna of ’a * ’a lista

Pelna (4,Pusta);;
- : int lista = Pelna (4,Pusta)

Pelna ("ala",Pelna("ula",Pusta));;
- : string lista = Pelna ("ala",Pelna ("ula",

Pusta))

Pelna (4,Pelna ("ula",Pusta));;
error ...

4.9 Aliasy we wzorcach

Czasami, gdy uzywamy ztozonych wzorcow, chcemy réwnoczesnie uchwycié ztozona wartosé,
jak i jej elementy. Mozemy to zrobié¢ za pomoca konstrukcji as.

(wzorzec) = (wzorzec) as (identyfikator)

Dopasowywana warto$é jest przypisywana identyfikatorowi po prawej stronie as oraz jest
dopasowywana do wzorca po lewej stronie.

49



let (x,y) as para = (2,3);;
val x : int = 2

val y : int = 3

val para : int * int = (2,3)

let (h::t) as lista = [1; 2; 3; 4];;
val h : int = 1

val t : int list = [2; 3; 4]

val lista : int list = [1; 2; 3; 4]

4.10 Wyjatki

Czasami chcemy zaprogramowaé w postaci procedur funkcje czesciowe. W jaki spos6b mozemy
to zrobi¢? Jaki powinien by¢ wynik dla punktéw spoza dziedziny? Mozemy uzyé tu mechani-
zmu wyjgtkéw. W jezyku istnieje specjalny typ wariantowy exn. Jest to nietypowy typ, gdyz
mozna na biezaco rozszerzaé¢ zestaw wariantéw tworzacych ten typ. Wartosci tego typu niosa
informacje o wyjatkowych sytuacjach uniemozliwiajacych wykonanie obliczeni. Nowe warianty
typu exn mozemy deklarowaé¢ w nastepujacy sposob:

(jednostka kompilacji) ::= (deklaracja wyjatku)]...
deklaracja wyjatku = exception (wariant
J yia P

7 wyjatkami mozna robi¢ dwie podstawowe rzeczy: podnosié¢ i przechwytywaé. Podniesienie
wyjatku, to wyrazenie, ktorego obliczenie ,nie udaje si¢”, a porazce tej towarzyszy wartosé
podnoszonego wyjatku (typu exn). Jesli obliczenie dowolnego podwyrazenia nie udaje sie
na skutek podniesienia wyjatku, to tak samo nie udaje sie obliczenie calego wyrazenia. Tak
wiec wyjatek, to rodzaj propagujacego sie ,bledu w obliczeniach”. Podniesienie wyjatku ma
nastepujaca postaé, przy czym argument operacji raise musi by¢ typu exn:

(wyrazenie) ::= raise (wyrazenie)

Przechwycenie wyjatku to konstrukcja odwrotna do jego podniesienia. Mozemy sprobowaé
obliczy¢ wartos¢ danego wyrazenia, liczac sie z mozliwoscia podniesienia wyjatku. Jedli w
danym wyrazeniu zostanie podniesiony wyjatek, to mozemy go przechwyci¢ i podaé, jaka
powinna by¢ wartosé calego wyrazenia w takim przypadku.

(wyrazenie) ::= try (wyrazenie) with { (wzorzec) -> (wyrazenie) | }*
(wzorzec) -> (wyrazenie)

Przyktad:

exception Dzielenie_przez_zero of float;;
exception Dzielenie_przez_zero of float

let dziel x y =

if y = 0.0 then
raise (Dzielenie_przez_zero x)
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else x /. y;;
val dziel

let odwrotnosc x =
try
dziel 1.0 x
with
Dzielenie_przez_zero _
val odwrotnosc : float

odwrotnosc 42.;;
- : float =

odwrotnosc 0.0;;
- : float = 0.

: float ->float ->float =

<fun>

->0.0;;
->float =

<fun>

0.0238095238095238082

Standardowo zdefiniowany jest wyjatek Failure of string oraz procedura:

let failwith s =
raise (Failure s);;

Pamietajmy, ze nalezy odréznia¢ wartosci typu exn od podniesienia wyjatku.

Dzielenie_przez_zero 4.5;;

- : exn = Dzielenie_przez_zero 4.5
raise (Dzielenie_przez_zero 4.5);;
Exception: Dzielenie_przez_zero 4.5.

Uwaga: W niektoérych zrodlach wyjatki sa opisane jako konstrukcja imperatywna. Prosze
jednak zwrocié uwage, ze nie odwotuja sie one do takich pojeé, jak zmienne, obiekty, stany,
czy przypisanie. Dlatego tez wyjatki sg tu przedstawione jako mechanizm funkcyjny.

4.11 Deser

HEY, CHECK /T OUT: @™ -1 15
19.999099979. THATS WEIRD.

YEAH. THAT'S HOW I
GOT KICKED OUT OF
THE ACM N COLLEGE. 4

YFAH, THEY DUG THROUGH
HALF THEIR ALGORITHMS
LOOKING FOR THE BUG
BEFORE THEY FIGURED

DURING A COMPETITION, I
TOLD THE PROGRAMMERS ON
OUR TEAM THAT 27-1r
WAS A STANDARD TEST OF FLOATING-
POINT HANDLERS -- IT WOULD
(OME OUT To 20 UNLESS
THEY HAD ROUNDING ERRORS.

R

http://xkcd.com/217/

THATS
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Cwiczenia

Cwiczenie programistyczne na listy i inne struktury danych:

1.

2.

10.

11.

12.

13.

Lista n pierwszych liczb naturalnych.
Zdublowa¢ elementy listy.
Napisz procedure last, ktérej wynikiem jest ostatni element listy.

Napisz procedury head i tail, ktore dla zadanej listy [ i liczby catkowitej n zwracaja
pierwsze /ostatnie n elementow listy I. Jesli lista [ ma mniej elementéw niz n, to wynikiem
powinna by¢ cala lista [. (Nazwy pochodza od programéw head i tail w Uniksie.) Co
jest wynikiem tail (head 1 n) 17

Napisz procedure shuffle : o list — «a list — « list, ktéra dla danych dwoéch
list postaci [x1;z2;. ..y Oraz [y1;y2; . . . ; Ym] wyznaczy liste postaci [x1;y1; 22; Y25 - . . .
Jezeli jedna z list jest dltuzsza, to jej koricowe elementy trafiaja na koniec listy wyiko-
wej. Na przyklad: shuffle [3; 2; 8; 1; 9; 3; 6] [5; 7; 0] = [3; 5; 2; 7; 8;
0; 1; 9; 3; 6].

Napisz procedure, ktora liste par postaci [(n1,x1); (n2, z2);. .. ; (ng, k)] przeksztatca w
liste postaci |z1;...;21;T2;...;T2; ... Tk} ... Tk

ni1 razy ng razy ng razy

Zalozmy, ze dana jest lista [z1; z2; . .. xy,]. Sufiksem tej listy nazwiemy kazda liste, ktora
mozna uzyskaé¢ przez usuniecie pewnej liczby (od 0 do n) jej poczatkowych elementow.
Tak wiec sufiksami danej listy bedzie n.p. ona sama, pusta lista, a takze [x3;x4;...;Tp].

Napisz procedure tails : « list — « list list, ktora dla danej listy tworzy liste

wszystkich jej sufikséw, uporzadkowana wg malejacych ich dtugosci.

Dane sa dwie listy liczb catkowitych uporzadkowane niemalejaco. Oblicz ile réznych
liczb wystepuje na tych listach.

Napisz procedure zsumuj, ktéra dla danej niemalejacej listy dodatnich liczb catkowitych
(a1 ...ayn) oblicza liste (b ...by), gdzie b; = Zzzai ar. (Pamietaj o tym, ze jesli m > n,
2 k= @k = 0.)

Napisz program wybierajacy max i min z listy i dokonujacy jak najmniejszej liczby
poréwnan.

Napisz program wybierajacy element dominujacy z listy wiekszosciowej; uzasadnij jego
poprawnosc.

Napisz procedure max_diff : int list — int, ktora dla niepustej listy [x1;...;xy]
znajdzie maksymalng réznice x; — x; dla 1 < < j < n.

Napisz procedure podziel : int list — int list list, ktora dla danej listy postaci
[a1; ag;. .. ;ay], zawierajacej permutacje zbioru {1,2,...,n} znajdzie jej podzial na jak
najliczniejszg liste list postaci:

lat;a2; ... @k, )5 @y 415 Gy 425 -3 Qhg |5+ - -5 (Ol 1415 Qleyyy 1425 - - - O,y )]
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14.

15.

16.

17.

18.

taka ze:

{ar,a9,...,ar,} = {1,2,...,k1} (ré6wnosé¢ zbiorow),
{ak1+1,ak1+2,...,ak2} = {k1+1,k1—|—2,...,k2},
{ak‘m,1+17 akm,1+27 see 7akm} - {km—l + 17 km—l + 27 LU 7km}

Przyjmujemy, ze wynikiem dla listy pustej jest lista pusta.
Przyktad: podziel [2;3;1;6;5;4;7;9;10;11; 8] = [[2;3; 1]; [6; 5; 4]; [7]; [9; 10; 11; 8]].

Napisz procedure mieszaj, ktora wywotana dla danej listy, obliczy liste powstala przez
nastepujace przestawienie elementéw: na pozycjach nieparzystych maja kolejno znajdo-
wac si¢ [5] poczatkowe elementy danej listy, a na pozycjach parzystych maja znajdo-
wacl sie pozostale elementy danej listy, w odwrotnej kolejnosci. Na przyklad: mieszaj
[1;2;3;4;5] = [1;5;2;4;3]

Napisz procedure tréjki: int list — (int * int * int) list, ktéra dla zadanej
listy dodatnich liczb catkowitych, uporzadkowanej rosnaco, stworzy liste takich trojek
(a, b, c) liczb z danej listy, ze:

e a<b<ec,

e liczby a, b i c spelniajg nieréwnosé trojkata, czyli ¢ < a + b.

Dana jest lista liczb catkowitych | = [z1;...;z,] uporzadkowana niemalejaco. Napisz
procedure:
malo : int list — int

ktora dla danej listy ! oblicza:
min {|z; +z;| : 1 <i<j<n}

Na przyktad, malo [-42, -12, -8, -1, -1, 5, 15, 60] = 2.

Mozesz zatozyé, ze dana lista | zawiera przynajmniej dwa elementy.
Dana jest niepusta, rosnaca lista liczb catkowitych | = [x1;...;z,]. Napisz procedure:
fit:int — int list — int
ktora dla danej liczby c i listy [ obliczy:
min {|c+z; + x| : 1 <i,j < n}

Na przyktad, fit 42 [-28, -25, -15, -1, 4, 8, 15, 60] = 1, poniewaz [42 — 28 —
15| = 1.

Zdefiniuj taka procedure przedziaty: int list — intx*int, ze
przedzialy [ai;...;a,] = (k,l), gdzie (k,[) jest taka para liczb 1 < k <[ < n, dla
ktoérej suma ay + - - - + a; jest najwieksza.
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19.

20.

21.

22.

23.

Prostokatna tabele wypelniong liczbami catkowitymi reprezentujemy jako liste list liczb
catkowitych — kazdy wiersz to lista liczb, a tabela to lista wierszy. Oczywiscie wszystkie
listy reprezentujace wiersze sa rownej dtugosci.

Rozpatrujemy tabele, ktorych wiersze sa uporzadkowane $cisle rosnaco, a kolumny $cisle
malejaco. Napisz procedure znajdz : intlistlist — int — (int x int) list, ktora
znajduje wszystkie pozycje, na jakich w takiej tabeli znajduje sie podana liczba.

Rozwazmy nastepujaca metode kompresji ciagéw liczb catkowitych: Jezeli w oryginal-
nym ciggu ta sama liczba powtarza sie kilka razy z rzedu, to jej kolejne wystapienia
reprezentujemy za pomoca jednej tylko liczby. Konkretnie, ¢ powtérzen liczby k repre-
zentujemy w ciagu skompresowanym jako 21 - (2-k — 1).

Napisz procedure dekompresuj: int list — int list dekompresujaca zadang liste.

Mozesz zatozyé, ze lista skompresowana nie zawiera zer.

Podaj specyfikacje (warunek poczatkowy i koricowy) wszystkich definiowanych proce-
dur i uzasadnij zwiezle ich pelng poprawnosé. W przypadku rekurencyjnych procedur
iteracyjnych warunek poczatkowy musi zawiera¢ niezmiennik iteracji.

dekompresuj [1; 3; 3; 9; 42; 3];;
- : int list = [1; 2; 2; 5; 11; 11; 2]

Palindrom, to taka lista p, ze p = rev p. Napisz procedure palindrom: « list — int,
ktora dla danej listy obliczy dtugosé jej najdtuzszego spdjnego fragmentu, ktoéry jest
palindromem.

Napisz procedure podziel : int -> ’a list -> ’a list list, ktéra dla k& > 0 i
listy [z1;...;x,) podzieli ja na liste list postaci:

(@15 Thg 15 okt 15 - - - 15 (@25 Thog2; Tokg2; - 5o - -5 [k Toks T3k - - - ]
Przyktad: podziel 3 [1;2;3;4;5;6;7]1 = [[1; 4; 71; [2; 5]; [3; 6]].

Napisz funkcje multipart : « list — int list — « list list, ktéra dla wywota-
nia multipart [ [di;...;d,] dzeli liste [ na n czesci o dtugosciach dy, da, ..., d,, tzn.
wynikiem powinna byé¢ lista list, ktorej pierwszym elementem jest lista sktadajaca sie z
pierwszych d; elementéw listy [, drugim elementem jest lista sktadajaca sie z kolejnych
ds elementow listy [, itd. Jezeli lista [ okaze sie za krotka nalezy uzyc¢ tyle elementow ile

sic da. Mozesz zaltozy¢, ze liczby dy,ds, ..., d, sa nieujemne.
Przyktady:
multipart [0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9] [3; 0; 2; 0; 0; 1] = [[0; 1; 21;

[1; [3; 41; 00; [0; [5]1]

multipart [0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9] [3; 0; 2; 0; 0; 1; 8] = [[0; 1; 2];
(1; [3; 41; [O; [1; [6]; [6; 7; 8; 911
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24. Dana jest lista nieujemnych liczb catkowitych uporzadkowana $cisle rosnaco. Napisz
procedure kwadraty : int list — int list, ktora zwrdci uporzadkowana rosnaco liste
wszystkich takich liczb x, ze zaréwno z, jak i z2 wystepuja na danej liscie. Na przyklad,
kwadraty [0; 2; 3; 4; 7; 12; 16; 20] = [0; 2; 4].

25. |XIII OI] Maty Jas dostal od rodzicow na urodziny nowa zabawke, w ktorej sktad wcho-
dza rurka i krazki. Rurka ma nietypowy ksztalt — mianowicie jest to polaczenie pewnej
liczby walcow (o takiej samej grubosci) z wycietymi w §rodku (wspotosiowo) okraglymi
otworami roznej Srednicy. Rurka jest zamknieta od dotu, a otwarta od gory. Krazki w
zabawce Jasia sg walcami o r6znych srednicach i takiej samej grubosci co walce tworzace
rurke.

Jas wymyslit sobie nastepujaca zabawe. Majac do dyspozycji pewien zestaw krazkow
zastanawia sie, na jakiej gltebokosci zatrzymalby sie ostatni z nich, gdyby wrzucaé je
kolejno do rurki centralnie (czyli doktadnie w jej srodek). Kazdy kolejny krazek po
wrzuceniu spada dopoki sie nie zaklinuje (czyli nie oprze sie o walec, w ktorym wyciety
jest otwor o mniejszej $rednicy niz $rednica krazka), albo nie natrafi na przeszkode w
postaci innego krazka lub dna rurki.

Napisz procedure krazki: int list — int list — int, ktéra na podstawie listy
srednic otworéw w kolejnych walcach tworzacych rurke oraz listy $rednic kolejno wrzu-
canych krazkow obliczy gltebokosé, na ktorej zatrzyma sie ostatni wrzucony krazek (lub
0 jesli nie wszystkie krazki zmieszcza si¢ w rurce).

26. System —2-kowy jest podobny do systemu binarnego, ale podstawa tego systemu jest
liczba —2. S dwie mozliwe cyfry: 01 1. Ciag cyfr postaci cgci_1 ... c1co reprezentuje
liczbe Zf:o ci(—2)%. Na przyktad, liczbe 42 reprezentujemy jako 1111110_5. Kolejne
cyfry, od mniej do bardziej znaczacych, tworzg liste. Przyjmujemy, ze lista pusta repre-
zentuje 0.

(a) [V OI, zadanie Bankomaty| Napisz procedure neg2 of int : int — int list,
ktora dla danej liczby catkowitej znajdzie jej przedstawienie w systemie o podstawie
—2.

(b) Napisz procedure int of neg2 : int list — int, ktora dla danej reprezentacji
liczby catkowitej w systemie o podstawie —2 znajdzie jej wartosé.

(c) Napisz procedure inc : int 1list — int list, ktora dla danej listy bedacej repre-
zentacja liczby x, wyznaczy reprezentacje liczby = + 1.

(d) Napisz procedure inv : int list — int list, ktora dla danej reprezentacji liczby

catkowitej x w systemie —2-ym obliczy reprezentacje liczby —x. Na przykiad:
przeciwna [1,0,0,1,1] = [1,1,0,1].

(e) Napisz procedure sum : int list — int list — int list, ktoéra dla danych
dwobch reprezentacji liczb catkowitych w systemie —2-ym obliczy reprezentacje ich
sumy. Na przyktad: dodawanie [1;0;1;0;0;1;1] [1;0;1] = [0;1;1;1;1;1;1].

27. Wielomian postaci ag - 2° + a; - ' + --- + a, - 2" reprezentujemy w postaci listy
[ap; a1;...;a,). Napisz procedure mnoz : float list — float list — float list
mnozaca wielomiany.

Uwaga: Pusta lista reprezentuje zerowy wielomian.
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28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

Zdefiniuj typ reprezentujacy drzewa o wierzchotkach dowolnego (skoriczonego) stopnia.
Zdefiniuj gar$¢ procedur operujacych na takich drzewach (np. glebokosé, liczbe elemen-
tow, lista elementow w porzadku prefiksowym /postfiksowym).

Dana jest deklaracja typu drzew binarnych:

type a tree =
Node of « tree * o * « tree |
Null;;

Drzewo nazywamy ultralewicowym jesli gtebokosci kolejnych pustych poddrzew (Null),
od lewej do prawej, tworza ciag nierosnacy. Napisz procedure ultraleft : o tree —
bool, ktéra sprawdza czy dane drzewo jest ultralewicowe.

[IT OI, zadanie Obchodzenie drzewa skokami| Jak obej$¢ wszystkie wierzchotki drzewa
(ogodlnego) tak, aby odlegtosé¢ miedzy kolejnymi wierzchotkami nie przekraczata 3.

Rozwazmy drzewo binarne, w ktoérego wierzchotkach pamietane sa rézne dodatnie liczby
catkowite. Dane sg dwie listy: wyniki obejscia drzewa w porzadku infiksowym i prefik-
sowym. Napisz procedure, ktéra odtwarza drzewo na podstawie takich dwoch list.

Napisz procedure, ktora dla dowolnego drzewa binarnego poprawia je tak, ze spetnia ono
stabsza wersje warunku BST: dla dowolnego wezta, lewy syn nie jest wickszy, a prawy
nie jest mniejszy, niz wezet.

Napisz funkcje potnij, ktéra dla danego predykatu p typu o — bool, oraz drzewa
binarnego t typu a tree, zwrdci nastepujacy wynik. Wybierzmy wszystkie wezty drzewa
t zawierajace wartosci, ktére spelniaja predykat p i usuimy z drzewa krawedzie taczace
te wezly z ich rodzicami (w przypadku korzenia, nie usuwamy zadnej krawedzi). W
rezultacie drzewo t moze si¢ rozpas¢ na pewna liczbe mniejszych drzew. potnij p t
powinno zwrécié liste tych drzew (w dowolnej kolejnosci).

Napisz procedure, ktora przeksztalca dane drzewo binarne w wywazone drzewo binarne,
zachowujac kolejno$é elementéw w porzadku infiksowym.

Napisz procedure rozciecie, ktora znajduje taka krawedz w danym drzewie binarnym,
ze po jej usunieciu drzewo rozpada sie na dwa drzewa o minimalnej réznicy liczb wezléow.
(Wynikiem procedury powinien by¢ dolny koniec szukanej krawedzi.)

[PCh| Dana jest deklaracja typu drzew binarnych:

type tree = Node of tree * int * tree | Null;;

Napisz procedure naprzemienne : tree — bool, ktéra sprawdza, czy wartosci wyste-
pujace na kazdej Sciezce od korzenia do liSci maja naprzemienne znaki. Przyjmujemy
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37.

38.

39.

przy tym, ze zero jest réwnoczesnie dodatnie i ujemne, tzn. po zerze moze nastepowaé
dowolna liczba. Na przyklad, nastepujace liczby maja naprzemienne znaki: 2, -1, 3, 0,
-2,0,0, 7,0, 4.

[PCh| Dana jest deklaracja typu drzew binarnych:

type tree = Node of tree * int * tree | Null;;

Napisz procedure symetryczne : tree — bool, ktéra sprawdza, czy drzewo jest syme-
tryczne (ze wzgledu na odbicie lewo-prawo).

Dana jest deklaracja typu reprezentujacego wyrazenia logiczne:

type expr =
And of expr * expr |
Or of expr * expr |
Not of expr |
Value of bool;;

Warianty And, Or i Not reprezentuja odpowiednie operacje logiczne, natomiast wariant
Value reprezentuje wartosé¢ logiczna true lub false.

Napisz funkcje warto§ciowania : expr — int, ktéra dla danego wyrazenia policzy na
ile r6znych sposob6w mozna przypisaé¢ wszystkim wariantom Value wartosci logiczne,
tak aby wartosé calego wyrazenia wyliczata sie do true.

Przyktad: wartoSciowania Or(Value true, Value false) = 3, gdyz wyrazenie wyli-

czy sie do true, w trzech przypadkach: Or (Value true, Value true), Or(Value true,
Value false), Or(Value false, Value true).

Dana jest deklaracja typu drzew binarnych:
type ’a tree = Node of ’a * ’a tree * ’a tree | Null;;

Skosoko$é drzewa jest zdefiniowana w nastepujacy sposob:

o skosoko$¢ Null wynosi 0,

e skosokos$¢ Node(x, t1,t2) jest rowna max(2-s1,2-s9+ 1), gdzie s1 1 s2 to skosokosci,
odpowiednio, t1 i ts.

Dla danego drzewa wolno nam w dowolnych jego weztach zamienia¢ miejscami lewe i
prawe poddrzewa. Napisz procedure skosokosc : a tree — « tree, ktora przeksztalca
dane drzewo tak, aby zminimalizowaé jego skosokos¢. Na przyktad, dla:

t = Node(5,
Node (4, Null, Node(2, Null, Null)),
Node (6,
Node(1, Null, Null),
Node (3, Null, Null)
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41.

42.

skosokosc t = Node(5,
Node (6,
Node(1, Null, Null),
Node (3, Null, Null)

),
Node (4, Node(2, Null, Null), Null)

Skosokos¢ tak uzyskanego drzewa wynosi 6.

Dana jest deklaracja typu drzew binarnych:

type a tree = Node of o tree * a * o tree | Nil;;

Napisz procedure liscie : a tree — « list, ktora tworzy liste wartosci znajdujacych
sie w lisciach drzewa.

Dana jest deklaracja typu drzew binarnych:

type tree = Node of tree * int * tree | Null;;

Napisz procedure czapeczka : tree — tree — int, ktora obliczy na ilu poziomach,
idac od gory, dane drzewa sa identyczne, tzn. na tych poziomach drzewa maja ten sam
ksztalt, a w odpowiadajacych sobie wierzchotkach sa takie same liczby.

Dany jest typ reprezentujacy drzewa binarne:

type o tree =
Node of a tree * @ * « tree
Null;;

Zdefiniuj typ a przechadzka oraz procedury:

buduj: « tree — « przechadzka
w_lewo: « przechadzka — « przechadzka

w_prawo: « przechadzka — « przechadzka

o8



43.

44.

45.

w_gore: « przechadzka — « przechadzka

obejrzyj: « przechadzka — «

umozliwiajace ,przechadzanie” sie po drzewie i ogladanie go. Wywotanie buduj d po-
winno konstruowaé przechadzke, w ktorej znajdujemy sie w korzeniu drzewa d. Wywo-
tanie w_lewo p powinno konstruowaé¢ przechadzke powstala przez przejscie do lewego
poddrzewa. Analogicznie powinny dziataé procedury w_prawo i w_gore. Procedura
obejrzyj powinna zwrdci¢ element przechowywany w wierzchotku drzewa, w ktorym
aktualnie jestesmy.

Podczas przechadzki po drzewie mozemy przebywaé¢ jedynie w wierzchotkach Node _
Jesli nastapi proba wejécia do pustego drzewa Null lub wyjscia ,,ponad” korzen, nalezy
podnies¢ wyjatek Poza_drzewem.

Dana jest definicja typu: type tree = Node of tree * tree | Null. Odlegloscia
miedzy dwoma wierzchotkami (Node) w drzewie nazywamy minimalna liczbe krawedzi
jakie trzeba przejié z jednego wierzcholka do drugiego. Srednica drzewa nazwiemy mak-
symalng odlegtos¢ miedzy dwoma weztami (Node) w drzewie. Przyjmujemy, ze $rednica
pustego drzewa (Null) jest rowna 0.

Napisz procedure §rednica: tree -> int, ktéra oblicza érednice danego drzewa.

[PCh| Dana jest definicja typu drzew binarnych:

type « tree =
Node of « tree * a * « tree |

Null

Powiemy, ze wezel drzewa jest srodkowy, jesli ma tyle samo weztéw przodkéw, co we-
ztow potomkéw. Napisz procedure srodkowe : o tree — « list, ktora dla danego
drzewa zwroci liste wartosci znajdujacych sie w weztach érodkowych. Wartosci na liscie
wynikowej moga byé w dowolnej kolejnosci.

Dana jest deklaracja typu drzew binarnych, w ktérych weztach znajduja sie liczby cal-
kowite:

type tree = Null | Node of int * tree * tree

Przekrojem drzewa nazwiemy dowolny taki zbior jego wierzchotkow (Node), ze na kazdej
Sciezce od korzenia do liscia (Null) znajduje sie dokladnie jeden wierzchotek nalezacy
do przekroju.

Napisz procedure cut : tree — int, ktéra dla danego drzewa wyznaczy najmniej-
sza mozliwag sume liczb znajdujacych sie w wierzchotkach tworzacych przekr6j danego
drzewa.
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47.

Dana jest definicja typu drzew dowolnego stopnia:
type a tree = Node of o * « tree list;;

Napisz procedure liscie : « tree — int list, ktora dla danego drzewa liczy ile
w tym drzewie jest liSci na poszczegdlnych glebokosciach i zwraca liste liczb postaci
[90; 91; - -3 9n], gdzie g; to liczba lisci znajdujacych sie na glebokosci 4, a h to wysokosé
drzewa.

Zdefiniuj typ reprezentujacy dni tygodnia, miesiace i date. Zdefiniuj procedure obli-
czajaca na podstawie daty dzien tygodnia. Mozesz zalozyé, ze dana jest procedura
sylwester, ktéra na podstawie roku okresla jakiego dnia tygodnia byt Sylwester.
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Wytyczne dla prowadzacych éwiczenia

To duzy zestaw zadan. Nalezy na nie poswieci¢ ok. 2 zaje¢, a i tak nie wszytkie zdazy sie
zrobié¢. Narazie nie korzystamy z procedur wyzszych rzedéw, nawet gdyby na wyktadzie byta
juz o nich mowa. Pozostale zadania studenci moga rozwigzaé¢ sami powtarzajac materiat przed
kolokwium.

Ad. [10] Oczekujemy rozwiazania wykonujacego co najwyzej 2 — 1 poréwnar.

Ad. [I1] Szukamy rozwigzania o liniowej zlozonoéci czasowej. Nalezy zwrocié¢ uwage na uza-
sadnienie poprawnosci rozwiagzania. Pomaga w tym sformutowanie niezmiennika.

Uwaga: To zadanie mozna tez rozwigza¢ probabilistycznie, metoda Las Vegas: wylosuj
element i sprawdz czy to wiekszosé. Oczekiwana ztozonosé czasowa jest liniowa.

Ad. 23] Oczekujemy rozwiazania o ztozonosci czasowej ©(n?).

Ad. Oczekujemy rozwigzania o ztozonosci czasowej O(n), bez wzgledu na ksztalt drzewa.
Nalezy wiec unikaé operacji @.
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Wyktad 5. Moduly

5.1 Wprowadzenie

Kazdy duzy system powinien by¢ podzielony na mniejsze, tatwiejsze do ogarniecia sktadowe.
Jednoczednie, interakcje miedzy tymi sktadowymi powinny by¢ ograniczone do niezbednego
minimum. Stosujac taka strukturalizacje jesteSmy w stanie ogarnacé, jesli nie caly system, to
jedna sktadowsa na raz, wraz ze wszystkimi elementami majacymi wplyw na nia. W przypadku
programéw, takie sktadowe to moduty.

Kazdy modutl ma $cisle okreslony interfejs — zestaw pojeé programistycznych, ktore reali-
zuje. Jedne moduly moga korzysta¢ z poje¢ zaimplementowanych przez inne. Modut mozna
okregli¢ jako fragment systemu polegajacy na wykonaniu wyodrebnionego zadania programi-
stycznego. Zwykle sformutowaniu zadania programistycznego towarzyszy (mniej lub bardziej
formalna) specyfikacja wtasnosci, ktore powinny posiadaé¢ pojecia programistyczne implemen-
towane przez modut.

Takie zasady konstrukcji moduléw pozwalaja (po podzieleniu systemu na moduly) na
niezalezne ich opracowywanie. Podobnie, moduly mozna tez niezaleznie kompilowaé¢. Na
poziomie jezyka programowania, wszystkie informacje konieczne do skompilowania modutu sa
zawarte w interfejsach wykorzystywanych przez niego modutéw.

W Ocamlu mozemy osobno definiowaé¢ interfejsy i implementacje modutéw. Interfejsy
modutéw nazywamy sygnaturams natomiast ich implementacje strukturami.

Dodatkowo istnieje pojecie modutéw sparametryzowanych — funktordw. Sa to moduty,
ktore majg okreslony interfejs, a takze korzystaja z modutéow o okreslonych interfejsach, ale
nie sprecyzowanej implementacji. Dopiero po podaniu implementacji uzyskujemy wynikowy
modul. Funktory mozna traktowaé jak konstrukcje przeksztalcajace moduty w moduty. Zaj-
miemy si¢ nimi w wyktadzie [12]

5.2 Proste struktury

Definiujac strukture zbieramy razem definicje pojeé, ktore ta struktura ma udostepniaé, ota-

czamy je stowami struct ... end i nadajemy modulowi nazwe.
(definicja) ::= module (Identyfikator) = (struktura)
(struktura) ::= struct { (definicja) }* end
Tak zdefiniowana struktura udostepnia wszystkie pojecia zdefiniowane wewnatrz — ma

najszerszy z mozliwych interfejséw. Do pojeé¢ zdefiniowanych wewnatrz struktury mozemy
dostaé sie stosujac nazwy kwalifikowane postaci:

(identyfikator) ::= (Identyfikator) . (identyfikator)

Mozemy tez ,otworzy¢” strukture, tzn. wyluskaé¢ z niej wszystkie udostepniane przez nia
pojecia tak, aby byly dostepne bez kwalifikowania nazwa modutu.

(jednostka kompilacji) := open (Identyfikator)
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Przyklad: Proste przyktady modutéow:

module Modulik
struct
type typik = int list
let lista = [2; 3; 7]
let prod 1 = fold_left ( * ) 11
end;;

Modulik.prod Modulik.lista;;
open Modulik;;
prod lista;;

module Pusty =
struct
end;;

Przyktad: Moduly moga zawiera¢ wewnatrz moduty:

module M =
struct
module A =
struct
let a = 27
end
module B =
struct
let b = 15
end
end;;

M.A.a + M.B.b;;

Struktury mozna rozszerza¢. Definiujac jedna strukture mozna ,wciggnaé¢” do niej zawar-
tos¢ innej struktury.

(definicja) ::= include (Identyfikator) | ...

Przyktad:

module Mod =
struct
include Modulik
let n = List.length lista
end;;
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5.3 Sygnatury

Sygnatura, to interfejs modutu — okresla, ktore elementy struktury maja byé¢ dostepne na
zewnatrz. Wszystko czego nie wida¢ w sygnaturze jest ukryte. Sygnatura moze zawieraé
deklaracje:

e wartodci, z podaniem typu wartosci,

e typu wraz z jego definicja,

typu abstrakcyjnego (bez podania definicji),

e sygnatury lokalnej

o wyjatkow.
(definicja) := module type (Identyfikator) = (sygnatura)
(sygnatura) == sig {(deklaracja)}* end
(deklaracja) ::= type { (parametr typowy) }* (identyfikator)[= (typ)] |

val (identyfikator) : (typ) |
module type (Identyfikator) = (sygnatura) |
exception (wariant) |

Przyktad: Taka sobie sygnatura:

module type S =

sig

type abstrakcyjny
type konkretny = int * float

val

X : abstrakcyjny * konkretny

module type Pusty = sig end
exception Wyjatek of abstrakcyjny

end;;

Przyklad: Sygnatura kolejek FIFO:

module type FIFO =

sig

exception EmptyQueue
type ’a queue

val
val
val
val
end;;

empty : ’a queue

insert : ’a queue ->’a ->’a queue
front : ’a queue ->’a

remove : ’a queue ->’a queue
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Sygnatury mozna rozszerzaé¢. Definiujac jedna sygnature mozna ,wciagnac” do niej zawar-
to$¢ innej sygnatury.

(deklaracja) ::= include (Identyfikator) | ...

Przyktad: Sygnatura kolejek dwustronnych:

module type QUEUE =

sig
include FIFO
val back : ’a queue ->’a
val insert_front : ’a queue ->’a ->’a queue
val remove_back : ’a queue ->’a queue
end;;

Sygnatury mozna ukonkretnia¢. Na przyktad, jezeli sygnatura zawiera typ abstrakcyjny,
to mozna go ukonkretni¢. Mozna podaé jaka ma by¢ jego implementacja.

(sygnatura) ::= (sygnatura) with type { (parametr typowy) }* (identyfikator) = (typ) | ...

Przyktad:

module type LIST = FIFO with type ’a queue = ’a list;;

5.4 Laczenie struktur i sygnatur

Podajac jawnie sygnature dla struktury ograniczamy wglad do srodka struktury. Mozna to
zrobi¢ na kilka sposobow: tre$é sygnatury i struktury mozna podaé explicite lub odwotaé sie
do zdefiniowanej sygnatury /struktury.

(definicja) ::= module (Identyfikator)| : (sygnatura)|= (struktura)
(struktura) ::= (struktura) : (sygnatura)

(struktura) ::= (Identyfikator)

(sygnatura) ::= (Identyfikator)
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Przykltad: Roézne sposoby definiowania modutu FIFO:

module Fifo_implementation =

struct
exception EmptyQueue
type ’a queue = ’a list

let empty = []
let insert q x = q @ [x]
let front q =

match q with
[1 ->raise EmptyQueue |
h::_ ->h

let remove q =

match q with
[1 ->raise EmptyQueue
_iit >t

end;;

module Fifo : FIFO = Fifo_implementation;;
module Fifo = (Fifo_implementation : FIFO);;

module Fifo : sig ... end = struct ... end;;

5.5

Jak wyodrebniaé moduty?

Jakimi zasadami kierowac¢ sie dzielac program na moduty? Kazdy program mozna podzieli¢ na
moduty: pierwsze 100 linii, drugie 100 linii, itd. Oczywiscie nie kazdy podzial jest wiasciwy.
Dzielac program na moduly powinni$my kierowaé sie nastepujacymi zasadami:

Modut ma charakter czarnej skrzynki (ang. black-box approach). Na zewnatrz modutu
widoczne sg wytacznie te pojecia programistyczne, ktére tworza interfejs.

Natomiast sposob ich implementacji, jak i ew. pojecia pomocnicze sa ukryte wewnatrz
modulu (ang. information hiding).

Specyfikacja moduhu nie powinna odwolywacé sie do sposobu implementacji modutu, a je-
dynie do takich wtasciwosci modutu, ktére moze zaobserwowaé uzytkownik modutu. Co
wiecej, uzytkownik nie tylko nie ma mozliwosci, ale i nie powinien (w swym programie)
wnika¢ w sposob implementacji modutu (ang. separation of concerns).

Powiazania miedzy modutami byty jak najmniejsze, aby jak najmniej szczegdtéw budowy
jednego modutu miato wptyw na budowe innego modutu.

Jeden modul powinien koncentrowaé sie na jednej decyzji projektowej, tzw. ,sekrecie”
modutu. Nie nalezy taczy¢ nie zwigzanych ze soba sekretéw w jednym module. Dobrym
kandydatem na sekret modutu jest sposob realizacji struktury danych (wraz z operacjami
na niej).

66



Rozwazajac kilka mozliwych podziatéw na modulty mozemy poréwnac je stosujac nastepu-
jacy eksperyment myslowy. Przygotowujemy liste potencjalnych zmian w programie. Lista ta
nie moze by¢ wydumana, ani nie moze to by¢ lista zmian, ktére tatwo wprowadzi¢ do programu,
ale lista realnych zmian, ktére moga wynikaé z potrzeb uzytkownika programu. Dla kazdej
z tych zmian i kazdego z podzialéw na moduly badamy ile modutéw nalezy zmodyfikowaé w
celu wprowadzenia danej zmiany. Im wiecej modutéw, tym gorzej.

5.6 Moduly zorientowane wokét danych

Zastan6éwmy sie, jak tworzy¢ moduly, ktorych sekretem jest sposob realizacji pewnej struktury
danych. Musimy podjaé¢ kilka decyzji projektowych:

e jaki interfejs powienien by¢ udostepniony uzytkownikowi,
e jaki jest zbior wartosci, ktére chcemy reprezentowaé, tzw. wartosci abstrakcyjnych,

e jaka struktura danych bedzie odpowiednia do reprezentowania wartosci abstrakcyjnych,
tzw. wartosci konkretne, (tj. jaki bedzie typ danych i ktore z wartosci tego typu beda
poprawnymi reprezentacjami wartosci abstrakcyjnych, tzw. niezmiennik struktury da-
nych),

e majac danag warto$¢ konkretna, jaka jest odpowiadajaca jej warto$¢ abstrakcyjna, tzw.
funkcja abstrakcji,

R‘[OS'C '

Ny
STRAKCY
,"6 MJ'Ve
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Wszystkie one okreslaja sposéb implementacji struktury danych. Odpowiednio dobrany
interfejs tworzy pewna abstrakcje danych w ktorej jej funkcjonalnosé jest oddzielona od imple-
mentacji. Powyzej tej bariery postugujemy sie warto$ciami abstrakcyjnymi, a ponizej warto-
Sciama konkretnymi. Wartosci abstrakcyjne, to takie, jakie widzi uzytkownik typu, a konkretne
to sposob ich implementacji.

wartosé operacja wartosé
abstrakcyjna abstrakcyjna
przed po
funkcja bariera funkcja
abstrakcji abstrakcji abstrakcji
wartosc operacja wartosé
konkretna konkretna

przed po

Operacje tworzace interfejs mozemy podzieli¢ na trzy kategorie:
e konstruktory — tworza ztozone wartosci z prostszych,
o selektory — wytuskuja elementy lub badaja cechy zlozonych wartosci,

e modyfikatory — przeksztalcaja ztozone wartosci.

Odpowiednio dobrane konstruktory i selektory moga tworzy¢ dodatkows abstrakcje, za po-
moca ktorej sa zaimplementowane modyfikatory. Woéwczas implementacja modyfikatorow
korzysta wylacznie z wartosci abstrakcyjnych i jest niezalezna od implementacji struktury
danych. Zawsze, im mniejsze fragmenty kodu sg wrazliwe na potencjalne zmiany tym lepie;j.

W ten sposob ustalone interfejsy i abstrakcje tworza bariery oddzielajace rézne poziomy
abstrakcji.

programy korzystajace ze ztozonej struktury danych
modyfikatory

implementacja modyfikatorow
konstruktory i selektory

implementacja struktury danych
prostsze typy i operacje na nich

realizacja typow w jezyku programowania i
wykorzystywane struktury danych
5.7 Przyklad: Pakiet liczb wymiernych
5.7.1 Abstrakcja danych
Sprobujmy zaimplementowaé zgodnie z opisanym podejéciem pakiet arytmetyki liczb wymier-

nych. Do zaimplementowania samej struktury danych potrzebujemy jednego konstruktora i
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dwoch selektorow:

module type ULAMKI =
sig
type t (* typ abstrakcyjny reprezentujacy utamki *)

val ulamek : int ->int ->t
(* konstruktor,ulamek [ m tworzy utamek % przy zatozeniu,ze m # 0 *)

val licznik : t ->int
(* selektor,zwraca licznik ulamka *)

val mianownik : t ->int
(x selektor,zwraca mianownik ulamka *)
end;;

Wymagamy przy tym, aby zachodzito:

licznik (ulamek 1 m) l

mianownik (ulamek 1 m) - m

V1,meN,m=£0

Dowolna implementacja spelniajaca te warunki bedzie nas satysfakcjonowaé. Uzytkownik pa-
kietu moze polegaé¢ na specyfikacyi, ale nie moze nic zaktadaé o jej implementacji. Stosujemy
zasade poboznych zyczen i odkladamy implementacje tych trzech operacji na pdzniej. Zakta-
damy tylko, ze znajduje si¢ ona w module o nazwie Ulamki.

module Ulamki : ULAMKI = struct

end

5.7.2 Operacje arytmetyczne i ro6wno$é

Oprocz struktury danych musimy zaimplementowaé operacje arytmetyczne (modyfikatory) i
réwnosc.

module type RAT =
sig
include ULAMKI

val rowne : t ->t ->bool (* pordwnanie *)

val plus : t ->t ->t (* suma *)

val minus : t ->t ->t (* réznica *)

val razy : t ->t ->t (* iloczyn *)

val podziel : t ->t ->t (* iloraz *)
end;;
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Mozemy je zaimplementowaé zgodnie z nastepujacymi tozsamosciami:

l71+l72:l1m2+12m1

mi ma mimso

I lo limg — lomy

mi ma mimsg
Lo lila

mip M2 mima2

li/my  limg

= dla |
la/mg  lomy a b0

l l
71:724:;)[1.7772:[2.7%1 dla ml#Olmg#O
mi my

module Rat : RAT = struct
include Ulamki

let plus x y =
ulamek
(licznik x * mianownik y + licznik y * mianownik x)
(mianownik x * mianownik y);;

let minus x y =
ulamek
(licznik x * mianownik y - licznik y * mianownik x)
(mianownik x * mianownik y);;

let razy x y =
ulamek
(licznik x * licznik y)
(mianownik x * mianownik y)

let podziel x y =
ulamek
(licznik x * mianownik y)

(mianownik x * licznik y)

let rowne x y =
licznik x * mianownik y = licznik y * mianownik x

end;;

Dzieki zastosowaniu podwdjnej bariery abstrakcji, implementacja modyfikatoréw i réwnosci
nie zalezy od sposobu implementacji struktury danych.
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5.7.3 Reprezentacja liczb wymiernych

Chcemy teraz okresli¢ reprezentacje liczb wymiernych. W tym celu musimy okresli¢:

e okresli¢ niezmiennik struktury danych, czyli zbiér wartosci konkretnych reprezen-
tujacych liczby wymierne,

e okresli¢ funkcje abstrakcji, ktora kazdej konkretnej wartosci przyporzadkowuje repre-
zentowana przez nig warto$é¢ abstrakcyjna,

e wyspecyfikowaé¢ i zaimplementowaé procedury okreslajace reprezentacje struktury da-
nych (ulamek, licznik, mianownik).

Najprostsza reprezentacja polega na pamietaniu pary: (licznik, mianownik). Wartosci
konkretne to wszystkie takie pary (I,m), w ktérych m # 0. Funkcja abstrakcji parze (I,m)
przyporzadkowuje utamek % Operacje ulamek, mianownik i licznik muszg spelniaé specy-
fikacje analogiczne do tych wyrazonych za pomoca wartosci abstrakcyjnych. Mozna je wiec
zdefiniowaé tak:

module Ulamki : ULAMKI = struct
type t = int * int
let ulamek 1 m = (1,m)
let licznik (1, ) =1
let mianownik (_,m) = m
end;;

5.7.4 Zmiana reprezentacji liczb wymiernych

Przypus$émy, ze chcemy zmieni¢ reprezentacje na taka, w ktorej pamietamy pare (licznik, mia-
nownik), ale utamka w postaci skroconej. Tak wiec, nasz zbiér wartosci konkretnych obejmuje
takie pary (I,m), w ktorych m # 0 oraz | i m sa wzglednie pierwsze. Funkcja abstrakcji
pozostaje bez zmian. Konstruktor ulamek musi dodatkowo skraca¢ utamki. Operacje ulamek,
mianownik i 1icznik mozna zdefiniowaé tak:

module Ulamki : ULAMKI = struct
type t = int * int
let ulamek 1 m =
let r =nwd 1 m
in (0 / v),(m / 1))
let licznik (1, ) =1
let mianownik (_,m) =
end;;

m

Te reprezentacje mozna dalej ulepsza¢ biorac pod uwage znaki licznika i mianownika.

5.8 Podsumowanie wprowadzonych zasad

e Najpierw celuj, potem strzelaj — najpierw okreslamy specyfikacje, a potem do niej
dorabiamy implementacje, a nie odwrotnie,
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e Technika poboznych zyczenn — rozwiazujac problem top-down dzielimy go na pod-
problemy, zaktadamy chwilowo, ze podproblemy sa rozwigzane i rozwiazujemy gtoéwny
problem, potem przystepujemy do rozwiazania podproblemoéw,

e Dekompozycja i abstrakcja — problem powinni$my dzieli¢ na podproblemy zgodnie
z jego natura, wyodrebniajac jak najbardziej uniwersalne podproblemy;,

e Zasady tworzenia moduléw — omoéwione w niniejszym wykladzie.

5.9 Deser

THE #1 PROGRAMMER EXCUSE
FOR LEGITIMATELY SLACKING OFF:

“MY CODE'S COMPILING.”

HEY! GETBACK ™
TOWORK!

http://xkcd.com/303/
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Cwiczenia

1. [D.L.Parnas, On the Criteria To Be Used in Decomposing Systems into Modules, CACM
12 (15), 1972] Rozwazmy nastepujacy problem. Nalezy napisa¢ program, ktory:

wezyta plik tekstowy,
dany plik sktada sie z wierszy, a kazdy wiersz ze stéw oddzielonych bialymi znakami,

rozwazamy rotacje cykliczne wierszy, powstale przez przestawienie pewnej liczby
stow z poczatku wiersza na koniec,

program ma wypisaé wszystkie mozliwe rotacje cykliczne wierszy z wejscia, bez
powtoérzen, w porzadku leksykograficznym, oddzielajac slowa w wierszach poje-
dynczymi odstepami.

Podaj jak by$ podzielit program na moduty. Wymys$l zestaw realistycznych modyfikacji,
jakie nalezy wprowadzié¢ (a jeszcze lepiej popros o to kolege) i sprawdz, jak sprawuje sie
wymyslony przez Ciebie podziatl na moduty.

2. Zdefiniuj sygnatury/struktury odpowiadajace podanym ponizej pojeciom. Staraj sie
wykorzysta¢ zdefiniowane wczesniej pojecia.

(a)
(b)

Sygnature polgrupy (typ elementow i operacja taczna).
Sygnature monoidu (potgrupa z elementem neutralnym). Monoid:
e liczb catkowitych z dodawaniem,
e funkcji (na liczbach catkowitych) z operacja skladania,
e list z operacja sklejania,
e macierzy 2 X 2 z operacja mnozenia.
Sygnatura grupy (monoid z elementami odwrotnymi).
Sygnatura pierscienia (dodawanie, mnozenie, jedynka, zero, elementy przeciwne).
Pierscien liczb catkowitych.
Sygnatura ciala (pierscien z elementami odwrotnymi).
Cialo liczb rzeczywistych.

Sygnatura relacji binarnej na elementach tego samego zbioru (np. relacja réwno-
waznosci, porzadek). Przyktadowe relacje.

Sygnatura porzadku z operacjami kresu gérnego i dolnego.

Porzadek liniowy na liczbach catkowitych z operacjami max i min.
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Wytyczne dla prowadzacych éwiczenia

Ad. [1l W zadaniu o podziale programu na moduty nalezy tak pokierowaé¢ dyskusja, aby:

e uzyskaé przynajmniej dwa istotnie rézne podzialy na modutly, jeden zorganizowany
wokot kolejnych faz przetwarzania lub algorytméw, a drugi wokot struktur danych,

e wérod potencjalnych zmian uwzglednicé:

nie bedziemy odrézniaé¢ wielkich i malych liter,

zmiane pojecia znakéw (np. przejscie na unicode) przy zachowaniu specyficz-
nego porzadku leksykograficznego,

zmiane sposobu podzialu wiersza na stowa lub pliku na wiersze (kodowanie
znakow konca wiersza),

zamiast rotacji cyklicznych bedziemy chcieli przetwarzaé¢ inne pochodne ciagi
znakoéw, np. prefiksy lub sufiksy,

zamiast standardowego wej$cia/wyjscia, program ma przetwarza¢ dane z/do
pliku.
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Wyktad 6. Procedury wyzszych rzedéw jako abstrakcje kon-
strukcji programistycznych

W tym wykladzie zajmiemy sie "procedurami wyzszych rzedéw”, tzn. procedurami przetwa-
rzajacymi procedury. Przedstawimy na przyktadach, w jaki sposob mozna uzywaé procedur,
ktorych argumentami i/lub wynikiem sg procedury jako abstrakcja powtarzajacych sie sche-
matoéw postepowania.

Wezesniej zaznaczyliSmy, ze procedury sg w funkcyjnych jezykach programowania oby-
watelami pierwszej kategorii, czyli sa réwnie dobrymi wartosciami jak wszystkie inne. W
szczegblnosci procedury moga by¢ argumentami procedur lub ich wynikami. Argumenty pro-
ceduralne wystepuja rowniez w imperatywnych jezykach programowania (np. w standardzie
Pascala). Natomiast to, ze procedury moga by¢ wynikami procedur, jest czyms charaktery-
stycznym dla jezykow funkcyjnychﬂ

6.1 Typy proceduralne i polimorfizm

Przyjrzyjmy sie kilku prostym przyktadom procedur wyzszych rzedow.
let p £ = function x ->f x + £ (2 * x);;

val p : (int ->int) ->int ->int = <fun>

Argumentem procedury p jest procedura f, natomiast jej wynikiem jest procedura bedaca
wartoscia A-abstrakcji. Zwréémy uwage na typ procedury p. Mozemy go przeczytaé jako
(int -> int) -> (int -> int). Zaréwno argument f, jak i wynik p sg procedurami typu
int -> int.

let twice f = function x ->f (f x);;
val twice : (’a ->’a) ->’a ->’a = <fun>

twice (function x ->x * (x+1)) 2;;

- : int = 42
twice (function s ->"mocium panie," ~ s) "me wezwanie';;
- : string = "mocium panie,mocium panie,me wezwanie"

Argumentem procedury twice jest procedura f, natomiast jej wynikiem jest zlozenie f z
sama soba. Zwrdéémy uwage na typ procedury twice. Typ tej procedury czytamy jako: (’a
-> ’a) -> (Pa -> ’a). Kompilator jest w stanie wywnioskowaé, ze f jest procedura i ze typ
jej argumentu musi by¢ taki sam, jak typ jej wyniku (inaczej nie mozna by jej zlozy¢ samej
ze sobg). Natomiast nie wie jaki to jest typ. Tak naprawde, moze to byé¢ dowolny typ.
Mamy tu do czynienia z polimorfizmem — ta sama procedura moze by¢ wielu typow.
Oznaczenie ’a jest tzw. zmienng typowq. Jesli w typie wystepuja zmienne typowe, to taki
typ jest schematem opisujacym wiele typéw. Do takiego typu-schematu pasuje kazdy taki
typ, ktory mozemy z niego uzyskaé, podstawiajac (rownoczesnie) za zmienne typowe dowolne
typy. Przy tym za rézne zmienne typowe mozemy podstawiaé roézne typy, ale za wszystkie

2To, ze w jezykach imperatywnych procedury moga byé przekazywane jako argumenty, a nie moga by¢
wynikami, wynika ze sposobu kompilacji programéw imperatywnych.
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wystapienia tej samej zmiennej typowej musimy podstawiaé¢ te same typy. Na przyktad,
podstawiajac za ’a typ int, uzyskujemy z typu (’a -> ’a) -> (’a -> ’a) typ (int ->
int) -> (int -> int). Natomiast podstawiajac za ’a typ ’a -> ’a, uzyskujemy typ ((’a
->%a) -> (Pa -> ’a)) -> (Ca -> ’a) -> (a -> ’a)).

Uwaga: Mechanizm podstawiania typéw za zmienne typowe jest doktadnie taki sam, jak
podstawianie termdw, za zmienne w termach.

Przyklad: Spdéjrzmy na nastepujace zastosowanie twice:
let czterokrotnie f = twice twice f;;
val czterokrotnie : (’a ->’a) ->’a ->’a = <fun>
Procedura czterokrotnie dziala w nastepujacy sposob:
czterokrotnie f = (twice twice) f = twice (twice f) = twice f% = f*

Zwroémy uwage, ze dwa wystgpienia twice w definicji czterokrotnie maja rézne typy. Dru-
gie wystapienie operuje na procedurze f, a wiec jest typu (’a -> ’a) -> ’a -> ’a. Nato-
miast pierwsze wystapienie twice przetwarza drugie, a wiec jest typu ((’a -> ’a) -> ’a ->
’a) -> (’a -> ’a) -> ’a -> ’a. Jest to mozliwe dzieki polimorficznosci procedury twice.

Sktadanie procedur mozemy zdefiniowaé nastepujaco:
let compose f g = function x ->f (g x);;
val compose : (’a ->’b) ->(’c ->’a) ->’c ->’b = <fun>

Zwr6éémy uwage, ze mamy tu az trzy zmienne typowe. Mamy tu nastepujace zaleznosci miedzy
typami sktadowych:

e wynik g i argument £ musza by¢ tego samego typu,

e argument g i argument wyniku sa tego samego typu,

e wynik f i wynik wyniku compose sa tego samego typu.
Procedure twice mozemy teraz zdefiniowaé¢ w nastepujacy sposob:
let twice f = compose f f;;
val twice : (’a ->’a) ->’a ->’a = <fun>
Mozemy tez zdefiniowa¢ wielokrotne sktadanie funkcji samej ze soba:
let id x = x;;
val id : ’a ->’a = <fun>
let rec iterate n f =

if n = O then id else compose (iterate (n-1) f) f;;
val iterate : int ->(’a ->’a) ->’a ->’a = <fun>
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6.2 Czy istnieja procedury wieloargumentowe?

Typy proceduralne sg postaci argument -> wynik. Poniewaz zaréwno argument, jak i wynik
moze by¢ typu proceduralnego, wiec typ moze zawieraé¢ wiecej ,strzalek”. Zastandéwmy sie nad
typem procedur wieloargumentowych. Rozwazmy nastepujace dwie definicje:

let plus (x,y) = x + 3}
val plus : int * int ->int = <fun>

let plus x y = x + y;;
val plus : int ->int ->int = <fun>

Pierwsza procedura ma jeden argument, ktory jest para liczb catkowitych. Druga procedura
ma dwa argumenty bedace liczbami catkowitymi. Jej typ mozna jednak zinterpretowaé tak:
int -> (int -> int). Mozna ja wiec traktowaé jak procedure jednoargumentows, ktorej
wynikiem jest procedura jednoargumentowa, ktérej wynikiem jest suma. Inaczej mowiac,
procedura ta bierze argumenty na raty. Przedstawiona powyzej definicja jest réwnowazna
nastepujacej, lepiej oddajacej mozliwosé brania argumentéw po jednym:

let plus = function x ->function y ->x + y;;
val plus : int ->int ->int = <fun>

Mozna wiec powiedzie¢, ze istnieja wylacznie procedury jednoargumentowe, a procedury wie-
loargumentowe sa tak naprawde procedurami wyzszego rzedu. Taki sposéb patrzenia na pro-
cedury wieloargumentowe moze by¢ wygodny. Jesli kolejno$¢ argumentéw jest odpowiednio
dobrana, to mozemy czasem podawaé tylko cze$¢ z nich, otrzymujac w wyniku potrzebna
procedure.

let plus x y = x + y;;
val plus : int ->int ->int = <fun>

let inc x = plus 1 x;;
val inc : int ->int = <fun>

let inc = plus 1;;
val inc : int ->int = <fun>

Obie przedstawione formy przekazywania argumentéw sa sobie rownowazne. Dowodem na to
sg ponizsze dwie procedury przeksztalcajace jedna posta¢ w druga i odwrotnie. Jakiego typu
sa te procedury?

let curry f = function x ->function y ->f (x,y);;
let uncurry f = function (x,y) ->f x y;;

Standardowa postacia podawania argumentéw procedury jest ,curry”. Tak wiec przedstawione
przyktady mozna zdefiniowaé i tak:

7



let twice £ x = £ (f x);;
val twice : (’a ->’a) ->’a ->’a = <fun>

let compose f g x = £ (g x);;
val compose : (’a ->’b) ->(’c ->’a) ->’c ->’b = <fun>

let curry f x y = £ (x,y);;
val curry : (Pa * ’b ->’c) ->’a ->’b ->’c = <fun>

let uncurry f (x,y) = f x y;;
val uncurry : (’a ->°’b ->’c) ->’a * ’b ->’c = <fun>

6.3 Sumy czeSciowe szeregéow

Powiedzmy, ze interesuje nas przyblizanie szeregéw przez obliczanie ich sum czesciowych. Mo-
zemy zdefiniowaé procedure obliczajgca sume czeSciowa, dowolnego szeregu. Jej parametrem
jest procedura zwracajaca okreslony element szeregu.

let szereg f n =
let rec sum a n =
if n = 0 then a else sum (a +. £ n) (n - 1)
in
sum 0.0 nj;;
val szereg : (int ->float) ->int ->float = <fun>

Powiedzmy, ze chcemy przyblizaé¢ szereg » .2, m =g Zeby moc liczyé sumy cze-

Sciowe tego szeregu wystarczy, ze opiszemy jego elementy.

let szereg_pi_8 n =
szereg
(function i ->1. /. ((4. *. float i -. 3.) *. (4. *. float 1 -. 1.)))
n;;
val szereg_pi_8 : int ->float = <fun>

let pi = 8. *. szereg_pi_8 1000;;
val pi : float = 3.14109265362103818

Procedura szereg moze stuzyé¢ do obliczania sum czesciowych dowolnych szeregow. Zeby
jednak dokonaé takiej abstrakcji, musi ona mie¢ parametr proceduralny.

Przypomnienie hasta ,abstrakcja proceduralna” — tutaj abstrahujemy nie procedury po-
mocnicze, ale wspolny schemat ,procedury gtéwnej”, ktora operuje na réznych procedurach
lokalnych.

6.4 Rozniczkowanie funkcji

Zdefiniujmy najpierw rézniczke:

let rozniczka f x dx = (f (x +. dx) -. f x) /. dx;;
val rozniczka : (float ->float) ->float ->float ->float = <fun>
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Woéwcezas pochodna mozemy przyblizy¢ nastepujaco:

let pochodna f x = rozniczka f x epsilon;;
val pochodna : (float ->float) ->float ->float = <fun>

Zwr6¢émy uwage, ze pochodna jest procedura jednoargumentowa i wynikiem (pochodna f)
jest funkcja bedaca pochodna f. Czyli na procedure pochodna mozemy patrze¢ albo jak
na procedure dwuargumentowa, ktorej wynikiem jest przyblizenie pochodnej danej funkcji
w punkcie, albo jak na procedure jednoargumentows, ktorej wynikiem jest funkcja bedaca
pochodng danej funkcji.

pochodna (function x ->x) 42.69;;
- : float = 1.000000082740371

let g = pochodna (function x ->7.0 *. x *. x +. 5.0);;
val g : float ->float = <fun>

g 3.0;;
- : float = 41.9999992118391674

6.5 Szukanie zer

Przedstawimy dwie metody szukania zer funkcji:
e przez bisekcje i
e 0gblna metode Newtona (stycznych).

W przypadku metody przez bisekcje mamy dany przedzial, na koncach ktorego funkcja przyj-
muje przeciwne znaki. Badajac znak funkcji w §rodku jesteSmy w stanie zawezi¢ przedzial o
polowe.

Metoda Newtona, nazywana tez metoda stycznych, polega na iterowaniu nastepujacego
procesu: w punkcie bedacym aktualnym przyblizeniem zera funkcji rysujemy styczna do wy-
kresu funkcji; kolejnym przyblizeniem jest punkt przeciecia stycznej z osia X.

Obie metody polegaja na polepszaniu pewnego przyblizenia, az do uzyskania satysfakcjo-
nujacego wyniku.

let rec iteruj poczatek popraw czy_dobre wynik =
if czy_dobre poczatek then
wynik poczatek
else
iteruj (popraw poczatek) popraw czy_dobre wynik;;
val iteruj : ’a ->(’a ->’a) ->(’a ->bool) ->(’a ->’b) ->’b = <fun>

Jest to ogdlny schemat opisanego procesu iteracyjnego. Poréwnajmy poszczegblne sktadowe
tego procesu w przypadku obu metod:
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Parametr | Metoda Newtona Metoda przez bisekcje
poczatek | punkt w poblizu zera konce przedziatu zawierajacego zero
popraw przeciecie stycznej do wykresu funkcji | podziat przedziatu na pot
z osig X
czy_dobre | warto$¢ funkcji w punkcie jest bliska | wartos¢ funkcji na koncu przedziatu
zeru jest bliska zeru
wynik dany punkt koniec przedziatu

6.5.1 Metoda przez bisekcje

Mamy dang funkcje f oraz dwa punkty, [ i p, w ktérych funkcja f przyjmuje wartosci prze-
ciwnych znakéw. Gdzie§ pomiedzy [ i p funkcja f ma zero. Staramy sie przyblizyé¢ ten punkt.
Uproszczenie: przyjmujemy, ze f | <0 < f p, cho¢ dopuszczamy aby [ < p lub [ > p.

let bisekcja £ 1 p =
let rec szukaj 1 p = ...
in

let wartosc_1 = £ 1
and wartosc_p = f p
in
if ujemne wartosc_l && dodatnie wartosc_p then
szukaj 1 p
else

szukaj p 1;;
val bisekcja : (float ->float) ->float ->float ->float = <fun>

Wykorzystujemy procedure iteruj.

let szukaj 1 p =
let czy_dobre x = ...
and popraw x = ...
in
iteruj
1,p)
popraw
czy_dobre
fst

Pozostaly do zdefiniowania elementy procesu iteracyjnego. Pomyst polega na zbadaniu znaku
funkcji f po srodku miedzy [ i p. Zaleznie od tego znaku, zawezamy przedzial poszukiwan o
potowe.

let czy_dobre x =
abs_float (f (fst x)) <epsilon

and popraw x =
let 1 = fst x
and p = snd x
in
let srodek = average 1 p
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in
if dodatnie (f srodek) then
(1,srodek)
else
(srodek,p)

Zwr6émy uwage, ze procedura popraw jest procedura lokalna, znajdujaca sie wewnatrz pro-
cedury szukaj. Dzieki temu ma dostep do funkcji £.
Oto przyktad zastosowania szukania zer przez bisekcje do pierwiastkowania liczb:

let sqrt a =

let £ x = a -. square x

in bisekcja £ 0.0 (a +. 1.0);;
val sqrt : float ->float = <fun>

sqrt 42.0;;
- : float = 6.48074069840786

6.6 Metoda Newtona

Dla uproszczenia, zaktadamy, ze dana funkcja jest rézniczkowalna. Pomijamy kwestie wia-
snosci stopu przedstawionego algorytmu i ewentualnego dzielenia przez 0. Metoda Newtona
dziata w nastepujacy sposéb: w punkcie bedacym aktualnym przyblizeniem zera funkcji rysu-
jemy styczna do wykresu funkcji; kolejnym przyblizeniem jest punkt przeciecia stycznej z osig

X.

Zastosujmy teraz procedure iteruj do zaimplementowania metody stycznych Newtona. Za-

uwazmy, ze jezeli naszym przyblizeniem zera jest x, to styczna do wykresu funkcji przecina o$
x

X w punkcie x — ((f’ )

let id x = x;;
val id : ’a ->’a = <fun>

let newton f x =
let p = pochodna f
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in
let czy_dobre x = abs_float (f x) <epsilon
and popraw x = x -. (f x) /. (p %)
in
iteruj x popraw czy_dobre id;;
val newton : (float ->float) ->float ->float = <fun>

Zwr6émy uwage na to, ze procedura popraw-newton jest lokalna i ma dostep do funkcji £.
Pod nazwa ,metoda Newtona” znana jest tez metoda liczenia pierwiastkow kwadratowych.
Jest to szczegblny przypadek metody Newtona znajdowania zer, dla funkcji f(z) = 22 — a.
Funkcja ta ma zera w punktach ++/a. Ponadto f'(x) = 2z, czyli nasz algorytm przeksztalca
przyblizenie x w:
f(x) 2?—a 22 —2’+a 2°+a w+%

C () 2 2z 22
czyli dokltadnie tak, jak to ma miejsce w metodzie Newtona przyblizania pierwiastkow kwa-
dratowych. Zaczynajac w punkcie 1 przyblizamy /a.

let sqrt a =
let £ x = a -. square x
in newton f 1.;;
val sqrt : float ->float = <fun>

sqrt 17.64;;
- : float = 4.20000000000023643

Zauwazmy jeszcze, ze wiekszo$é zdefiniowanych w tym przykltadzie procedur to procedury
wyzszych rzedéw.

6.7 Punkty stale funkcji

Punkt staly funkcji f to taki x, ze f(x) = x. W przypadku niektorych funkcji (i okreslonych
x-6w) ciag x, f(z), f2(x), f3(x),... jest zbiezny do pewnego punktu stalego f. Jest tak np.
jezeli f jest przeksztalceniem zwezajacym.

Fakt: Jezeli f jest funkcja ciagly oraz ciag x, f(x), f2(x),... jest zbieiny, to lim; s fi(2)
jest punktem statym f.

Mozemy zaimplementowaé te metode przyblizania punktéw stalych. Zastosujemy tutaj
procedure iteruj z poprzedniego przyktadu:

let punkt_staly f x =
let blisko x = abs_float (x -. f x) <epsilon
in
iteruj x f blisko f;;
val punkt_staly : (float ->float) ->float ->float = <fun>

Przyktadowa funkcja, ktorej punkt staly mozna znalezé ta metoda jest cos(x).
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punkt_staly cos 1.0;;
0.73908. ..

Prosze to sprawdzi¢ na jakim$ nudnym wyktadzie — wystarczy ciagle stuka¢ w klawisz cos.
Obliczanie punktéw statych mogliby$my zastosowaé¢ do obliczania pierwiastkow — punkt
staly funkeji y — 7 to +y/x. Jednak obliczenie:

punkt_staly (function y -> x /. y) 1.0;;

nie jest zbiezne:

1%£=x%£=1%...
1 x

W takich przypadkach czasami pomaga technika nazywana ,wyttumieniem przez usrednienie”.
Usrednienie funkcji f, to funkcja z — W Zauwazmy, ze dla dowolnej funkcji f, ma ona
doktadnie takie same punkty stalte jak jej usrednienie. Zamiast wiec szukaé¢ punktéw statych
f, mozemy szuka¢ punktéw statych usrednienia f.

let usrednienie f =
function x ->average x (f x);;
val usrednienie : (float ->float) ->float ->float = <fun>

let sqrt x =
punkt_staly (usrednienie (function y ->x /. y)) 1.0;;
val sqrt : float ->float = <fun>

Jesli zanalizujemy dzialanie powyzszej procedury sqrt, to okaze sie, ze znowu uzyskaliSmy
metode pierwiastkowania Newtona.

6.8 Zastosowania procedur wyzszych rzedoéw

Procedury wyzszych rzedéw to jeden z tych elementow jezyka, ktory jest czysto funkcyjny. W
jezykach imperatywnych procedury moga byé parametrami procedur, lecz nie wynikami. W
przypadku jezykéw funkcyjnych mamy petna swobode. Procedury maja tu te same prawa, co
inne wartosci.

Zastosowania procedur wyzszych rzedéw mozna podzieli¢ na cztery grupy:

e Pewne pojecia matematyczne, zwlaszcza te dotyczace funkceji, w naturalny sposéb prze-
ktadaja sie na procedury wyzszych rzedéw, np.: sumy czesciowe szeregdw, sktadanie
funkcji, rézniczkowanie funkcji itp.

e Procedury sa jeszcze jednym typem danych. Przyjmujac takie podejscie, procedury
przetwarzajace dane, jesli te dane beda akurat procedurami, same beda procedurami
wyzszych rzedow.

e Procedury wyzszych rzedéw sa rowniez narzedziem abstrakcji. Jezeli ten sam fragment
kodu pojawia sie w kilku miejscach, to naturalnym jest wylonienie go w postaci (zwy-
klej) procedury. Jezeli ten sam schemat kodu pojawia sic w wielu miejscach, ale rozni
sie wypetniajacymi go fragmentami, to schemat ten mozemy uja¢ w postaci procedury
wyzszego rzedu, a fragmenty do wypelnienia stana sie parametrami proceduralnymi.
Przyktadem moze by¢ tu procedura iteruj.
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e Zastosowanie standardowych procedur wyzszych rzedéw przetwarzajacych listy czy drzewa
daje szczegllnie zwiezte definicje operacji na nich. Zobaczymy to w kolejnym wyktadzie.

6.9 Deser
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Cwiczenia

1.

Potegowanie funkcji — wersja prostsza i szybsza, obie z dowodami poprawnosci. Zasy-
muluj ich dziatanie na prostych przyktadach:

iterate 2 (function x ->x * (x+1)) 2

iterate 3 (function x ->x * (x+1)) 1
rozrysowujac ramki. W przypadku szybszego potegowania funkcji co tak na prawde jest
obliczane szybciej: funkcja wynikowa, czy jej wartosé?
Niech f: R — R bedzie funkcja:
e wzajemnie jednoznaczna, czyli 1-1 i ,na”,

o ciggla,
e rosnaca i to tak, ze Vgsof(z +d) — f(x) > d, oraz
taka, ze f(0) = 0.

Zaimplementuj procedure odwrotnosé, ktérej wynikiem dla parametru f bedzie przybli-
zenie f~! z doktadnoscia zadang przez stala epsilon (czyli jesli g = (odwrotnosé f),
to Vz |g(z) — f~(z)| < epsilon).

Wygtladzenie funkcji z odstepem dx polega na usrednieniu f(z — dx), f(x) i f(z + dx).
Napisz procedure wygltadzajacg dana funkcje z zadanym odstepem.

Zaimplementuj aproksymacje funkcji za pomocs szeregu Taylora. Twoja procedura po-
winna mieé¢ nastepujace parametry: liczbe sumowanych wyrazéw szeregu, punkt, w
ktorym badana jest przyblizana funkcja. Wynikiem powinno by¢ przyblizenie funk-
cji. Zastosuj przyblizenie pochodnej oraz sumy czesciowe szeregdéw, przedstawione na
wyktadzie.

[AS] Punktem stalym funkcji y — yn—x,l jest /x. Zaimplementuj obliczanie n-tego pier-
wiastka z x za pomocg obliczania punktu statego i ttumienia przez usrednianie. Wyznacz

eksperymentalnie, ile razy nalezy stosowa¢ ttumienie w zaleznosci od n. (Podpowiedz:

2@ D4 (@)

k-krotne us$rednienie funkcji f, to funkcja postaci: fun z — oF
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Wyktad 7. Procedury wyzszych rzedow i listy

Istnieje zestaw standardowych procedur wyzszych rzedéw specjalnie przeznaczonych do prze-
twarzania list. Wiekszodé procedur przetwarzajacych listy jest budowana wedtug kilku po-
wtarzajacych sie schematéw. Ujmujac te schematy w postaci procedur wyzszych rzedow,
uzyskamy procedury wyzszych rzedéw, o ktérych jest mowa.

Wszystkie przedstawione tu procedury wyzszych rzedéw sa zdefiniowane w module List.

7.1 fold_left

Jeden z najczesciej wystepujacych schematéw procedur przetwarzajacych listy polega na tym,
ze przegladamy kolejne elementy listy i obliczamy na ich podstawie pewien wynik. W trakcie
przegladania listy przechowujemy wynik posredni, obliczony dla juz przejrzanych elementow.
W kazdym kroku przegladamy jeden element listy i uwzgledniamy go w wyniku posrednim.
Mozemy powiedzieé¢, ze kumulujemy wpltyw kolejnych elementéw listy na wynik. Po przejrzeniu
wszystkich elementéw listy mamy gotowy wynik.

W schemacie tym mamy nastepujace elementy zmienne:

e wynik dla pustej listy,

e procedura kumulujgca wpltyw kolejnych elementéw listy na wynik,
e liste do przetworzenia.

Procedura realizujaca powyzszy schemat, przegladajaca elementy zgodnie z ich kolejnoscia na
liScie, nosi tradycyjna nazwe fold_left i jest zdefiniowana nastepujaco:

let rec fold_left f a 1 =
match 1 with
(] ->a |
h::t ->fold_left £ (f a h) t;;
val fold_left : (’a ->’b ->’a) ->’a ->’b list ->’a = <fun>

Pierwszym parametrem jest procedura kumulujaca wynik. Ma ona dwa argumenty: dotych-
czas obliczony wynik i kolejny element listy do przetworzenia. Drugi argument to wynik
dla pustej listy, a trzeci to lista do przetworzenia. Zauwazmy, ze mamy tu do czynienia z
rekurencjg ogonows.
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Jej dzialanie mozna tez przedstawié¢ nastepujacym wzorem:
fold left fa[zi;ae;...;zn]=f (.. (f (faxi)x2)...) xy

Oto kilka prostych przyktadow.

Przykltad: Ponizsze dwie procedury obliczaja odpowiednio sume i iloczyn wszystkich ele-
mentow listy:

let sum 1 = fold_left (+) 0 1;;
val sum : int list ->int = <fun>

let prod 1 = fold_left ( * ) 1 1;;
val prod : int list ->int = <fun>

Dtugosé listy mozemy rowniez obliczy¢ uzywajac fold_left. Wartosci elementow listy nie

maja tu znaczenia, tylko sama ich obecnos¢.

let length 1 = fold_left (fun x _
val length : ’a list ->int = <fun>

->x + 1) 0 1;;

Kumulowany wynik moze oczywiscie by¢ czym$ bardziej skomplikowanym niz liczba. Oto
implementacja procedury odwracajacej liste rev za pomocg fold_left.

let rev 1 = fold_left (fun a h ->h::a) [] 1;;
val rev : ’a list ->’a list = <fun>

Procedura fold_left ma tez swoja wersje przeznaczong do przetwarzania dwoch list tej
samej dlugosci:

let rec fold_left2 f a 11 12 =
match (11,12) with
a, ->a |
(h1::t1,h2::t2) ->fold_left2 £ (f a hl h2) t1 t2 |
_ ->failwith "Listy rdéznej dtugosci';;
val fold_left2 : (’a ->’b ->’c ->’a) ->’a ->’b list ->’c list ->’a = <fun>

Przykltad: Procedure fold_left2 mozemy np. zastosowaé¢ do obliczania iloczynu skalarnego
wektoréw reprezentowanych jako listy wspotrzednych.

let iloczyn_skalarny 11 12 =
fold_left2 (fun a x y ->a + x * y) 0 11 12;;
val iloczyn_skalarny : int list ->int list ->int = <fun>
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7.2 fold_right

Jak tatwo sie domyslié, jezeli istnieje procedura fold_left, to powinna by¢ tez procedura
fold_right. I faktycznie jest. Rézni sie ona tym, ze elementy listy sa przegladane w odwrotnej
kolejnodci, niz wystepuja na liscie, czyli od prawej. Procedura ta jest zdefiniowana nastepujaco:

let rec fold_right £ 1 a =
match 1 with
0 ->al
h::t ->f h (fold_right f t a);;
val fold_right : (’a ->’b ->’b) ->’a list ->’b ->’b = <fun>

Pierwszym parametrem jest procedura kumulujaca wynik. Ma ona dwa argumenty: kolejny
element listy do przetworzenia i dotychczas obliczony wynik. Drugi argument to lista do prze-
tworzenia, a trzeci to wynik dla pustej listy. Jej dzialanie mozna tez przedstawié¢ nastepujacym
wzorem:

fold right f [x1;29;...;2p]a=fx1 (..(f zp—1 (f xn a))...)

Zauwazmy, ze w definicji tej procedury nie wystepuje rekurencja ogonowa. Tak wiec, jezeli
kolejnosé¢ przetwarzania elementoéw listy jest bez znaczenia, to procedura fold_left moze by¢
bardziej efektywna.

Jednak w niektorych obliczeniach duzo prosciej jest przetwarzaé elementy w kolejnosci od-
wrotnej do tej, w jakiej wystepuja na liscie. Przyktadem mogg by¢ tu opisane dalej procedury
map i filter. Oto kilka przykladéow zastosowania procedury fold_right.

Przyktad: Oto procedury z poprzedniego przykladu, zaimplementowane tym razem przy
uzyciu fold_right:

let sum 1 = fold_right (+) 1 0;;
val sum : int list ->int = <fun>

let prod 1 = fold_right ( * ) 1 1;;
val prod : int list ->int = <fun>

let length 1 = fold_right (fun _ x ->x + 1) 1 0;;
val length : ’a list ->int = <fun>

Przykltad: Przypomnijmy sobie jedno z ¢wiczen, polegajace na napisaniu procedury flat-
ten, ktora przeksztalca liste list elementow w liste elementow poprzez sklejenie list sktadowych.
Procedure te mozna szczegdlnie zwiezle i elegancko zaimplementowaé¢ uzywajac fold_right.

let flatten 1 = fold_right (@) 1 [I;;
val flatten : ’a list list ->’a list = <fun>

flatten [[1;2]1; [1; [31; [1; [4;5:;611;;
- : int list = [1; 2; 3; 4; 5; 6]
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Dlaczego rozwigzanie tego zadania za pomoca fold_left byloby mniej efektywne?

Procedury fold_left i fold_right sa najbardziej elementarne spoéréd procedur, ktére
przedstawiamy w tym punkcie. Porownujac je pod tym katem, okazuje sie, ze fold_left jest
bardziej elementarna. Mozna zaréwno zdefiniowaé¢ fold_right za pomoca fold_left, jak i
odwrotnie. Jednak definiujac fold_left za pomocg fold_right tracimy ogonowosé rekursji.

Zeby zdefiniowaé¢ fold_right za pomoca fold_left wystarczy odwrécié dang liste (co
mozna zrobi¢ za pomoca fold_left) i przetwarzaé elementy od lewej do prawe;.

let fold_right £ 1 a =
let rev = fold_left (fun a h ->h::a) []
in fold_left (fun x h ->f h x) a (rev 1);;
val fold_right : (’a ->’b ->’b) ->’a list ->’b ->’b = <fun>

Definiujac fold_left za pomoca fold_right, chcemy obliczy¢:

fold left fa[zi;me;.. . 5xn]=f (..(f (fax) x2)...) 2y

Jednak musimy przetwarzaé elementy w kolejnosci: =, n—1,...,21. Pomyst polega na tym,
aby kumulowane wartosci byly procedurami postaci:

funx — 2
funzx — fzaz,

funz — f(fzxh_1) 2y

funz — f(...(fxz)...) zy

funz — f(..(f(fzxx)x2)...) 2

Procedury te przeksztalcaja wynik dla poczatkowego fragmentu listy [x1;zo;. .. ; z,—1] w wynik
dla catej listy. Na koniec, wystarczy uzyskanej procedurze przekaza¢ wynik dla pustej listy
(a), a uzyskamy wynik dla catej listy.

let fold_left f a 1l =
fold_right (fun h p ->function x ->p (f x h)) 1 (fun x ->x) a;;
val fold_left : (’a ->’b ->’a) ->’a ->’b list ->’a = <fun>

Podobnie jak fold_left, procedura fold_right réwniez ma swoj odpowiednik do prze-
twarzania dwoch list rownoczesnie.

let rec fold_right2 f 11 12 a =
match (11,12) with
(1, ->a |
(h1::t1,h2::t2) ->f hl h2 (fold_right2 f t1 t2 a) |
_ ->failwith "Listy rdéznej dtugosci';;
val fold_right2 : (’a ->’b ->’c ->’c) ->’a list ->’b list ->’c ->’c = <fun>
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7.3 map

Kolejny czesto pojawiajacy sie schemat procedur przetwarzajacych listy polega na tym, ze do
wszystkich elementéw listy stosujemy to samo przeksztalcenie. Schemat ten zostal ujety w
postaci procedury map, ktoéra stosuje zadang procedure do wszystkich elementéw danej listy i
zwraca liste wynikéw.

map f [z1;22;. .. ;%] = [f 215 f @255 f )]

Oto implementacja tej procedury za pomoca fold_right:

let map £ 1 = fold_right (fun h t ->(f h)::t) 1 [1;;
val map : (’a ->’b) ->’a list ->’b list = <fun>

@&

éﬂ;
— @A MAP

Przykltad: Przykltady uzycia map:

map abs [6; -9; 4; -2; 0];;
- : int list = [6; 9; 4; 2; 0]

map rev [[1;2]; [1; [3]; [1; [4;5;61];;
- : int list list = [[2; 1]; [1; [3]; [1; [6; 5; 4]]

Procedura map ma réwniez swdj odpowiednik do przetwarzania dwoch list tej samej dtu-
godci:

let map2 f 11 12 =
fold_right2 (fun hl h2 t ->(f hil h2)::t) 11 12 [];;
val map2 : (’a ->’b ->’c) ->’a list ->’b list ->’c list = <fun>
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Przyklad: Przykladem zastosowania procedury map2 moze by¢ sumowanie wektoréw repre-
zentowanych jako listy tej samej dtugosci:

let suma_wektorow 11 12 =
map2 (+) 11 12;;
val suma_wektorow : int list ->int list ->int list = <fun>

7.4 filter

Ostatni schemat procedur przetwarzajacych listy, jaki przedstawimy w tym wyktadzie, to
schemat procedury wybierajacej z danej listy interesujace nas elementy. Sprawdzamy pewien
warunek i zostawiamy tylko elementy spelniajace go. Schemat ten realizuje procedura filter:

let filter p 1 =
fold_right (fun h t ->if p h then h::t else t) 1 [];;
val filter : (’a ->bool) ->’a list ->’a list = <fun>

Procedury filter i map sa, w pewnym sensie, dualne do siebie — map przeksztalca elementy,
ale nie zmienia ich kolejnosci ani nie dokonuje zadnej selekcji, a filter nie zmienia wartosci
elementow, ale dokonuje ich selekcji.

Przykltad: Procedury filter mozemy uzy¢ do zaimplementowania sita Eratostenesa.

let sito 1 =
match 1 with
o ->01

h::t ->filter (fun x ->x mod h <>0) t;;
val sito : int list ->int list = <fun>

let gen n =
let rec pom acc k = if k <2 then acc else pom (k::acc) (k-1)
in pom [] nj;;

val gen : int ->int list = <fun>

let eratostenes n =
let rec erat 1 = if 1 = [] then [] else (List.hd 1)::(erat (sito 1))
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in erat (gen n);;
val eratostenes : int ->int list = <fun>

eratostenes 42;;
- : int list = [2; 3; b5; 7; 11; 13; 17; 19; 23; 29; 31; 37; 41]

7.5 Procedury wyzszych rzedéw przetwarzajace drzewa

Nie tylko listy przetwarzamy rekurencyjnie — réwniez drzewa sg typowa struktura danych,
jaka przetwarzamy rekurencyjnie. Drzewa dowolnego stopnia, w ktoérych weztach przechowu-
jemy wartosci typu «, mozemy zdefiniowa¢ nastepujaco:

type a tree = Node of o * « tree list

Drzewa sensowniej jest przetwarzaé od lisci do korzenia (ang. bottom-up), niz odwrotnie, bo
wtedy mamy w korzeniu skumulowny jeden wynik. W pojedynczym kroku kumulujemy war-
tos¢ z danego wezta i wartosci obliczone dla jego poddrzew. Wylania si¢ z tego nastepujacy
schemat rekurencyjnego przetwarzania drzew:

let rec fold_tree f (Node (x,1)) =
f x (map (fold_tree f) 1);;
val fold_tree : (’a ->’b list ->’b) ->’a tree ->’b = <fun>

FOLD TREE

Przykltad: Zdefiniujmy za pomoca fold_tree procedure obliczajaca wysokosé drzewa. Wy-
sokos¢ drzewa to maksimum z wysokosci poddrzew plus jeden. Przyjmujemy, ze maksimum z
pustej listy to zero.

let height t =
let maxl 1
in
fold_tree (fun _ 1 ->maxl 1 + 1) t;;
val height : ’a tree ->int = <fun>

fold_left max 0 1
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Zdefiniujmy odpowiedniki pozostatych procedur wyzszych rzedéw przetwarzajacych listy,
dla drzew.

let map_tree f t =
fold_tree (fun x 1 ->Node (f x,1)) t;;
val map_tree : (’a ->’b) ->’a tree ->’b tree = <fun>

Przyklad: Rozwazamy drzewa typu int tree. Powiemy, ze warto$¢ w wezle drzewa jest
widoczna, jezeli na Sciezce od tego wezta do korzenia drzewa nie ma wiekszej wartosci (w sensie
standardowego porzadku >). W szczegolnosci liczba w korzeniu drzewa jest zawsze widoczna,
a liczby mniejsze od niej nie sa nigdy widoczne. Chcemy napisaé¢ procedure widoczne: int
tree — int, ktora dla zadanego drzewa (zawierajacego wylacznie nieujemne liczby catko-
wite) wyznaczy liczbe widocznych liczb. Na przyktad, dla drzewa przedstawionego na rysunku

poprawnym wynikiem jest 4.
6
4 8
10 5 7

12

Zadanie to rozwiazywatoby sie tatwiej, gdyby$my mogli przetwarza¢ drzewo od korzenia do
lisci. Jednak fold_tree dziala w przeciwnym kierunku. Chcac uzyé fold_tree, zamiast ku-
mulowaé liczby powinniémy kumulowaé¢ procedury — dla danego poddrzewa obliczamy pro-
cedure, ktéra na podstawie maksimum na Sciezce od korzenia poddrzewa do korzenia catego
drzewa oblicza liczbe widocznych elementéw w poddrzewie.

let widoczne t =
let merge x 1 k =
if x <k then
fold_left (fun a h ->a + h k) 01
else
fold_left (fun a h ->a + hx) 01+ 1
in
fold_tree merge t (-1);;
val widoczne : int tree ->int = <fun>
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7.6 Deser
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Cwiczenia
Cwiczenia na listy (i nie tylko) z elementami procedur wyzszych rzedow:

1. Napisz procedure exists, ktéra dla danego predykatu i listy sprawdzi, czy na liscie jest
element spetniajacy predykat. Wykorzystaj wyjatki tak, aby nie przegladaé listy, gdy to
juz nie jest potrzebne.

2. Napisz procedure negujaca predykat non: (’a -> bool) -> (’a -> bool). Za po-
moca tej procedury oraz procedury exists zdefiniuj procedure forall, ktora sprawdza,
czy dany predykat jest spetniony przez wszystkie elementy danej listy. Czy zastosowanie
wyjatkow w implementacji procedury exists nadal powoduje, ze przegladane sg tylko
niezbedne elementy listy?

3. Zapisz procedure append za pomoca fold_right/fold_left.
4. Napisz procedure obliczajaca funkcje bedaca suma listy funkcji.
5. Napisz procedure obliczajaca funkcje bedaca ztozeniem listy funkcji.

6. Zapisz za pomoca map i flatten procedure heads, ktorej wynikiem dla danej listy list,
jest lista pierwszych elementéw niepustych list sktadowych. Puste listy skladowe nie
powinny wplywaé¢ na wynik.

7. Napisz procedure obliczajaca sume elementéw listy wystepujacych po ostatniej liczbie
ujemnej (lub wszystkich, jezeli na liscie nie ma liczb ujemnych).

8. Napisz procedure sumy : int list -> int list, ktora dla danej listy [z1;...;x,] obli-
cza liste postaci: [z1;21 + x2; 21 + @2 + x35..., 21 + T2+ -+ + Ty

Przyktad: sumy [1; 5; 2; 7; 12; 10; 5] = [1; 6; 8; 15; 27; 37; 42].

9. Napisz procedure codrugi : o list — « list, ktéra z danej listy wybiera co drugi
element (zaczynajac od drugiego). Na przyklad codrugi [1; 2; 3; 4; 5] = [2; 4].

10. [PCh] Dany jest ciag liczb catkowitych (niekoniecznie dodatnich). Element takiego ciagu
nazwiemy widocznym, jesli suma poprzedzajacych go elementéw jest taka sama, jak suma
elementéw wystepujacych po nim. Napisz procedure widoczne : int 1list — int list,
ktora z danej listy liczb catkowitych wybierze te, ktore sa widoczne.

11. Liste nazwiemy ciekawq jesli zadne dwa kolejne jej elementy nie sg sobie réwne. Napisz
procedure podzial : o list — « list list, ktora dang liste podzieli na minimalng
liczbe spojnych fragmentow (zachowujac ich kolejnosé), z ktorych kazdy jest ciekawy.

Na przyklad, podzial [3;2;2;5;7;5;4;4;3;1] = [[3;2]; [2; 5; 7; 5; 4]; [4; 3; 1]].

12. Dana jest lista liczb catkowitych. Element tej listy nazwiemy prextremum jedli jest ostro
wiekszy lub ostro mniejszy od wszystkich elementéow poprzedzajacych go na danej liscie.
Napisz procedure prextrema : int list — int list, ktéra dla danej listy zwraca liste
wszystkich jej prextreméw. Elementy na licie wynikowej powinny byé w takiej samej
kolejnosci, w jakiej wystepowaly na danej liscie. Na przyktad:
prextrema [-2; 1; 0; 1; 3; 2; -1; 5; 4; -3; 2; 1; 7] = [-2; 1; 3; 5; -3; 71.
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13.

14.

15.

16.

Rozwigzujac to zadanie nie wolno Ci tworzy¢ zadnych witasnych procedur rekurencyj-
nych. Zamiast tego nalezy wykorzystaé¢ standardowe procedury wyzszych rzedéw prze-
twarzajace listy.

Napisz procedure wzrost : int 1list — int list, ktéra dla danej listy liczb catkowitych
znajduje w niej najdluzszy spojny fragment $cisle rosnacy i zwraca go. Na przyktad:

wzrost [3; 4; 0; -1; 2; 3; 7; 6; 7; 8] = [-1; 2; 3; 7]
wzrost []1 = []

Rozwiazujac to zadanie nie wolno Ci tworzy¢ zadnych wlasnych procedur rekurencyjnych
ani petli. Mozesz natomiast wykorzysta¢ standardowe procedury przetwarzajace listy
poznane na wyktadzie.

Dana jest lista [x1;x9;...;xy,] reprezentujaca kolejne chwile w czasie — tzn. x; repre-
zentuje chwile ¢. Dane sa tez dwa predykaty p i q. Powiemy, ze w chwili ¢ zachodzi ,,p
dopoki q”, jezeli istnieje takie 0 < k < n — 1, ze zachodzi p x;,p i41,...,p Tirk_1 Oraz

q i+, Inaczej moéwiac, poczawszy od chwili ¢ musi zachodzi¢ p, dopoki nie zajdzie q.
W szczegolnoscei, jezeli zachodzi ¢ x;, to p nie musi w ogdle zachodzié.

Napisz procedure dopoki : o 1ist — (a — bool) — (& — bool) — int list taka, ze
wynikiem dopoki [z1;22;...;%,] p ¢ jest lista tych chwil w czasie, w ktorych zachodzi
p dopoki q.

Na przyktad, dla nastepujacych p i ¢:

1 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10 11 12
p x; | false | true | true | true | false | false | true | true | true | false | false | false
q z; | false | false | true | false | true | false | false | true | false | false | true | false

poprawnym wynikiem jest: [2;3;4;5;7;8;11].

Rozwiazujac to zadanie nie wolno Ci tworzy¢ zadnych procedur rekurencyjnych ani kon-
strukcji imperatywnych. Mozesz natomiast wykorzystaé¢ procedury wyzszego rzedu prze-
twarzajace listy, poznane na wyktadzie.

Napisz procedure alternator : (&« — bool) — « list — « list, ktoéra dla danego
predykatu p i listy I:

e sprawdzi, ktoére elementy listy spelniajg predykat p,

e pozostawi na danej lidcie tylko te elementy, ktore znajduja si¢ miedzy nieparzystymi
i parzystymi z kolei elementami spetniajacymi p (bez nich samych) .

Przyktad:

alternator (fun x ->x mod 2 = 0) [5;2;3;5;7;4;3;1;8;6;3;0;1;2;7] = [3;5;7;1]

0) [4;5;1;7;0;3;8;9] = [5;1;7]

alternator (fun x ->x mod 2

Dla danej listy liczb catkowitych [ = [z1; x2;. .. zy], minimum (maksimum) nazwiemy
taki fragment listy x; = x;41 = - - = xj, ze:
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

o 1 <i<j<n,
e jeslii > 1, to xj—1 > x; (aci_l < xi),
e jesli j <m, to xj < wjq1 (xj > Tjp1).

Ekstremum oznacza minimum lub maksimum. Napisz procedure ekstrema : int list —
int, ktéra dla danej listy policzy ile jest na niej ekstremdw.

Napisz procedure prefiksy : int 1list — int list list, ktora dla danej listy liczb cal-
kowitych zwrdci liste wszystkich jej prefiksow zakoriczonych zerem, w kolejnosci rosnacej
ich dtugosci. Na przyktad:

prefiksy [0;1;2;3;0;5;6;0;1] = [[0]; [0;1;2;3;0]; [0;1;2;3;0;5;6;0]]

Napisz procedure prefiksy : int list — int list 1list, ktora dla danej listy liczb
catkowitych zwroci liste wszystkich jej prefikséw o dodatniej sumie elementéw, uporzad-
kowana w kolejnosci rosnacej dtugosci prefiksow. Na przyktad:

prefiksy [0; 2; 3; -7; -2; 4; 2; 1] =
[([0; 21; [0; 2; 31; [0; 2; 3; -7; -2; 4; 21; [0; 2; 3; -7; -2; 4; 2; 1]]

Maksymalne plateauﬂ w liscie (bez rekurencji). Napisz procedure plateau : o list —
int, ktora oblicza dtugosé najdtuzszego statego (spojnego) fragmentu danej listy.

Zdefiniuj, za pomocg @ i filter uproszczong wersje algorytmu quick-sort. W algorytmie
tym elementy sortowanej listy dzielimy na nie wieksze i wieksze od pierwszego elementu
listy, po czym obie listy wynikte z podziatu rekurencyjnie sortujemy.

Ciag roznicowy ciagu [z1;x2;...; Ty, to clag postaci [x2 — x1;23 — T2;...; Ty — Tp_1].
Oblicz ciag réznicowy zadanej listy liczb catkowitych.

Oblicz liste ztozona z pierwszych elementow kolejnych ciagdéw roéznicowych danej listy,
tzn.: glowy danej listy, gowy jej ciagu réznicowego, gltowy ciagu réznicowego jej ciagu
réznicowego itd.

Dana jest lista liczb zmiennopozycyjnych [z1;x9;...;x,]. Jej usrednienie, to lista po-
staci: [%; el W] Usrednieniem listy jednoelementowej oraz pustej jest lista
pusta.

Napisz procedure usrednienie : float list — float list, ktéra dla danej listy obli-
czy jej usrednienie.

Dana jest lista [x1;...;x,]. Napisz procedure sumy : int list -> int, ktora znajduje
maksymalng sume postaci x; + ;41 + -+ - + xj. (Oczywidcie dana lista moze zawierac
liczby ujemne.) Pusta suma (rowna 0) jest rowniez dopuszczalna.

Napisz funkcje od_korica_do_kordca: int list — int, ktéra dla danej niepustej listy
[a1;...;ap] obliczy mini—1 2 . |a; — any1—il.

3Plateau to przedzial, w ktorym funkcja jest stala (a jej wykres plaski), lub fragment ciggu, w ktorym jest
on staly.
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26.

27.

28.

29.

30.

31.

Zalozmy, ze dana jest lista [z1; z2; . .. x,]. Sufiksem tej listy nazwiemy kazda liste, ktora
mozna uzyskaé¢ przez usuniecie pewnej liczby (od 0 do n) jej poczatkowych elementow.
Tak wiec sufiksami danej listy bedzie n.p. ona sama, pusta lista, a takze [x3;x4;...;Tp].

Napisz (za pomoca fold_left/fold_right) procedure tails : o list — « list list,
ktora dla danej listy tworzy liste wszystkich jej sufikséw, uporzadkowana wg malejacych
ich dtugosci.

Rozwazmy liste liczb catkowitych [z1;xe;...;x,]. Dotkiem na tej liScie nazwiemy taki
indeks 1 < i < n, ze z; < max(xy,...,x;—1) oraz x; < max(Tiyi,...,Tn). Glebokosé
takiego dotka to min(max(xy,...,z;—1) — x;, max(x;y1,...,2T,) — x;). Napisz procedure

dolek : int 1list — int, ktéra dla danej listy liczb catkowitych wyznaczy maksymalna
glebokosé dotka na tej liscie. Jesli na danej liScie nie ma zadnego dotka, to poprawnym
wynikiem jest 0.

Napisz procedure pojedyncze : a list — « list, ktora dla danej listy wybierze z niej
te elementy, ktéore wystepuja doktadnie raz z rzedu, np.:

pojedyncze [1;1;3;5;5;5;3;5] = [3;3; 5]

Lista trojek [(l1,s1,71);...; (lky Sk, 7x)] @ (o 1ist % int % int) list reprezentuje liste
elementow typu a w nastepujacy sposob. Trojka (I, s,r), gdzie | = [z1;zo;...;xs] jest
s-elementowy lista elementéw typu «, reprezentuje ciag r-elementowy, poprzez cykliczne
powtarzanie elementow ciagu I:

L1, X2y, Tgy L1, L2y -+ 3 Ls, T, - -

r elementow
7Z kolei lista trojek reprezentuje liste powstata w wyniku konkatenacji list odpowiadaja-
cych poszczegbélnym tréjkom.
Napisz procedure dekompresja : (o 1list * int x int) list — int — «, ktora dla danej

listy tréjek i indeksu ¢ wyznacza -ty element listy wynikowe;.

Rozwazmy nastepujaca metode kompresji ciagéw liczb catkowitych: Jezeli w oryginal-
nym ciggu ta sama liczba powtarza sie kilka razy z rzedu, to jej kolejne wystapienia
reprezentujemy za pomoca jednej tylko liczby. Konkretnie, ¢ powtorzen liczby k repre-
zentujemy w ciagu skompresowanym jako 2071 (2. k — 1).

Napisz procedure kompresuj: int list — int list kompresujaca zadang liste. Lista
wynikowa powinna byé¢ oczywiscie jak najkrotsza.

kompresuj [1; 2; 2; 5; 11; 11; 2];;

- : int list = [1; 6; 9; 42; 3]

Napisz procedure buduj_permutacje: a list list — a — «, ktéra przyjmuje per-
mutacje w postaci rozktadu na cykle i zwraca ja w postaci procedury.
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32.

33.

34.

Lista sktadowa postaci [a1;...;ay], gdzie a; # a; dla 1 <1i < j < n, reprezentuje cykl,
czyli permutacj¢ przeprowadzajaca a; na a(; mod n)+1 dla 1 <4 < n. Mozesz zalozy¢, ze
listy sktadowe sa niepuste.

Lista list [e1;...;cx], gdzie listy ¢; dla 1 < i < k reprezentuja cykle, reprezentuje per-
mutacje ztozong z tych cykli. Mozesz zalozy¢, ze wszystkie cykle sa roztaczne.

Przyjmujemy, ze dla wartosci x nie wystepujacych na zadnej z list ¢; mamy:
buduj permutacje [co;...;ck] x ==

W szczegodlnosci, przyjmujemy, ze pusta lista reprezentuje permutacje identycznodciows.

let p = buduj_permutacje [[2; 1]; [8; 3; 41; [5; 7; 6; 10]; [11]1]1;;
map p [1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10; 11; 12]1;;
-:int list = [2; 1; 4; 8; 7; 10; 6; 3; 9; b; 11; 12]
Napisz procedure podzia? : int list -> int list list, ktéra dla danej listy liczb
catkowitych | = [z1; z2;...;zy,] podzieli ja na liste list [I3;...; k], przy czym:
o [=[1@...Ql,

o dla kazdej listy I; wszystkie elementy na takiej liScie sa tego samego znaku,

e k jest najmniejsze mozliwe.

Przyktad:

podziat [1;3;0;-2;-2;-4;9] = [[1; 3]1; [0]; [-2;-2;-4]; [9]]

Lista jest monotoniczna jedli jest niemalejaca lub nierosngca. Napisz procedure monotons :
int list — int, ktora dla danej listy wyznaczy minimalng liczbe sp6jnych fragmentow,
na ktore trzeba ja podzieli¢, tak zeby kazdy fragment byl monotoniczny. (Dla pustej
listy poprawnym wynikiem jest zero.) Na przyktad, monotons [2; 3; 3; 5; 0; -1;
-7; 1; 3; 5; 5; 2; 4; 6] = 4. Dang liste mozna podzieli¢ tak: [2; 3; 3], [6; 0;
-1; =71, [1; 3; 5; 5], [2; 4; 6].

Napisz procedure podzia? : int list -> int list list, ktéra dla danej listy liczb
catkowitych | = [z1; 22;...;zy,] podzieli ja na liste list [l1;...;[x], przy czym:

o [ =[1@...QI,
e kazda z list [; jest Scisle rosngca,

e k jest najmniejsze mozliwe.

Przyktad:
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35.

36.

37.

podziat [1;3;0;-2;-2;4;9] = [[1; 31; [0]; [-2]; [-2;4;9]]
Zadeklaruj typ danych reprezentujacy abstrakcyjna sktadnie wyrazen arytmetycznych.
Napisz procedure obliczajaca warto$¢ wyrazenia.

Rozszerz sktadnie wyrazeii o zmienne. Procedura obliczajaca wartos¢ wyrazenia bedzie
wymagaé dodatkowego parametru — wartosciowania zmiennych, czyli funkcji, ktéra
nazwie zmiennej przyporzadkowuje jej wartosé.

Dane sa: definicja typu tree i procedura fold tree:

type ’a tree = Node of ’a * ’a tree list;;

let rec fold_tree f (Node (x,1)) =
f x (map (fold_tree f) 1);;

Uzyj procedury fold_tree do zaimplementowania:

e policzenia liczby weztow w drzewie,

e sprawdzenia czy drzewo jest zréwnowazone, tzn. wszystkie jego liScie sa na tej
samej gltebokosci,

e sprawdzenia czy drzewo regularne, tzn. wszystkie jego wierzchotki, z wyjatkiem
lisci, sa tego samego stopnia,

e procedury preorder/postorder : ’a tree -> ’a list, ktora przeksztalca dane
drzewo w liste jego elementéw w porzadku pre-order/post-order (zwrdé uwage na
efektywnosc),

Dane sa: definicja typu bin_tree i procedura fold_bin_tree:

type ’a bin_tree = Node of ’a bin_tree * ’a * ’a bin_tree | Null;;
let rec fold_bin_tree f a t =
match t with
Null ->a |
Node (1,x,r) ->f x (fold_bin_tree f a 1) (fold_bin_tree f a r);;

Uzyj procedury fold_bin_tree do zaimplementowania:

(a) Policzenia liczby weztow w drzewie.
(b) Policzenia wysokosci drzewa.

(c¢) Policzenia $rednicy drzewa.
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(d)

Sprawdzenia czy drzewo jest drzewem BST (dla drzewa liczb zmiennopozycyjnych,
tzn. typu float bin_tree).

Sprawdzenia, czy drzewo ma ksztal drzewa AVL (tzn., czy dla kazdego wezla drzewa
wysokosci jego obu poddrzew réznia sie o co najwyzej 1).

Listy list weztéw drzewa znajdujacych sie na kolejnych poziomach glebokosci.

Zaimplementowania procedury map_bin_tree — odpowiednika procedury map_tree
dla drzew binarnych.

Skonstruowania listy elementéw znajdujacych sie w wierzchotkach drzewa, w kolej-
nosci infiksowej.

Procedury path : @ tree — « list, ktora znajduje najdtuzsza Sciezke (jedna z)
od korzenia do liscia i zwraca liste wartosci znajdujacych sie w weztach tworzacych
te Sciezke, w kolejnosci od korzenia do liscia.

Zaimplementowania procedury levels : o tree — « list list, ktora dla danego
drzewa zwraca liste list wezléw drzewa znajdujacych sie na kolejnych poziomach
gtebokodci. Listy sktadowe powinny byé podane w kolejnosci od korzenia w glab
drzewa. Wartosci z weztow znajdujacych sie na tej samej gtebokosci powinny byé
uporzadkowane od lewej do prawej.
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Wytyczne dla prowadzacych éwiczenia

To duzy zestaw zadari. Nalezy na niego poswieci¢ ok. 2 zaje¢. Zamiast procedur rekuren-
cyjnych nalezy stosowaé standardowe procedury wyzszych rzedéw przetwarzajace listy. W
zadaniach wymagajacych uzycia fold-6w zwracamy uwage, ktoérej procedury nalezy uzyc¢:
fold_left, fold_right, czy tez nie ma to znaczenia. Dopoki na wykladzie nie bedzie mowy
o rzedach funkcji i analizie ztozonoéci, nieformalnie analizujemy, czy rekurencja ogonowa w
fold_left daje staly koszt pamieciowy, czy tez i tak musi on by¢ liniowy. Po oméwieniu
analizy ztozonosci na wyktadzie analizujemy ztozonosé rozwiazan.

Nie wszystkie zadania zdazy si¢ zrobi¢ — pozostale studenci moga rozwigzaé¢ sami w ra-
mach przygotowania do kolokwium. Warto jednak zrobié¢ zadanie [37) dotyczace przetwarzania
drzew.

Ad. Nalezy zwréci¢é uwage na przypadki brzegowe, w szczegblnosci na to, czy rekurencja
moze sie zapetlic.

Ad. Nalezy zwroci¢ uwage na zlozonosé czasowa. Uzyskanie liniowej zlozonosci moze
wymagaé¢ kumulowania za pomoca fold_tree nie wyniku, ale odpowiedniej procedury
konstruujacej wynik.
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Wyktlad 8. Model obliczen

W tym wykladzie przedstawimy uproszczona semantyke operacyjng poznanego fragmentu
Ocamla. Z jednej strony bedzie to model wykonywania obliczen na tyle doktadny, ze pozwoli
nam okresli¢ wyniki, a p6zniej rowniez ztozonosé czasowa i pamieciows obliczenn. Z drugiej
strony bedzie on uproszczony, gdyz pewne kwestie pominiemy, np. kontrole typow, rozmaite
optymalizacje wykonywane przez kompilator, czy sposéb realizacji tych elementéw jezyka,
ktorych jeszcze nie poznalismy. Wyjasnimy tez pewne szczegoly wykonywania obliczen, ktore
pomineliSmy wczesniej.

8.1 Srodowisko i ramki.

Przedstawiajac podstawy Ocamla moéwiliSmy o Srodowisku przypisujacym nazwom stale ich
wartosci. Dodatkowo takich srodowisk moze byé¢ wiele: §rodowisko zawierajace wszystkie
aktualnie globalnie zdefiniowane state, sSrodowiska powstajace na potrzeby definicji lokalnych
i wywotan procedur.

Srodowisko jest zrealizowane jako lista jednokierunkowa, tzw. lista ramek. Kazda ramka
zawiera identyfikator (lub identyfikatory) i ich wartosci (lub wskazniki do takich wartosci)
oraz wskaznik do kolejnej ramki tworzacej srodowisko. W przypadku wartosci prostych typow
wbudowanych (takich, ktére mozna zmiesci¢ w jednym stowie maszynowym), sa one bezpo-
$rednio pamietane w ramce. W przypadku wartosci ztozonych, w ramce znajduje sie wskaznik
do wartosci.

Poszukujac w srodowisku wartoéci statej, przegladamy kolejne ramki srodowiska. Pierwsza
ramka, ktora zawiera nazwe stalej, okresla jej wartosé.

Dalej bedziemy utozsamiaé¢ srodowisko ze wskaznikiem do pierwszej ramki tworzacej éro-
dowisko. Srodowisko reprezentowane przez liste ramek bez pierwszej ramki bedziemy nazywaé
Srodowiskiem otaczajgcym, a wskaznik prowadzacy z jednej ramki do kolejnej bedziemy nazy-
waé wskaznikiem do Srodowiska otaczajgcego.

Y

Srodowisko ——> a = 4

8.2 Definicje globalne

Prowadzac interakcje z kompilatorem, pracujemy w kontekdcie tzw. aktualnego srodowiska
(globalnego). Kazda dodana definicja zmienia to $rodowisko. Zdefiniowanie nowych wartosci
powoduje dodanie nowej ramki zawierajacej zdefiniowane wartosci. Dotychczasowe srodowisko
staje sie sSrodowiskiem otaczajacym tej ramki. Utworzona ramka staje si¢ nowym aktualnym
srodowiskiem (globalnym).

Mechanizm ten pozwala na przestanianie istniejacych w srodowisku statych. Jesli zdefiniu-
jemy nows stala o takiej samej nazwie, to bedzie ona znajdowala sie we wczesniejszej ramce
i to wlasnie ona bedzie znajdowana w aktualnym srodowisku. Jednak poprzednio zdefinio-
wana stata nie jest usuwana ze §rodowiska. Jak zobaczymy, bedzie to miato znaczenie przy
obliczaniu procedur odwolujacych sie do weze$niej zdefiniowanych statych.
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Przyktad:

let b = 2 * a;; - TTTTTTTTToTmmmmmmmmeeees E

let a =2 *b + a;; T

let b = "ala";; :
¥ { ¥ ¥

Sr.akt.—/—|b="ala" a=10"—"| b=4 a=2 —|Sr.ot.

Ramka moze zawiera¢ wiecej niz jedng stala, jezeli w definicji uzyjemy spojnika and.

Przyktad:

let a =2 and b = 4;;

leta=2*bandb=4%*a; V

Q:: "TtTmmmmeeseeeeee>
rr a=8 | a=2 Sr.ot.
b;; ~tseeeeeeee > p=g =4
Sr.akt.— =

8.3 Wartosci typow danych

Wartosci prostych typow wbudowanych (takie jak int, bool, czy float) sa pamietane w
ramkach wprost. Wartosci typéw ztozonych sa pamietane jako wskazniki do odpowiednich
struktur wskaznikowych reprezentujacych te wartosci. Dzieki przyjeciu takiej konwencji, re-
prezentacja dowolnej wartosci zajmuje zawsze w ramce stala pamie¢. (Dotyczy to zaréwno
wartosci przechowywanych w ramkach, jak i przekazywanych obliczanych wartosci wyrazeri. )
W rezultacie definiujac stale o ztozonych wartosciach, nie kopiujemy tych wartosci, a jedynie
wskazniki do nich. Dodatkowo, poniewaz raz powstate wartosci nie ulegaja zmianie, struktury
danych reprezentujace rézne wartosci moga wspotdzieli¢ pewne fragmenty.

Wartosci réznych ztozonych typéw danych sa generalnie reprezentowane jako rekordy zto-
zone ze wskaznikéw do wartosci sktadowych:

e Element produktu kartezjaiskiego jest reprezentowany jako n-tka wartosci lub wskazni-
kéw do tworzacych go wartodci.

e Rekord — podobnie jak produkt kartezjanski jest reprezentowany jako rekordy ztozony
z wskaznikow do wartosci pol.

e Warianty bez argumentéw sa pamietane jako stale wyznaczajace operator, a warianty
z argumentami sg pamietane jako pary: stala wyznaczajaca operator i wskaznik do
argumentu.

e Lista pusta jest reprezentowana jako stala, a lista niepusta jest reprezentowana jako
para: glowa i ogon.
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(6,9);;

let p

let gq (42, p, P)i;

Y

Srakt, ——> q=

P = —> Srot.

42

Y

8.4 Wartosci proceduralne
Na wartos$¢ procedury sktadaja sie trzy elementy:
e nazwy parametréow formalnych procedury,
e tresé¢ procedury,
e wskaznik do srodowiska, w ktérym zdefiniowano procedure.

Pierwsze dwa elementy przektadaja sie w trakcie kompilacji na kod procedury. Natomiast
wskaznik do $rodowiska, w ktorym zdefiniowano procedure, moze by¢ ustalony dopiero w
trakcie obliczenn — dotyczy to np. procedur lokalnych. Reasumujac, wartosé procedury jest
reprezentowana jako para wskaznikoéw: do kodu skompilowanej procedury i do srodowiska, w
ktorym procedura zostala zdefiniowana. W przypadku procedur rekurencyjnych ,srodowisko,
w ktorym zdefiniowano procedure” zawiera jej wtasna definicje.

Uwaga: Formalnie rzecz biorac, kazda procedura ma tylko jeden argument. Jednak w sytu-
acjach, gdy takie uproszczenie nie bedzie prowadzi¢ do nieporozumieri, bedziemy dopuszczaé
obiekty proceduralne z wieloma argumentami. Uproszczenie takie jest mozliwe wtedy, gdy w
zastosowaniach procedury wszystkie jej parametry otrzymuja wartosci.

8.4.1 Zastosowanie procedury do argumentéw

Zastosowanie procedury, czyli obliczenie jej wartosci, polega na:
e wyliczeniu wartosci wszystkich potrzebnych elementéow: procedury i jej argumentéw,

e stworzeniu nowej ramki, dla ktorej srodowiskiem otaczajacym jest srodowisko, w ktérym
zdefiniowano procedure, a nazwom parametréw formalnych przyporzadkowano wartosci
argumentow,

e wyliczeniu w takim srodowisku warto$ci wyrazenia stanowiacego tresé¢ procedury.
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Przyktad: Wprowadzenie definicji:

let x = 2;;

let square x = x *
let pitagoras a b = square a + square b;;

X355

powoduje nastepujace rozszerzenie Srodowiska:

Sr.akt.—/ =

Obliczenie wyrazenia:

pitagoras=|

Sr.ot.

l

(

square y

square x + X

x*x

pitagoras x (x + 1) + pitagoras x ((square x) + 1);;

bedzie przebiegaé¢ nastepujaco:

Snﬂdf——eﬂ pitagoras=

pitagoras x (x+1) + pitagoras x ((square x) + 1) =

pitagoras 2 3 + pitagoras 2 ((square 2) + 1) =

13 + pitagoras 2 ((sqgare 2) + 1) =

13 + pitagoras 2 5 =

13 + 29 =
42

square x +

square x + square y
square y =4+25=29
=4+9=13 x=2
x=2 y=5
y=3 |

X*x=9 x*x=4

x*x=4 |*¥=3 X=2 | xxx=4

[:;:] x*x=25

x=5

r——eﬂ square=

| x=2 [ Sr.ot.|

—~(

)

square y

square x +

x x*x
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Przyklad: Przesledzmy obliczenie prostego wyrazenia zawierajacego A-abstrakcje:

(function x -> x) 7

v x=7

Sr.akt. Sr.ot. x=7

Przyklad: Zastosowanie procedury rekurencyjnej:

let rec silnia n =
if n <2 then 1 else n * silnia (n - 1);;
silnia 3;;

if...= if...=
3*silnia 2=6 2*silnia 1=2 if...=1

=3

silnia 3

Sr.akt.—/ | silnia= Sr.ot.

if n<2 then 1
else n*silnia (n-1)

8.4.2 Rekurencja ogonowa

Jedli wartosci zwracane przez wszystkie wywolania rekurencyjne, bez zadnego przetwarzania,
sg przekazywane jako wynik danej procedury, to méwimy o rekurencji ogonowej. W przypadku
rekurencji ogonowej, w momencie wywotania rekurencyjnego nie musimy tworzy¢ nowej ramki
— mozemy wykorzystaé istniejaca ramke, zmieniajac jedynie pamietane w niej wartosci ar-
gumentéow. W przypadku rekurencji ogonowej koszt pamieciowy zwiazany z ramkami dla
kolejnych wywotan rekurencyjnych jest staly, gdyz jest to tylko jedna ramka.

Przyklad: Oto procedura obliczajaca silni¢ z rekurencja ogonows. Zwroémy uwage na do-
datkowy parametr a, w ktérym kumuluje sie¢ wynik. Takie dodatkowe parametry sa nazywane
akumulatorami. Dzieki zastosowaniu akumulatora mamy rekurencje ogonowa.
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let rec silnia_pom a x =
if x <= 1 then a else silnia_pom (a * x) (x - 1);;

let silnia x = silnia_pom 1 x;;

silnia 3;;
if...=6
silnja 3=6 S 1 *=6 a=1,3, 6
; x= x=3,2,1
v
Sr.akt.—/ | silnia= s= Sr.ot.

X |[s1x a. x if x<=1 then a
! else s (a*x) (x-1)

Przyktad: Oto procedura obliczajaca liczby Fibonacciego z rekurencja ogonows i akumula-

torem.

let rec fib_pom a b n =
if n = 0 then a else fib_pom b (a + b) (n - 1);;

let fib n = fib_pom O 1 n;;
fib 5;;

fibpom 0 1 n = 5

[n=5] et

_ a=0,1,1,2,3,5
£ib 5 = 5 b=1,1,2,3,5.8
: n=5,4,3,2,1,0
v
Sr.akt.—=| £fib= fibpom=| Sr.ot.

. if n=0 then a else
n| fibpom 0 1 n a,b,n fibpom b (a+b) (n-1)
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8.4.3 Definicje lokalne

Mowilismy wcezesniej, ze wyrazenie postaci:

let ¢ = b in ¢

jest podobne do zastosowania A-abstrakcji postaci:

(function a ->¢) b

Sposéb obliczania wyrazenia let ...in ... jest analogiczny do sposobu obliczania takiej
A-abstrakeji:

e tworzona jest ramka zawierajaca definicje symboli lokalnych (otaczajacym ja $rodowi-
skiem jest aktualne srodowisko),

e w tak powstalym $rodowisku wyliczana jest wartosé¢ wyrazenia stojacego po in,
e po czym przywracane jest aktualne §rodowisko sprzed obliczenia calego wyrazenia.

Jezeli definicje lokalne sa pozagniezdzane, to powstaje odpowiednio wiecej ramek z wartosciami
symboli lokalnych.

Przyktad: Nastepujacy przykiad pokazuje sposob realizacji definicji lokalnych.

let £ x =
let y =x + 2
in
let z = 2 x y
in
Xty +z;;
f 9;;
let z=2*y
let y=x+2 in x+y+z x+y+z=42
in let z=2*y —
in x+y+z r
Sr.akt. £f= Sr.ot.

[
an

x | let y=x+2
in let z=2*y
in x+ty+z
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Przykltad: Niniejszy przyktad ilustruje mniej typowa kombinacje uzycia definicji lokalnych
i procedur.

let f =
let gx=x -8
in
fun x ->g (2 * x);;
let hx=1f (x * x);;
h 5;;

Zwr6émy uwage na procedure pomocnicza g. Procedura ta jest widoczna tylko wewnatrz
procedury f, a jednak jej definicja ma tylko jedng instancje.

f (x*x) g(2*x)

| x=5 | | x=25| x—8=42

h 5" Ifﬂ

Sr.akt. h= f= Sr.ot.

— | Lo
D R

Przyktad:
let £ xy =
let
ga=ax*xzx*y
in
gxX+tgys;
f42-1f21;;

W tym przyktadzie, w kazdym wywotaniu procedury f powstaje osobna instancja procedury
lokalnej g. Jest to naturalne zwazywszy, ze procedura g korzysta z argumentéw wywolania
procedury £.
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a*x*y=32 a*x*y=16

let g a=a*x*y
a=4 a=2 let g a=a*x*y |x,y|: y
I_—_I in g x+g y in g x-g y
g x+g y=48 x=4
9= | | y=2| f42-f21
( h Sr.akt. |
P, w :
g x+g y=6 Y
[a[arxy Sr.ot[<— £= an
- 4\
L B e —
| let g a=a*x*y
in g x+tg y
a*x*y=4 —] x=2
a=2 y=1
a*xxy=2
=1

8.5 Ramki a rekordy aktywacji

Ramkom odpowiadaja w jezykach imperatywnych rekordy aktywacji. Rekord aktywacji to
porcja informacji towarzyszaca pojedynczemu wywotaniu procedury. W rekordach aktywacji
pamietane sa np. wartoéci zmiennych lokalnych. Rekordy aktywacji sa pamietane na stosie.
W momencie powrotu z wywolania procedury, zwiazany z nim rekord aktywacji jest niszczony.

Pokazemy na przykltadach, ze w naszym modelu obliczeniowym tak nie jest. Wynika to z
funkcyjnego charakteru jezyka oraz z tego, ze procedury moga by¢ wynikami procedur. Ramka,
zawierajaca lokalne definicje lub argumenty procedury, nie musi stawaé sie od razu zbedna,
gdyz moga na nig wskazywaé¢ wartosci proceduralne. Jesli spojrzymy na wszystkie ramki, to
nie tworza one listy ani stosu, ale drzewo (wskazniki na otaczajace srodowisko prowadza w
gore tego drzewa). Ramki, ktore trzeba trzyma¢ w pamieci, bo sa potrzebne, tez nie musza
tworzy¢ listy, tylko drzewo. Zjawisko to wystepuje np. wowczas, gdy wynikiem procedury jest
procedura majaca dostep do lokalnie zdefiniowanych symboli.

Przyklad: Niniejszy przyktad pokazuje sytuacje, gdy ramki powstale w czasie wywolania
procedury moga by¢ potrzebne po jego zakoriczeniu.

let £ x =
let gy=x*y
in g;;
let h = f 6;;
h7;;
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y | x*y ﬁi;ef— g y=x*y
in g

=0 < x*y=42
=
h7 9=
V £6
Sr.akt. h= f= Sr.ot.

x| 1ot g y=xry|
in g P,

.

Ramka zawierajaca definicje procedury g powstaje w wyniku wywotania £ 6, ale jest potrzebna
pdzniej, do obliczenia h 7.

Przykltad: Ponizszy przyktad ilustruje sposob przekazywania wielu argumentéw, tak jak to
jest realizowane — po jednym na raz.

let g x =
let
a=x%zx
in
fun y ->y + a;;
let h x = (g x) x;;
h 6;;

let a=x*x
in fun y->y+a

h 6 Y& x) x: V y+a=42
[x=6| | [x=6|— a=36|_ [y=6|
e, N
Sr.akt.—/ | h= g= Sr.ot. :-->( ) fui-, y->y+a

( (| F— y|y+a |
let a=x*x
[:IZE:EZE] X|in fun y—>y+a

8.6 Odsmiecanie

W przedstawionym modelu obliczen caly czas sa tworzone ramki i elementy struktur danych.
Co wiecej, jak widzieliSmy, nie mozemy usuwaé ramek powstatych na potrzeby definicji lokal-
nych i zastosowaé procedur po obliczeniu wynikéw, gdyz moga one byé nadal potrzebne. Gdy
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brakuje wolnej pamieci, uruchamiany jest proces odémiecania. Proces ten usuwa wszystkie te
ramki i elementy struktur danych, ktére nie sa dostepne i tym samym nie moga by¢ juz do
niczego potrzebne.

W tym celu przeszukuje sie strukture wskaznikows ramek i danych. Za punkt wyjscia stuza
wszystkie te srodowiska, w kontekscie ktorych sg aktualnie obliczane wyrazenia, plus aktualne
srodowisko globalne. Wszystkie te ramki i rekordy, ktore sa z nich dostepne (posrednio lub
bezposrednio) sa potrzebne. Natomiast te, ktore sa niedostepne, moga by¢ usuniete.

Obliczajac ztozono$é czasows programéw, mozemy pomingé koszt od$miecania. Zwykle
odsmiecanie jest tak zrealizowane, ze jego koszt zamortyzowany jest staly. Mozna go wliczy¢
w koszt czasowy tworzenia nowych ramek i rekordéw, obciazajac utworzenie kazdej ramki i
rekordu statym kosztem czasowym.

Obliczanie kosztu pamieciowego jest skomplikowane. Nalezy przesledzié¢ platanine powsta-
jacych ramek i rekordéow, sprawdzi¢, ktore sa w danym momencie niezbedne, a ktére moga
zosta¢ odsmiecone i okresli¢ minimalna wielko$¢ pamieci niezbednej do przeprowadzenia obli-
czenn. Dodatkowo mozemy przyjaé¢ konwencje, ze rozmiar danych nie wlicza sie do ztozonosci
pamieciowej. Wynika to z charakteru programowania funkcyjnego. Przekazane dane nie moga
by¢ modyfikowane przez program.

8.7 Rekurencja ogonowa

Przyktad: Ta definicja wyglada na ogonowa, jednak ...

let rec f an x =
if n=0 then x
else
let g x =ax
in
fg (1) (g=x);;
f (fun x ->x * (x+1)) 3 1;;

[[ TODO: rysunek ||
Dodatkowe ograniczenie na to kiedy mozemy stosowaé rekurencje ogonows: Jesli do ramki
prowadza (potrzebne) wskazniki, to nie mozemy zmieni¢ jej zawartosci.
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8.8 Deser

MAN, | SUCK AT THIS GAME .
CAN YOU GIVE ME_
A FEW POINTERS?

0x3A28213A

0x63392392C,

0x73$3532£.
| HATE YOU.

ast

http://xkecd.com/138/
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Wyktlad 9. Analiza kosztow
9.1 Rzedy funkcji
f(x) = @(9(33)) g Elcl,czereal,cl,02>0,n06natvn€nat,n2ngClg(n) < f(?’L) < CgQ(?’L)

f(.fE) = O(Q(ZE)) - E|c€7“eal,c>0,noEncntvnEnat,nZnoO < f(n) < Cg(n)

f(l') = Q(g(l‘)) ~ EICEreal,c>0,n0€natvn€nat,n2n00 < Cg(n) < f(n)
Dla funkcji nieujemnych zachodzg ponadto nastepujace fakty:

f(x) = O(g(x)) < f(x) = Qg(z)) A f(x) = O(g(x))
f(z) =Q(g(2)) & g(x) = O(f(x))
Przyktady: Jak sie maja do siebie funkcje:
e 1%+ 100000,

0.00000172,

o 4,

2211

)

e logyn,

o 2V/4n,
e n

e In(10n),
o 47

e nl

o 107,

e 0.

9.2 Przedstawienie kosztu jako funkcji

Koszt, to ilos¢ (okreslonego) zasobu potrzebnego do wyliczenia wyniku. Ilogé ta zalezy od
konkretnych danych. Jesli oznaczymy przez D zbiér mozliwych danych, to liczbe potrzebnych
zasobdéw mozemy okresli¢ funkcja ¢ : D — N.

Zwykle interesuje nas ilos¢ potrzebnych zasobéw w zaleznosci od okreslonego aspektu
danych, np.:

e rozmiaru danych,
e Tozmiaru macierzy,

e jesli dane to jedna liczba, to od samych danych,
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e doktadnosé przyblizenia (liczba miejsc dziesietnych).

Taki aspekt danych, wzgledem ktorego mierzymy koszt mozemy okresli¢ za pomocy funkcji p
Jak potaczy¢ te dwie funkcje? Dla okreslonego aspektu danych mozemy mieé¢ wiele réznych
kosztéw, zaleznie od wyboru konkretnych danych.

Goul:N = P(N)

Wybierajac koszt najmniejszy lub najwiekszy méwimy o koszcie pesymistycznym lub optymi-
stycznym. .
maxo gou~1: N — N

min o @’ouzl:N—>N

Takie funkcje mozemy juz poréwnywaé co do rzedéw wielkosci.
Jak mierzy¢ koszt $redni? D — zmienna losowa. Wowczas ¢(D) i u(D) tez sa zmiennymi
losowymi. Koszt $redni, to:

E(p(D) | p(D) =n)

Programy niedeterministyczne. Jesli program jest niedeterministyczny, to dla konkretnych
danych moze wymagaé nie tyle konkretnych ilodci zasobow, ale ilosci wymaganych zasobéw
tworza zbidér. Wowczas ¢ nie jest funkcja, ale relacja, a powyzsze wzory pozostaja bez zmian.

9.3 Koszt czasowy

Liczba elementarnych operacji potrzebnych do wyliczenia zadanej wartosci, jako funkcja [roz-
miaru| danych. Co to sa operacje elementarne:

e odczytanie wartosci symbolu ze srodowiska (stata, liczba) — 1,

e zastosowanie procedury do argumentéw — koszt obliczenia wszystkich elementow (w
tym procedury) + koszt wyliczenia tresci procedury -+ liczba elementéw kombinacji,

e procedury wbhudowane — koszt wyliczenia tresci = 1, chyba ze powiedziane inaczej,

e if — koszt obliczenia warunku + zaleznie od wyniku koszt obliczenia odpowiedniej
czesel + 1,

e \-abstrakcja (function) — 1,

e dopasowywanie wzorcOw match-with — obliczenie dopasowywanej wartoéci + taczna
dtugo$é¢ wzorcow + koszt obliczenia wyrazenia odpowiadajacego dopasowanemu wzor-
cowl.

e wyrazenie let-in — koszt wyliczenia definiowanych lokalnie wartosci + ich liczba +
wyliczenie po in,

e rekurencja — réwnanie rekurencyjne na kosztach.
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Przyklad: Nierekurencyjny przyktad z let:

let f =
let g x =3 * x
in
function x ->g (2 * x);;
£7;;

Przykltad: Koszt czasowy jako fukcja n:

let rec silnia n =
if n <2 then 1 else n * silnia (n - 1);;

9.4 Koszt pamieciowy

Liczymy pamieé¢ zajmowang przez ramki zawierajace potrzebne symbole, pamieé¢ zajmowana
przez tworzone wartosci plus pamieé¢ potrzebng do obliczania wyrazen. Na potrzeby tego
wyktadu, nie wliczamy danych, natomiast wliczamy wartosci posrednie i wynik. Co to znaczy
potrzebne symbole:

e wszystkie symbole widoczne w Srodowisku (nie przystoniete) sa potrzebne,

o jesli wartodcia potrzebnego symbolu jest procedura, to symbole wystepujace w srodowi-
sku wskazywanym przez te procedure sa potrzebne,

e jesli potrzebna jest warto$é¢ ztozona (np. lista lub para), to potrzebne sa rowniez jej
sktadowe.

Wartosci moga by¢ wspoétdzielone, tzn. na te sama warto$é moze wskazywacé kilka wskaznikow.
Wartodci:

e liczby, znaki i wartosci logiczne maja rozmiar 1,
e n-tka ma rozmiar n,

e lista ma rozmiar taki jak jej dlugosé¢ (a w przypadku list nieskoriczonych — liczba re-
kordow tworzacych liste) + laczne rozmiary elementow + 1,

e wariant — 1 + wielko$¢ ew. argumentu,

e warto$¢ proceduralna — 2x liczba argumentéow (nie liczymy kodu).

Brak ogélnej zasady obliczania kosztu pamieciowego. Nalezy przesledzié¢ sposéb obliczania
zgodnie z modelem Srodowiskowym i okresli¢ ile pamieci (maksymalnie) wymaga obliczenie.
Nalezy przy tym uwzglednié¢ wspotdzielenie wartodci i rekurencje ogonowa.

Mimo caltego skomplikowania liczenia kosztow, zwlaszcza pamieciowego, jest to proste.
Dziala tu zasada 80%*20%@. Poniewaz interesuje nas tylko rzad kosztu, mozemy stosowadé
uproszczenia juz w trakcie jego wyliczania, oszczedzajac sobie mase pracy:

4Zasada 80%20% mowi, ze 80% rezultatu mozna osiaggnac naktadem 20% pracy, a pozostale 20% rezultatu
wymaga 80% nakladow pracy. Zasada ta ma zastosowanie do bardzo wielu dziedzin, w tym do programowania.
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koszt stalty = ©(1),

e w rownaniach rekurencyjnych, opisujacych koszty funkcji rekurencyjnych, sktadniki nie
zawierajagce odwoltar rekurencyjnych mozemy zastapi¢ rownymi co do rzedu,

e czasami prosciej jest oszacowaé rzad funkcji niz ja doktadnie wyliczy¢,

koszt pamieciowy nie moze by¢ wiekszy niz koszt czasowy.

9.5 Przyklad: Potegowanie
Mozemy skorzystaé¢ ze wzordw:

bto= bt
o= 1

Co mozemy zaimplementowaé od razu jako:

let rec potega b n =
if n = 0 then 1 else b * potega b (n-1);;

Liczba krokoéw jest réwna n + 1, kazdy krok ma staly koszt i wymaga stalej ilosci pamieci.
Koszt czasowy i pamieciowy sa rzedu T'(n) = M(n) = O(n).
Koszt pamieciowy mozemy polepszy¢ do M (n) = ©(1) stosujac rekurencje ogonowa:

let potega b n =
let rec iter n a =
if n = 0 then a else iter (n-1) (ax*b)
in
iter n 1;;

przy czym iter n a = a - b". Koszt czasowy pozostaje jednak bez zmian.
Mozemy jednak skorzysta¢ z innego wzoru na potegowanie:

o= 1
b2n — (bQ)n
an—i—l — b b2n

ktory zapisujemy jako:

let potega b n =
let rec pot bn a =
if n = O then a
else if parzyste n then pot (square b) (n / 2) a
else pot (square b) ((n - 1)/2) (a * b)
in
pot bn 1;;

przy czym pot b n a = a - b". Mamy tutaj rekurencje ogonowsa, wiec koszt pamicciowy jest
staly, M(n) = ©(1). Jaka jest jednak liczba krokow? Mozna pokazaé¢ przez indukcje, ze jezeli
2F < n < 281 to algorytm wymaga k + 2 krokéw. Stad, T'(n) = O(logn).
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9.6 Przyklad: Algorytm mnozenia rosyjskich chlopow

Oto przyktad rekurencyjnego algorytmu mnozenia, ktéry byt uzywany przez chtopéw w pew-
nych obszarach Syberii do mnozenia w pamieci. Algorytm opiera sie na dwoch tozsamosciach:

g -2y dla =z parzystych
z-y=(rx—1)-y+y dla =z nieparzystych

x-y=

let razy x y =
let rec pom x y a =

if x = 0 then
a

else if parzyste x then
pom (x / 2) (2 xy) a

else
pom (x - 1) y (a +y)

in
if x >0 then
pom x y O
else

pom (-x) (-y) 0;;

Dzieki rekurencji ogonowej w procedurze pom ztozonosé pamieciowa tego algorytmu jest rzedu
O(1). (Inaczej nie datoby sie go stosowaé¢ do mnozenia w pamieci.) Pokazemy, ze zlozonosé
czasowa jest rzedu ©(max(log |x|,1)). Wystarczy, ze skupimy sie na procedur pom, gdyz narzut
wprowadzony przez procedure razy jest staly. Kazdy krok tej procedury dziata w stalym
czasie. Pozostaje pytanie, ile jest tych krokow?

Jedli x jest nieparzyste, to w kolejnym kroku jest parzyste. Przynajmniej w co drugim
kroku x jest parzyste. Jesli za$ jest parzyste, to w kolejnym kroku x maleje o potowe (z
wyjatkiem ostatniego kroku, gdy = = 0). Tak wiec krokow, gdy x jest parzyste jest co
najwyzej logx + 1, czyli ztozonosé czasowa jest rzedu O(max(log |z|, 1)).

7 drugiej strony, dla x nieparzystego, jego warto$é¢ maleje tylko o 1, a wiec liczba wszystkich
krok6éw nie moze by¢ mniejsza niz log x+1, czyli ztozonosé czasowa jest rzedu Q(max(log |z, 1)).
Reasumujac, ztozonosé czasowa jest rzedu O(max(log |z|,1)).

9.7 Przyklad: Brakujaca wartosé¢ na liscie liczb [Bentley]|

Rozwazmy nastepujacy problem: Mamy dana dodatnia liczbe catkowita n oraz liste mniej
niz n liczb calkowitych z zakresu od 1 do n. Z zasady szufladkowej Dirichleta wynika, ze
przynajmniej jednej liczby calkowitej od 1 do n musi na tej liscie brakowaé¢. Nalezy znalezé
jedng z takich brakujacych wartosci.

Mozemy tu zastosowaé technike bisekcji: Podzielmy przedzial od 1 do n na dwa przedzialy
(prawie) rownej wielkogci. W jednym z tych przedzialéw musi brakowaé jakiejs wartosci. Po-
dzielmy liste na dwie, w zaleznosci od tego, do ktérego przedzialu naleza elementy. Poréwnujac
dhugosé list, mozemy zawezi¢ poszukiwania do krétszego przedziatu i krotszej listy.

Jak to zwykle bywa w przypadku bisekcji, trzeba bardzo uwazaé na warunki brzegowe.
Jezeli dzielony przedzial zawiera nieparzysta liczbe elementéw, a listy uzyskane w wyniku
podzialu maja réwne dlugosci, to nalezy wybraé¢ wieksza ,,potéwke” przedziatu.
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let szukaj 1 n =
let rec binary 1 a b =
if 1 = [] then a
else
let c = (a+Db) /2
in
let 11 = filter (fun x ->x <= c¢) 1
and 12 = filter (fun x ->x >c) 1
in
if length 11 <= length 12 then
binary 11 a ¢
else
binary 12 (c+1) b

in
binary 1 1 n;;

Oszacowanie zlozonosci pamieciowej nie jest trudne. Dzieki rekurencji ogonowej, ztozonosé
pamieciowa jest taka, jak rozmiar przekazywanej listy, czyli M(n) = O(n).

Oszacowanie ztozonosci czasowej jest troche bardziej skomplikowane. Nie zmieniajac rzedu
zlozonodci, mozemy ja oszacowaé nieréwnoscig rekurencyjna:

(1) = 1
T(n) < n+7([3])
Stad T(n) <n+§+ 5+ 5+~ = 0(n). Z drugiej strony, koszt pierwszego wywotania

procedury binary jest rzedu ©(n). Stad T'(n) = ©(n).

9.8 Przyklad: Algorytm Euklidesa

9.8.1 Algorytm Euklidesa przez odejmowanie

let rec nwd x y =
if x = y then x else
if x >y then
nwd (x - y) y
else
nwd x (y - x)3;;

Dla z,y > 0 mamy (nwd = y) = NWD(x,y).

Jaka jest zlozonosé czasowa (ze wzgledu na n = x + y)? Liczba wykonywanych krokow
moze by¢ liniowa, np. dla (nwd x 1), czyli T'(n) = Q(n). Gorsza nie bedzie, bo z kazdym
krokiem maleje wartos¢ x + y, T'(n) = O(n), czyli T(n) = O(n). Mamy tu do czynienia z
rekurencja ogonowa, wiec ztozonosé pamieciowa jest stata, M(n) = ©(1).

9.8.2 Algorytm Euklidesa przez dzielenie

let nwd a b =
let rec e a b =
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if b = 0 then a else e b (a mod b)
in
if a >b then e a b else e b a;;

Jakie sa wymagania wobec argumentow? (max(a,b) > 0, min(a,b) > 0) Ile operacji arytme-
tycznych wykona ten algorytm (ze wzgledu na min(a, b))?

Lemat 1 (Lame). Oznaczmy przez (a;,b;) pary wartosci a i b, dla ktorych powyzszy algorytm
wykonugje i krokow. Wowczas b; > Fib;_1.

Dowadd. Dowdd indukceyjny.
1. jesli jeden krok, to by =0,
2. jedli dwa kroki, to b > 1,

3. jesli wiecej krokoéw, to (ar41,bry1) — (ak,brx) — (ar—1,bx—1), to ax = bry1, ap—1 = by,
bp—1 = ar mod by, czyli ay = qbp + bx—1 dla ¢ > 1, czyli bg1 > by + br—1.

O

Liczby Fibonacciego mozna przybliza¢ wzorem:

V5

czyli koszt czasowy T'(a + b) = O(log(a + b)). Z drugiej strony mamy

1+x/5>"
Fib,, =~

Fibys1 mod Fib, = (Fiby, + Fib,_;) mod Fib, = Fib,_;

czyli dla a = Fib, 41 1 b = Fib,, algorytm wykonuje n krokow. Stad T'(a + b) = O(log(a + b)).
Koszt pamieciowy ze wzgledu na rekurencje ogonowa wynosi M(n) = ©(1).

9.9 Algorytm Euklidesa przez parzystosé

Zastosowanie zasady dziel i rzadz.

let nwd x y =
let rec pom x y a =
if x = y then a * x
else if parzyste x && parzyste y then pom (x / 2) (y / 2) (2 * a)
else if parzyste x then pom (x / 2) y a
else if parzyste y then pom x (y / 2) a
else if x >y then pom (x - y) y a else pom x (y - x) a
in
pom x y 1;;
Algorytm ten wykorzystuje jedynie odejmowanie i mnozenie/dzielenie/modulo 2. Ze wzgledu
na zapis binarny liczb operacje te maja koszt O(dlugos¢ zapisu liczby), nawet dla bardzo

duzych liczb. Jakie sa wymagania wobec argumentéw? (a,b > 0) Ile operacji arytmetycznych
wykona ten algorytm?
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Oznaczmy przez (a;,b;) pary wartosci a i b, dla ktorych powyzszy algorytm wykonuje
1 krokéw. Mamy a;+1 > a;, biy1 > b;, by = a1 > 0. W pierwszych trzech przypadkach
ai+1bi+1 > 2a;b;. W czwartym przypadku a;1b;41 > 2a;-1b;—1. Przez indukcje pokazujemy,
ze ,
agb; > 27

Stad algorytm wykona O(log(ab)) = O(log max(a, b)) krokow.

7 drugiej strony, a;41 4+ biy1 < 2(a; + b;). Czyli a; + b; < 2071 (ay + by). Stad algorytm
wykona Q(log(a+b)) = Q(logmax(a,b)) krokow. Tak wiec algorytm wykona O (log max(a, b))
krokow.

Kazdy krok niesie ze soba staly koszt czasowy, stad koszt czasowy wynosi T'(max(a, b)) =
O(logmax(a,b)). Mamy tu do czynienia z rekurencja ogonowa, stad stata ztozonosé¢ pamie-
ciowa, M (max(a,b)) = O(1).

Jakie beda koszty algorytmu w przypadku dtugich liczb? (*dlugosé liczb)

9.10 Przyktad: Liczby Fibonacciego

Przyjrzyjmy sie réznym algorytmom liczenia liczb Fibonacciego. Najprostszy z nich, i zarazem
najmniej efektywny, opiera sie na rekurencyjnym wzorze definiujagcym liczby Fibonacciego.

Fibg =0 Fib; =1 Fiby, 1 = Fib,, + Fib,_1

let rec fib n =
if n <2 then n else fib (n - 1) + fib (n - 2);;

Jaka jest zlozonosé czasowa tego rozwiazania? Wyobrazmy sobie, ze obliczajac Fib,, rozwijamy
podana definicje rekurencyjng, az do uzyskania sumy zer i jedynek. Uzyskamy sume zawie-
rajaca Fiby, jedynek i nie wiecej niz Fib,, zer. Wiemy (z Matematyki dyskretnej), ze Fib,, ~
14+v5\"

<\2/5>. Tak wiec ztozonosé czasowa tego algorytmu to T'(n) = ©(Fib,) = © ((H—Q‘/g)n>
Poniewaz rekurencja w rozwiazaniu nie jest ogonowa, wiec ztozonos$é pamieciowa j est takiego
rzedu, jak gltebokosé rekurencji, czyli M(n) = ©(n).

Bardziej efektywny algorytm pamieta dwie kolejne liczby Fibonacciego i wykorzystuje
rekurencje ogonowa;

let fib n =
let rec fib_pom a b n =
if n = 0 then
a
else
fib_pom b (a + b) (n - 1)
in
fib_pom 0 1 n;;

Ze wzgledu na rekurencje ogonowa zlozonos¢ pamieciowa jest stata, M(n) = O(1). Iteracja
wykonuje n + 1 krokow, kazdy w stalym czasie, stad T'(n) = O(n).
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Jeszcze szybsze rozwigzanie uzyskamy wykorzystujac mnozenie macierzy i nastepujace

_ {0 1 Fib; \ _ (Fibiy1
F= (1 1) o (Fjbiﬂ) - (Fjbi+2
0 Fib Fib,_1 Fib
n _ n n __ n n
Fx (1) - <F1'bn+1> F= ( Fib, Fian)
Problem sprowadza sie do obliczenia macierzy F™, co mozemy zrobi¢ analogicznie do potego-

wania liczb. Poniewaz macierze 2 X 2 mnozy¢ w czasie stalym, uzyskujemy ztozonosé czasowa
T(n) = ©(logn). Dzigki rekurencji ogonowej, ztozonos¢ pamieciowa jest stata, M(n) = O(1).

tozsamoscl:

let mnoz ((x11,x12),(x21,x22)) ((y11,y12),(y21,y22)) =
((x11 * y11 + x12 * y21,x11 * y12 + x12 * y22),
(x21 * y11 + x22 * y21,x21 * y12 + x22 * y22));;

let square x = mnoz x X;;
let £ = ((0,1),(1,1));;
let id = ((1,0),(0,1));;

let potega b n =
let rec pot bn a =
if n = 0 then a
else if parzyste n then pot (square b) (n / 2) a
else pot b (n - 1) (mnoz a b)
in
pot b n id;;

let fib n =
let ((_,v),_) = potega f n
in v;;

9.11 Przyklad: logarytm catkowitoliczbowy

Rozwazmy nastepujacy problem: Dana jest dodatnia liczba catkowita n. Nalezy obliczy¢
logarytm catkowitoliczbowy przy podstawie 2 z n, czyli [logy n]. Najprostsze rekurencyjne
rozwigzanie tego zadania ma postac:

let rec int_log n =
if n = 1 then O
else 1 + int_log (n / 2);;

Z kazdym krokiem iteracji n jest dzielone przez 2. Krokéw tych nie bedzie wiecej niz logy n+1,
przy czym dla n = 2* jest ich doktadnie tyle. Czyli zlozonosé¢ czasowa jest rzedu T'(n) =
O(logn). Poniewaz rekurencja nie jest ogonowa, zlozono$¢ pamieciowa jest taka sama, jak
czasowa M (n) = ©(logn).

Ztozonos¢ pamieciowa tatwo poprawi¢ do M(n) = ©(1), stosujac rekurencje ogonowa:
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let int_log n =
let rec pom n a =
if n = 1 then a
else pom (n / 2) (a + 1)
in pom n O;;

To rozwiagzanie mozna dalej polepszy¢. Pomyslmy o zapisie binarnym liczby |log,n].
Powiedzmy, Ze najstarszy bit tej liczby znajduje si¢ na pozycji i. Liczbe ¢ mozemy wyznaczy¢
poréwnujac n z liczbami postaci 21, 22,24, ..., 22", 22" Znajac liczby i, 2% oraz 22" korzystamy

7 tozsamosci: n

llogy ] = 2" + [logy 52

i sprowadzamy problem do obliczenia |log, 2’; |

let int_log n =
let rec pom i j k m acc =
if m = 1 then acc
else if square k >m then
pom 0 1 2 (m / k) (acc + j)
else
pom (i+1) (2*j) (square k) m acc
in pom 0 1 2 n O;;

Dla procedury pomocniczej pom spelniony jest nastepujacy niezmiennik: j = 2¢, k = 27,
k <= m, oraz nastepujacy warunek koncowy: pom i j k m acc = acc + |logym].
Wyznaczenie pozycji ¢ najstarszego bitu wyniku wymaga ¢ + 1 krokéw. Wyznaczajac
kolejny bit wyniku nie korzystamy z wczesniej obliczonych wartosci, tylko wyznaczamy go od
poczatku, jako najstarszy bit liczby #, itd. Stad ztozonos¢ czasowa algorytmu jest rzedu:

loglogn+1

T(n)=0 ( Z z) = O((loglogn)?)

i=1

7 drugiej strony, dla n = 2% ~! taki czas dzialania jest osiagany, czyli T(n) = O((loglogn)?).
Dzieki zastosowaniu rekurencji ogonowej ztozonos¢ pamieciowa jest rzedu M(n) = O(1).

ZYozonosé czasowa mozna jeszcze polepszyé. Wyznaczajac pozycje ¢ najstarszego bitu wy-
niku obliczamy liczby 2',22,24, ..., 22i, 220 Jedli je zapamietamy, to mozemy je wykorzystac
do wyznaczenia kolejnych bitow wyniku. Podzielmy algorytm na dwie fazy. W pierwszej (pro-
cedura gen) generujemy ciag (liste) par liczb postaci [(2¢,2%);...(4,2%);(2,2%);(1,2Y)]. W
drugiej fazie (procedura scan), korzystajac z takiego ciggu par, wyznaczamy wynik, w kolej-
nosci od jego najstarszego bitu do najmtodszego.

let int_log n =
let rec gen i j k acc =
if k >n then acc
else gen (i+1) (2*j) (square k) ((j,k) :: acc)
and scan 1 m =
match 1 with
(] ->0 |
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(G,kK)::t >
if k <= m then
j +scant (m/ k)
else
scan t m
in scan (gen 0 1 2 [1) n;;

Dla procedury pomocniczej gen spelniony jest nast¢pujacy niezmiennik: j = 20k = 27,
VE <= n, ace = [(2071,2271);...(2,22); (1,2Y)], oraz warunek koficowy: gen i j k acc =
acc + [logym]. Dla procedury pomocniczej scan spelniony jest nastepujacy niezmiennik:
1= [(29,22);...(2,2%); (1,2Y)], m < 22", oraz nastepujacy warunek koncowy: scan | m =
|logy m]. Ztozonosé czasowa (obu procedur pomocniczych, oraz catego algorytmu) jest rzedu
T(n) = O(loglog |n|). Ze wzgledu na rozmiar konstruowanej listy oraz brak rekurencji ogono-
wej w procedurze scan, ztozono$¢ pamieciowa jest rowniez rzedu M (n) = O(log log |n|).

Mamy tu do czynienia z polepszeniem zlozonosci czasowej kosztem pogorszenia ztozono-
ci pamieciowej (ang. time-memory trade-off ). Zwykle, bardziej zalezy nam na polepszeniu
zlozonodci czasowej, niz pamieciowej. Tak wiec to rozwiazanie jest lepsze od poprzedniego.

A czy mozemy je jeszcze polepszy¢? Tak, mozemy zbi¢ zlozonos¢ pamieciowa do M(n) =
O(1). Problem polega na tym, ze o ile tatwo mozemy przejs¢ od liczb i,2% 22" do liczb
v+ 1,2i+1,22i+1, o tyle przejscie w druga strone nie jest juz takie proste. Rozwiazanie
polega na tym, aby rozpatrywaé liczby postaci i, Fib;, Fibiyq, 2FPi 2Fibit1  Podobnie jak
poprzednio, mamy dwie fazy. W pierwszej (procedura gen) generujemy taki zestaw liczb
i, Fib;, Fib;yq, 2FPi 2Fibit1 56 9Fibi < < 2Fibit1 W drugiej fazie (procedura scan), ko-
rzystajac z takiego zestawu liczb, wyznaczamy wynik. Jezeli pomyslimy o zapisie wyniku w
systemie Zeckendorfaﬂ to druga faza wyznacza kolejne cyfry wyniku w kolejnosci od najbar-
dziej, do najmniej znaczacej.

let int_log n =
let recgeni jklm-=
(* j = Fib_i,k = Fib_(i+1),1
if m >n then
scan i jk1mnO
else
gen (i+1) k (j+k) m (1*m)
and scan i j k 1 m nn acc =
(* j = Fib_i,k = Fib_(i+1),1
int-log nn *)
if nn = 1 then acc
else if 1 <= nn then
scan (i-1) (k-j) j (m/1) 1 (nn/1) (acc+j)
else
scan (i-1) (k-j) j (m/1) 1 nn acc

2°Fib_i,m = 2°Fib_(i+1), 1 <= n,x*)

2°Fib_i,m = 2°Fib_(i+1), m >nn,int-log n = acc +

in
gen 1 112 2;;

Dla procedury pomocniczej gen spetniony jest nastepujacy niezmiennik: j = Fib;, k = Fib;;1,
[ = 2Fibi 'y = 2Fibis1 | < p oraz warunek koncowy: gen i j k I m = [logyn|. Dla

5System binarny, w ktorym i-ty bit ma wage Fib;11. W systemie tym zadne dwie jedynki nie sasiaduja ze
soba.
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procedury pomocniczej scan spelniony jest nastepujacy niezmiennik: 5 = Fib;, k = Fib;11,
I = 2Fibi = 2Fibivi 'y > np, |logyn| = acc + |logynn|, oraz nastepujacy warunek
koricowy: scan i j k Il m nn acc = |logynn| + acc. Poniewaz ciag liczb Fibonacciego rosnie
wyktadniczo szybko, zlozonosé czasowa (obu procedur pomocniczych, oraz calego algorytmu)
jest rzedu T'(n) = O(loglogn). Dzieki zastosowaniu rekurencji ogonowej ztozonosé pamieciowa
jest rzedu M (n) = ©(1).

9.12 Test na liczby pierwsze

Jak sprawdzi¢ czy dana liczba jest liczba pierwsza? Nalezy sprawdzié¢, czy ma jakie$ dzielniki,

do v/n.

let min_dzielnik n =
let rec dziel k =
if square k >n then n
else if (n mod k) = O then k
else dziel (k + 1)
in
dziel 2;;

Dzieki rekurencji ogonowej koszt pamieciowy jest staly. Liczba krokéw nie przekracza /n,
czyli ztozonosé czasowa jest rzedu O(y/n).

9.13 Test Fermata i Millera-Rabina
Oto algorytm Millera-Rabina sprawdzania, czy dana liczba jest pierwsza.

Tw. 1 (Male twierdzenie Fermata). Jesli n jest liczbg pierwszq, a a jest dowolng dodatnig
liczbg mniejszq niz n, to a® ' =1 mod n.

Whiosek: jesli 1 < a <n—1ia" ' # 1 mod n, to n nie jest liczba pierwsza. Nie-
stety istnieja takie liczby n, ktére nie sa pierwsze, ale dla kazdego 1 < a < n — 1 zachodzi
a”'=1 mod n. Liczby takie nazywamy liczbami Carmichaela. Oto kilka pierwszych liczb
Carmichaela: 561, 1105, 1729.

Fakt 1. Jesli n ma nietrywialny pierwiastek 1, czyli istnieje takie 1 <k <n—1, ze k> =1
mod n, ton nie jest liczbg pierwszg.

Dowdd. Niech p bedzie tym nietrywialnym pierwiastkiem. Woéwczas (p—1)-(p+1) = p*>—1 = 0.
Roéwnoczesnie p—1 #£ 01ip+1 # 0, a wiec Z, nie jest cialem, czyli n nie jest liczba pierwsza. [

Przykltad: Wezmy n = 15. Ewidentnie 15 = 3-5 nie jest liczba pierwsza. Mamy nastepujace
pierwiastki jedynki: 12=1=1 mod 15,4°=16=1 mod 15,112 =121=1 mod 15,
142 =196 =1 mod 15. Przy tym 4 i 11 nie sa trywialnymi pierwiastkami z 1.

Nasz algorytm polega na wylosowaniu liczby a i sprawdzeniu, czy spelnione jest tw. Fer-
mata. Ponadto obliczajac a”~! mod n szukamy nietrywialnych pierwiastkow z 1. Jezeli
oba kryteria sg spelnione, przyjmujemy, ze n jest pierwsze. Mozemy sie pomyli¢, fatszywie
przyjmujac, ze n jest pierwsze.

126



Obliczajac a™*

trywialnymi pierwiastkami z 1. Przypadki, gdy natrafiamy na taki pierwiastek sygnalizujemy
podnoszac wyjatek.

mod n sprawdzamy wszystkie pojawiajace sie wartodci, czy nie sa nie-

exception Pierwiastek;;

let rec expmod b k n =
let test x =
if not (x = 1) && not (x = n - 1) & (square x) mod n = 1 then
raise Pierwiastek
else
X
in
if k = 0 then 1 else
if parzyste k then (square (test (expmod b (k / 2) n))) mod n
else ((test (expmod b (k-1) n)) * b) mod n;;

Mozna pokazaé, ze jezeli n jest liczba nieparzysta i nie jest liczba pierwsza, to przynajmniej
dla polowy 1 < a < n — 1 obliczenie ¢! mod n odkryje nietrywialny pierwiastek 1. Tak
poprawiony test Fermata jest znany jako test Millera-Rabina.

let randtest n =
if parzyste n then

n=2
else if n = 3 then true
else

try

expmod (Random.int (n-3) + 2) (n-1) n =1
with Pierwiastek ->false;;

Z pewnym prawdopodobieristwem test ten moze stwierdzié, ze liczba, ktora nie jest pierwsza,
jest pierwsza. Sprobujmy oszacowaé prawdopodobienistwo pomylki. Zalézmy, ze n nie jest
liczba pierwsza i n > 3. Dodatkowo zatézmy, ze dla wylosowanego a spelnione jest kryterium
Fermata. Prawdopodobienistwo pomytki mozemy oszacowaé z gory prawdopodobienistwem po-
mytki testu na nietrywialne pierwiastki z 1. To prawdopodobienistwo nie przekracza natomiast
%. Tak wiec test ten z prawdopodobienistwem co najmniej % daje poprawna odpowiedz (a tak
naprawde z duzo wiekszym), a z prawdopodobieristwem nieprzekraczajacym % uzna liczbe,
ktora nie jest pierwsza, za pierwsza.

Powtarzajac taki test k zmniejszamy prawdopodobieristwo btedu ponizej (%)k Jesli chcemy
by¢ pewni wyniku 2z prawdopodobienistwem p, to powtarzamy ten test
—logy(1 — p) razy. Koszt pojedynczego testu, pamieciowy i czasowy, jest rzedu ©(logn).
Poniewaz liczba powtorzen testu jest stata, wiec koszt catego algorytmu jest rzedu ©(logn).

[[Rozwinaé: gotowe zestawy wartosci a, ktore wystarczaja dla ograniczonych int-ow.||

9.14 Algorytmy Monte Carlo i Las Vegas
Rozrézniamy dwie klasy algorytmoéw randomizowanych:
e Monte Carlo — zlozonos¢ zawsze dobra, ale z maltym prawdopodobieristwem moze dawaé

zte wyniki, lub wyniki nieznacznie zaburzone,
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o Las Vegas — zawsze daje dobre wyniki, ale z malym prawdopodobieristwem dziata
dtuzej; srednia ztozonosé¢ musi by¢ OK.
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Cwiczenia
1. Piramida to ostrostup, ktorego podstawa jest kwadratem, a boczne $ciany to tojkaty
rownoboczne. Zlecono Ci pomalowanie bocznych $cian piramidy. Malujac piramide,
mozesz wziaé ze soba wiaderko farby, ktére starcza na pomalowanie 1m? powierzchni,
co trwa 1 minute. Zaréwno wejscie na wysoko$é h metréw, jak i zejécie na doét, trwaja
po % minut. Podstawa piramidy ma dtugo$é¢ n metrow. Podaj, jakiego rzedu jest czas
potrzebny do pomalowania catej piramidy.

2. Jaka jest asymptotycznie energia potencjalna (wypekionej) piramidy?

3. Jedziesz w ciemnosci samochodem. W odlegltoéci n metréw przed samochodem idzie
pieszy. Jak ilo§é §wiatla, ktéra dociera do oczu kierowcy zalezy od n?

e Jezeli pieszy nie ma odblaskéw, nie jest cialem doskonale czarnym i rownomiernie
rozprasza padajace na niego $wiatto.
e Jezeli pieszy ma (idealny) odblask, ktory padajace na niego $wiatto odbija doktad-

nie tam skad ono pada (a kierowca ma reflektory w oczach).

4. Zastanéwmy sie, jaka energia jest potrzebna do napompowania kota rowerowego. Dla
ustalonej objetosci detki, jakiego rzedu jest ta energia w zaleznosci od ci$nienia?

5. Cisnienie powietrza jest takie, jak ciezar stupa powietrza naciskajacego z gory. Chcemy
sie wznies¢ na taka wysokos¢, na ktorej cisnienie powietrza nie przekracza p. Jakiego
rzedu jest to wysoko$é?

6. Dana jest para funkcji f i g, z liczb catkowitych w liczby catkowite. Wiadomo, ze f jest
Scisle rosnaca, a g jest Scisle malejaca. Napisz taka procedure znajdz : (int — int)
— (int — int) — int, ze dla w = znajdf g, mamy:

|f(w) = g(w)| = min [ £ (@) — ()]

1€EZ
Mozesz zalozy¢, ze istnieja takie liczby catkowite i 14/, ze f(i) < g(i) oraz f(i') > g(i').
Podaj ztozonosé czasowa i pamieciowa swojego rozwiazania.

7. Dana jest implementacja funkcji sprawdz o tresci:

let sprawdz (a:int) =
let n = 777

in if a <n then -1 else if a = n then O else 1;;

W tej implementacji pod 777 zostala ukryta pewna liczba catkowita. Napisz funkcje
znajdz, ktéra odwolujac sie do funkcji sprawdz, znajdzie te liczbe calkowita. Podaj
ztozono$é czasows i pamieciowa rozwiazania.

Uwaga: Zaktadamy, ze typ int reprezentuje dowolne liczby catkowite. W szczegblnosci
nie mozna zaktadaé, ze typ int jest skoriczony i tym samym uzywaé statych takich jak
max_int.
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8. |[CEOI 2003, uproszczone zadanie Hanoi] Wiadomo (z EMD), ze zeby przelozy¢ n kraz-
kéw w tamigtowce ,wieze Hanoi” trzeba wykonaé 2™ — 1 ruchéw. Napisz procedure
hanoi: int list -> int -> int, ktora dla zadanej konfiguracji krazkoéw oraz stupka,
na ktérym poczatkowo znajduja sie wszystkie krazki wyznaczy minimalng liczbe ruchéw
potrzebnych do uzyskania danej konfiguracji.

Stupki sg reprezentowane jako liczby catkowite od 1 do 3. Konfiguracja to lista numeréw
stupkéw, na ktérych maja sie znalezé krazki, w kolejnosci od najwiekszych krazkéow do
najmniejszych.

9. |VIII OI, zadanie Larcuch| (Przynies¢ i pokaza¢ chinski laricuch.) W jednym ruchu
mozna zawsze zdjaé lub zalozyé pierwsze ogniwo lancucha. Ponadto, jezeli zdjete sa
ogniwa o numerach 1,2,..., k—2, ogniwo nr k—1 jest zatozone, to w jednym ruchu mozna
zdjaé lub zalozy¢ ogniwo nr k. Poczatkowo wszystkie ogniwa taricucha sa zalozone.
Napisz procedure, ktoérej wynikiem jest lista ruchéw prowadzacych do zdjecia n ogniw
taricucha. Oblicz ztozonosé czasowa i pamieciowa rozwiazania. Jesli ztozonosé czasowa
jest wieksza od pamieciowej (©(2")), to popraw program uzywajac akumulatora i nie
uzywajac sklejania list.
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Wytyczne dla prowadzacych éwiczenia

Ad. [ Oczywiscie jest to ©(n?). Wyobrazmy sobie pomalowany fragment $ciany piramidy.
Jego pomalowanie zajmuje czas proporcjonalny do pionowego wycinka piramidy wyzna-
czonego przez ten fragment Sciany. Tak wiec pomalowanie calej piramidy zajmuje czas
proporcjonalny do jej objetosci.

Ad. 9 Jesli ztozonosé czasowa jest wieksza od pamieciowej (O(2™)), to nalezy poprawié¢ pro-
gram uzywajac akumulatora i nie uzywajac sklejania list.
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Wyktad 10. Zasada ,dziel i rzadz” i analiza zlozonosci na przy-
kladzie algorytmow sortowania

Sformutowanie problemu. Dany jest ciag n elementéw, ze zbioru (nieograniczonej mocy),
na ktorym jest okreslony porzadek liniowy < i (oprocz definiowania wartosci) jest to jedyna
dostepna operacja na elementach. Nalezy utworzyé uporzadkowany ciag elementéw, bedacy
permutacja danego ciaggu. Koszt por6wnania elementéw jest staty. Chcemy oszacowaé koszt
pesymistyczny sortowania.

Eliminacja algorytméw randomizowanych Jedli nasz algorytm jest randomizowany, to
ustalamy z gory ciag losowanych liczb i analizujemy go, jak deterministyczny.

Drzewa decyzyjne Ustalmy n. Drzewo decyzyjne to drzewo binarne. W weztach we-
wnetrznych mamy operacje poréwnania elementéw na konkretnych pozycjach. W lisciach sa
permutacje okreslajace wyniki sortowania. Obliczeniu odpowiada przejscie Sciezki od korzenia
drzewa do liscia.

Fakt 2. Jesli drzewo binarne ma k lisci, to jego wysokosé jest niemniejsza niz logs k.

/\

A/

Rysunek 1: Przynajmniej jedno z poddrzew drzewa binarnego zawiera przynajmniej potowe
lisci drzewa.

Dowdd. Dowdd przebiega indukcyjnie po liczbie lisci.
1. k = 1: Drzewo ma tylko jeden wezel — lis¢.

2. k > 0: Jedno z poddrzew ma przynajmniej (g] ligci (rys. . 7 zatozenia indukcyjnego,
ego wysokosé jest niemniejsza niz logy % Stad cate drzewo ma wysokosé przynajmniej
logs k.

O
Lemat 2. 3" - n! > n”

Dowadd. Dowdd przebiega indukeyjnie.
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1. Dlan =1 mamy 3 > 1.

2. Dla n > 1 mamy:

3" nl(n 4+ 1)

AV AVARLV]
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|
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+
=
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3
Il
)
+
=
3
+
—

Tw. 2. Pesymistyczny koszt sortowania jest rzedu Q(nlogn).

Dowadd. Rozpatrujemy wszystkie mozliwe wykonania naszego algorytmu dla ciagu n réznych
elementéw. Przebieg obliczenia zalezy tylko od poréwnan tych elementéw. Wszystkie takie
obliczenia mozemy przedstawi¢ sobie w postaci drzewa decyzyjnego, w ktérego weztach mamy
poréwnania danych elementéow.

Drzewo to ma co najmniej n! lisci, gdyz mamy n! mozliwych wynikéw. Z lematu i faktu
wynika, ze wysoko$é¢ drzewa h

n

h > logyn! > log, (;ln) = nlog, (g) = Q(nlogn)

Analiza kilku algorytméw sortowania. Jak realizujemy zasade dziel i rzadz.

10.1 Selection sort

Podzial: wybér maksimum + posortowanie krétszego ciagu + sklejenie.

let select_max (h::t) =
fold_left
(fun (m,r) x ->if x >m then (x,m::r) else (m,x::r))

(h, 1) t;;

let selection_sort 1 =
let przenies (s,l) =
let (m,r) = select_max 1
in (m::s,r)
in
iteruj
aa,n
przenies
(fun (_,1) ->1 = [1)
(fun (s,.) ->s);;
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Maksimum w liScie n-elementowej mozemy znalezé w czasie O(n). Stad zlozonosé czasowa
tego algorytmu wynosi:

T00) = ©()
T(n) = On)+Tn—-1) = ©O(n?

W kazdym kroku iteracji pamietamy dwie listy, na ktorych razem jest n elementow. Ze wzgledu
na rekurencje ogonowa, uzyskujemy zlozonos¢ pamieciowa rzedu M(n) = O(n). Biorac pod
uwage wielko$é wyniku, jest to ztozonosé optymalna.

10.2 Insertion sort

Podzial: posortowanie krotszego ciggu + wstawienie jednego elementu do posortowanej listy.

let wstaw 1 x =
(filter (fun y ->y <= x) 1) @
(x :: (filter (fun y ->y >x) 1));;

let insertion_sort 1 = fold_left wstaw [] 1;;

Ztozonos¢ czasowa wstaw jest liniowa ze wzgledu na dlugosé przetwarzanej listy, a zlozonos$é
czasowa insertion_sort jest rzedu:

T00) = ©()
T(n) = T(n—1)+06(n) = 0O(n?

Ztozonos¢ pamieciowa jest rzedu M(n) = O(n), gdyz w kazdej chwili pamietamy tylko kilka
list o o tacznej dtugosci rzedu O(n).

Mozna tez poprawié¢ troche ztozonosé tego algorytmu. Inwersjg w ciagu [z1;To;. . .;xy)
nazywamy kazda taka pare indeksow 1 < ¢ < j < n, dla ktérej x; > x;. Oznaczmy przez
1 liczbe inwersji w danym ciaggu do posortowania. Wszystkich mozliwych par indekséw do
rozwazenia jest nn=) - Jeseli dany ciag jest malejacy, to i = @ Tak wiec i = O(n?). Z
drugiej strony, dla ciagu rosnacego mamy i = 0.

Przyjrzyjmy si¢ nastepujacej wersji sortowania przez wstawianie:.

let wstaw x 1 =
let rec wst a x 1 =
match 1 with
0 ->rev(x::a) |
h::t ->
if x >h then wst (h::a) x t
else rev (x::a) @1
in wst [] x 1;;

let insertion_sort 1 = fold_right wstaw 1 [];;

W kazdym kroku iteracji w procedurze wst pozbywamy si¢ jednej inwersji zwiazanej z ele-
mentem x. Stosujgc taki algorytm wstawiania otrzymujemy sortowanie dzialajace w czasie
O(n+1). Oczywiscie liczba inwersji moze byé rzedu ©(n?). W nastepnym punkcie zobaczymy
zastosowanie takiej implementacji sortowania przez wstawianie.
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10.3 Sortowanie Shella

She sells sea shells on the sea shore;

The shells that she sells are sorted I'm sure.

She shall sort sea shells with a Shell-sort, though. So that the shells are Shell-sorted sea
shore shells.

... Sortowanie Shella to uogoélnienie sortowania przez wstawianie. Sktada sie on z wielu faz.
W kazdej fazie dzielimy ciag na k krotszych ciagéw, kazdy ztozony z co k-tych elementéw. Na
przyklad dla k = 2 mamy dwa ciagi, jeden ztozony z elementéw na parzystych pozycjach i jeden
ztozony z elementéw na nieparzystych elementéw. Kazdy z k ciggéw sortujemy niezaleznie,
za, pomocy sortowania przez wstawianie.

Na faze sortowania mozna tez spojrzeé¢ tak: Elementy sortowanego ciagu wpisujemy wier-
szami do tabeli o k£ kolumnach, nastepnie kazda kolumne sortujemy za pomoca sortowania
przez wstawianie, po czym odczytujemy elementy wierszami.

W rezultacie uzyskujemy ciag (z1,...,%,), ktory jest k-posortowany, tzn. x; < x4y dla
1 <4 < n—k. Naszym celem jest uzyskanie ciagu posortowanego, czyli 1-posortowanego.
W kolejnych fazach parametr k jest coraz mniejszy, az w ostatniej fazie mamy k = 1. Tym
samym oczywiste jest, ze uzyskujemy ciag posortowany. Po co wiec poprzedzajace fazy?
Koszt sortowania przez wstawianie jest niewielki, jezeli sortujemy ciag, ktéry jest juz ,prawie
posortowany”. Idea sortowania Shella polega na tym, ze w kazdej kolejnej fazie sortujemy
przez wstawianie wlasnie takie ciagi, ktore sg ,prawie posortowane”.

Pozostaje pytanie, jaki powinien by¢ cigg wartosci k7 Jest to skomplikowany problem i nie
wszystko wiadomo o zwiazkach miedzy ciagiem wartosci k, a ztozonoscia czasowa algorytmu
Shella. Pozadane jest, aby cigg ten mial nastepujaca wtasnosé: jesli ciag posortowany co k
posortujemy co k', to nadal pozostanie on posortowany co k. Dobre znane ciagi, to:

o ..., 121,40,13, 4,1 — ki = 3hiy1 + 1,
e ....31,15, 7,3, 1— ki = 2hj1 + 1.

Dla tego drugiego ciagu algorytm Shella ma zlozonoéé czasowa ©(n').
[N.Wirth, Algorytmy + Struktury danych = Programy]|
[D.Knuth, Sztuka programowania| [[Implementacjal]

10.4 Sortowanie przez scalanie

Idea algorytmu — podziel liste, posortuj powstate listy i scal je. Realizacja:

let rec merge_sort 1 =
let split 1 =
fold_left (fun (11,12) x ->(12,x::11)) (00,[1) 1
and merge 11 12 =
let rec mrg a 11 12 =
match 11 with
(1 ->(rev a) @ 12 |
(hl::t1) ->
match 12 with
1 ->(rev a) @ 11
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(h2::t2) ->
if hl >h2 then
mrg (h2::a) 11 t2
else
mrg (hl::a) t1 12
in
mrg [] 11 12

in

match 1 with
a0 >0l
[x] ->[x]|
_ >
let
(11,12) = split 1
in
merge (merge_sort 11) (merge_sort 12);;

Analiza zlozonosci.

Czas: Kazda faza wymaga liniowego czasu plus dwa razy wywotuje fazy dla swoich potéwek.

Czyli dla n = 2F mamy:
n k
T(n) = ©(2n) 42T (5)) = 2271 =2(k+1)n =0O(nlogn)
=0

Mozna pokazaé, ze T'(n) jest monotoniczna, a wiec T'(n) = O(nlogn) dla dowolnych n,
co jest optymalne.

Pamieé: Rozwazmy ile pamieci jest zajetej przy najwiekszym zaglebieniu rekurencyjnym. Mamy

liste do posortowania (n), jej dwie poloéwki, dla drugiej wywolanie rekurencyjne (%),
pierwsza potéwka jest juz posortowana (%), a druga jeszcze nie. Analogicznie, jedna z
potowek jest podzielona na dwie éwiartki, a jedna z é¢wiartek jest juz posortowana, itd.

W efekcie uzyskujemy optymalng ztozono$é pamieciows:

M(n) =15n+M(n/2) <15 2% = 0(n)
k>0
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Cwiczenia

1.

Tomek ma zabawke, z ktérej wystaja drewniane stupki réznej wysokosci. Jednym ude-
rzeniem mlotka moze wbié¢ lub wysunaé¢ wybrany stupek o 1.

Napisz procedure stupki, ktora dla danej listy poczatkowych wysokosci stupkéw obliczy
minimalna liczbe uderzen mlotka potrzebnych do wyréwnania wysokosci stupkow.

Dysponujemy pewna pula wolnych blokéw pamieci. W tych blokach musimy umiescié
pewien zestaw zmiennych, przy czym:

e w jednym bloku moze znajdowaé sie co najwyzej jedna zmienna,

e blok, w ktérym znajduje sie dana zmienna nie moze by¢ od niej mniejszy.
Napisz procedure da_sie: int list — int list — bool, ktéra na podstawie listy

wielko$ci wolnych blokéw oraz listy wielkosci zmiennych ustali, czy da sie rozmiescié
zmienne w blokach.

Napisz funkcje elementy : @ 1list — int list — « list, ktora dla list [x1;x9;. .., 2]
i [y1;y2; ... Ym]) zwraca liste [y, Ty,; ... Xy, |. Mozesz zalozy¢, ze liczby caltkowite y;
w drugiej lidcie sa z przedziatu [1,n|, gdzie n oznacza dtugosé¢ pierwszej listy.

[IT OI] Napisz procedure trojkat : int 1list — bool, ktora dla danej listy [x1; zo; . . . ; Ty
dodatnich liczb catkowitych sprawdzi, czy lista zawiera trojke elementow x;, x; i zj, (dla
i #j,j #k,i+# k) spelniajacych nierownosé trojkata, tzn.:

2- max(xi,:cj, z) < m; + Tj+ Tk

Podaj ztozonosé czasowa i pamieciowa swojego rozwiazania. (Uwaga: Jezeli liczby cal-
kowite maja ograniczony zakres, to mozna to zadanie rozwiaza¢ w stalym czasie.)

Dana jest (niepusta) lista [x1;22;. .. ;2] oraz liczba d. Szukamy takich elementow x; i
xj, dla ktorych wartos¢ |z; — x| jest jak najblizsza d (tzn. wartosé¢ ||z; — ;| — d| jest
minimalna).

Napisz procedure réznica : int list — int — int, ktéra dla danej listy oraz
wartosci d wyznacza roznice elementoéw |z; — x| najblizsza d.

Podaj ztozonosé czasowa i pamieciows swojego rozwiazania.

Napisz procedure przedziat : int list -> int -> int, ktora dla danej listy [z1;. .. zy]
oraz dla liczby catkowitej r > 0 obliczy taka liczbe catkowita ¢, ze |{i : |z; — ¢| < r}| jest
maksymalne.

Przyktad: przedziat [2; -2; 5; -1; 11; 8; 4; 5; 8; 7] 2 = 6.

Dana jest lista liczb rzeczywistych [z1;x2;...;zy]. Napisz procedure przektadaniec,
ktorej wynikiem jest taka permutacja [z,,; Tp,; - . .; p,] danej listy, dla ktorej suma

n—1
Z ’xpi+1 - xpi‘
i=1

jest najwieksza.
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8. System —2-kowy jest podobny do systemu binarnego, ale podstawa tego systemu jest
liczba —2. Sa dwie mozliwe cyfry: 01 1. Ciag cyfr postaci cgci_1 ... c1co reprezentuje
liczbe Zf:o c;(—2). Na przyklad, liczbe 42 reprezentujemy jako 1111110_5. Przyjmu-
jemy, ze lista pusta reprezentuje 0.

(a) Napisz procedure inc : int list — int list, ktora dla danej listy bedacej repre-
zentacjg liczby x, wyznaczy reprezentacje liczby x + 1.

(b) Napisz procedure dodawanie : int list — int list — int list, ktora dla da-
nych dwoch reprezentacji liczb catkowitych w systemie —2-ym (zawierajacych cyfry
w kolejnosci od mniej do bardziej znaczacych) obliczy reprezentacje ich sumy. Na
przyktad: dodawanie [1;0;1;0;0;1;1] [1;0;1] = [0;1;1;1;1;1;1].

9. Dana jest lista liczb catkowitych [z1;...;2z,]. Napisz procedure pierwsze : int list —
int list, ktora zwroci taka jej spédjna podliste, ze:

e kazde dwa elementy podlisty sa wzglednie pierwsze,

e zawiera ona maksymalng mozliwa liczbe elementéw.
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Wytyczne dla prowadzacych éwiczenia

Ad. [1l Do wyznaczenia mediany nalezy uzy¢ sortowania.
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Wyktad 11. Zasada ,dziel i rzadz” i analiza zlozonosci na przy-
kladzie algorytmow sortowania, c.d.

11.1 Quick-sort — Analiza oczekiwanej zlozonosci czasowej

Algorytm quick-sort opiera sie na nastepujgcym pomysle: dzielimy elementy ciggu wzgledem
wybranego elementu (pierwszego lub losowego) na mniejsze i wieksze, nastepnie sortujemy je
niezaleznie i sklejamy.

let rec quick_sort 1 =
let split 1 s = (filter (fun y ->y <s) 1,
filter (fun y ->y = s) 1,
filter (fun y ->y >s) 1)
in
if length 1 <2 then 1 else
let s = nth 1 (Random.int (length 1))
in
let (11,le,1lg) = split 1 s
in
(quick_sort 11) @ le @ (quick_sort 1lg);;

Pesymistyczna ztozonosé tego algorytmu nie jest najlepsza, gdyz nie jest on odporny na wybor
elementéw w porzadku rosngcym. W takim przypadku:

M) =1
M(n) = 0(n) + M(n —1) = ©(n?)
T0)=1
T(n) = 0(n) +T(n—1) = O(n?)
Zbadajmy jednak jak sprawa wyglada srednio.

Tw. 3. Algorytm Quick-sort, dla permutacji zbioru {1,...,n} ma oczekiwang ztozZonosé cza-
sowg O(nlogn), a pamieciowg O(n).

Dowdd. Oznaczmy przez T'(n) oczekiwany czas dziatania algorytmu quick-sort, a przez M (n)
oczekiwany koszt pamieciowy. Korzystajac z lematu mozemy sformutowaé réwnanie rekuren-
cyjne okreslajace rzad T'(n). Kazda z mozliwych wartosci s jest tak samo prawdopodobna,
stad:

T(n) = % (Z(T(s —1)+T(n—s)+ @(n))> = (1)
-2 (2 T<s>) +om) )

s=0
o) = 1TQ1) = ©Q) (3)

Dla uproszczenia dalszych przeksztalcei dopuscimy sie pewnego naduzycia notacji ©(...)
opartego na nastepujacej obserwacji. W zaleznosci od tego, czy chcemy oszacowaé rzad T'(n)
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od gory, czy od dotu, w miejsce ©(n) mozemy wstawi¢ a-n, gdzie a jest odpowiednio dobrana
stala @ > 0. Analogicznie, w miejsce O(1) mozemy wstawi¢ odpowiednio dobrana stata b > 0.
Dalsze przeksztalcenia bedziemy prowadzié tak, jakby w miejsce O(...) zostaly wstawione
odpowiednie wyrazenia, myslac rownocze$nie o oszacowaniu rzedu od goéry i od dotu. Nie
bedziemy jednak powtarzaé tych samych przeksztalcen dwukrotnie, raz dla oszacowania rzedu
od gory, a raz od dotu. Korzystajac z (4) oszacujmy nT'(n):

n—1

nT(n) = 2) T(s)+nf(n) =

n—1
= 2> T(s)+nf(n)+ (n—-1)T(n—1) -
s=0

n—2
— 2N T~ (- V)f(n—1) =
=0

= 2;En —1)4+n-1)Tn-1)+06(n) =
= (n+1)T(n—-1)+06(n)

Dzielac obie strony rownania przez n(n + 1) otrzymujemy:

T(n) _ ﬂn—n+®<:1> _

n+1 n n+1
1 1 1
—_— —_— “ e —_— 1 pu—
@<n+1+n+ +3>+€)()
= O(logn)

Stad T'(n) = O(nlogn).
Koszt pamieciowy liczymy podobnie. Najwiecej pamieci potrzebujemy, gdy (na kazdym
poziomie rekurencji) pierwsze wywotanie rekurencyjne zakonczyto sie, a drugie jest w trakcie.

M(n) = 1(
( M(s)) +O(n)

M@O) = M@1) = ©(1)

WE

3|

(O(s — 1) + M(n—s) +@<n>>) -

S ®»
— =

S|
Il
o
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Stad:
nM(n) = ZM )+nf(n) =
= ZM )+ nf(n)+(n—1)M(mn—-1)—

— ZM —(n=1)f(n—-1) =

_ M(n—1)+(n—1)M(n—1)+@(n> =

= (n+1)T(n—1)+06(n)

M(n)  M(n-1) ( 1 >
+6

n+1 n n+1

1 1 1
e — 1 =
@<n+1+ +- —1-3)—1—6()
= O(logn)

Stad T'(n) = O(nlogn).

11.2 Heap-sort
11.2.1 Kolejka priorytetowa

Kolejka priorytetowa to kolekcja elementéow ze zbioru z okreslonym porzadkiem liniowym, na
ktorej mamy okreslone nastepujace operacje:

module type PRI_QUEUE = sig

type ’a pri_queue typ kolejek
val empty_queue : ’a pri_queue pusta kolejka
val is_empty : ’a pri_queue ->bool czy pusta?
val put : ’a pri_queue ->’a ->’a pri_queue wiozZzenie elementu
val getmax : ’a pri_queue ->’a maximum
val removemax : ’a pri_queue ->’a pri_queue usun maximum
exception Empty_Queue gdy kolejka pusta
end;;

Wartosci (abstrakcyjne) tego typu mozemy sobie przedstawié¢ jako zbiory (lub lepiej multi-
zbiory) wartosci elementow.
11.2.2 Sortowanie

Postuzmy sie zasada poboznych zZyczen. Zalézmy, ze mamy dostepna kolejke priorytetowg.
Majac dostepng taka kolejke mozemy zrealizowaé¢ sortowanie, najpierw wktadajac wszystkie
elementy do kolejki, a potem wyjmujac je w porzadku nierosngcym.
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let heap_sort 1 =
let wloz = fold_left put empty_queue 1
and wyjmij (1,9) = ((getmax q)::1,removemax q)
in
iteruj
([1,wloz)
wyjmij
(fun (_,q) ->is_empty q)
(fun (1,.) ->1)

Ztozonosé czasowa tego algorytmu zalezy oczywiscie od implementacji kolejki priorytetowe;j.
Mamy tutaj n operacji wtozenia do kolejki i n operacji wyjecia maksimum. Pozostaly koszt
jest rzedu ©(n).

Oszacowanie kosztu pamieciowego jest prostsze. Mozemy zalozy¢, ze kolejka zawierajaca
n elementéw zajmuje ©(n) pamieci (a przynajmniej tak bedzie dla wszystkich rozpatrywa-
nych dalej implementacji). Przy takim zalozeniu ztozonosé¢ pamieciowa jest rzedu ©(n) i jest
optymalna, ze wzgledu na rozmiar wyniku.

11.2.3 Implementacja listowa kolejek — selection sort

Mozliwych jest wiele realizacji kolejek priorytetowych. Zacznijmy od nieefektywnej, ale prostej
realizacji listowej. Elementy kolejki pamietamy na liscie, w dowolnej kolejnosci. Funkcja
abstrakcji przyporzadkowuje liscie multizbior jej elementow.

module Unordered_Pri_Queue : PRI_QUEUE = struct

exception Empty_Queue

type ’a pri_queue = ’a list
let empty_queue = []
let is_empty q = =[]

let put q x = x::
let getmax q =

if q = [] then raise

else fst (select_max
let removemax q =

if q = [] then raise

else snd (select_max

Empty_Queue
Q)

Empty_Queue
Q

end;;

Algorytm sortowania oparty na takiej realizacji kolejki, to sortowanie przez wybieranie, T'(n) =
O(n?).

11.2.4 Implementacja listowa kolejek — insertion sort

Mozemy tez zastosowaé inng implementacje listowa kolejki priorytetowej. Konkretne warto-
sci kolejek, to dowolne listy o elementach uporzadkowanych nierosnaco. Funkcja abstrakcji,
podobnie jak poprzednio, przyporzadkowuje kolejce multizbior jej elementéw. Jednak tym
razem jest to funkcja 1-1.
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module Ordered_Pri_Queue : PRI_QUEUE = struct
exception Empty_Queue
type ’a pri_queue = ’a list
let empty_queue = []
let is_empty q = q = []
let put q x =
(filter (fun y ->y >x) q) @
(x :: (filter (fun y ->y <= x) q@))
let getmax q =
if q = [] then raise Empty_Queue
else hd q
let removemax q =
if q = [] then raise Empty_Queue
else tl q
end;;

Algorytm sortowania oparty na takiej realizacji kolejki, to sortowanie przez wstawianie.

11.2.5 Stog

Kolejke priorytetowa mozna pamietaé efektywniej, w postaci tzw. stogu. Stog jest to drzewo
binarne, w ktorego weztach sa przechowywane liczby i w ktérym dla kazdego poddrzewa
spelniony jest nastepujacy warunek: warto$¢ w korzeniu poddrzewa jest wicksza lub réwna
wszystkim wartosciom przechowywanym w poddrzewie. Dodatkowo dla kazdego poddrzewa
w jego korzeniu pamietamy jego wielko$¢. Stdg i operacje na nim mozemy zaimplementowaé
w nastepujacy sposob:

module Heap_Pri_Queue : PRI_QUEUE = struct
exception Empty_Queue

type ’a pri_queue =
Node of ’a * ’a pri_queue * ’a pri_queue * int |
Null

let empty_queue = Null
let is_empty q = q = Null

let size q =
match q with
Null ->0 |
Node (_,_,_,n) ->n

let getmax h =
match h with
Null ->raise Empty_Queue
Node (r,_,_,_) ->r

let set_root h r =
match h with
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Null ->Node (r,Null,Null,1) |
Node (_,1,p,n) ->Node (r,l,p,n)

let rec put h x =
match h with
Null ->Node (x,Null,Null,1) |
Node (r,l,p,n) ->
if size 1 <= size p then
Node((max x r),(put 1 (min x r)),p, (®n+1))
else
Node((max x r),1,(put p (min x 1)), (n+l1))

let rec removemax h =
match h with
Null ->raise Empty_Queue |
Node (_,Null,Null,_) ->Null |
Node (_,1,Null,_) ->1 |
Node (_,Null,p,_) ->p |
Node (_,(Node (rl,_,_,_) as 1),
(Node (rp,_,_,_) as p),n) ->
if rl >= rp then
Node (rl,removemax 1l,p,n - 1)
else
Node (rp,l,removemax p,n - 1)
end;;

Fakt 3. Zalozmy, ze dokonujemy n operacji put ¢ n operacji getmax. Wysokosé drzewa stogu
nie przekracza |logan|.

Dowdd. Zauwazmy, ze jesli stog nie jest drzewem pelnym, to wstawienie nie zwicksza jego
wysokosci. Gdyby byly tylko operacje wstawiania lub najpierw wstawialiby$my elementy, a
potem je wyjmowali, to stog nie mialby przez to mniejszej wysokosci. Wystarczy wiec rozwazy¢
przypadek, gdy najpierw mamy operacje put, a potem getmax.

W trakcie fazy wstawiania, dla kazdego wezta zachodzi nastepujacy warunek: liczba wierz-
chotkéw w lewym i prawym poddrzewie r6znig sie o co najwyzej 1. Wynika stad, ze w fazie
wstawiania stog jest drzewem zrownowazonym. Z faktu [2 ktory mowi, ze drzewo binarne o n
wierzchotkach ma wysokosé |log, n|, wynika teza. O]

Zauwazmy, ze koszt czasowy operacji wstawiania jest proporcjonalny do log, k, gdzie k
jest aktualna liczba elementow w drzewie, czyli wynosi ©(log k) = O(logn). Natomiast koszt
(czasowy 1 pamieciowy) usuwania jest co najwyzej proporcjonalny do wysokosci drzewa, czyli
jest O(logn). Stad koszt czasowy sortowania za pomoca stogu wynosi O(nlogn). Pamieciowy
jest oczywiscie O(n).

11.3 Koszt zamortyzowany

Przy okazji stogu zastanéwmy sie¢ nad takim problemem: Mamy ciag n operacji wstawieni i
usunie¢ elementéw ze stogu. Zwykle rozmiar stogu jest duzo mniejszy niz n. Czy potrafimy
lepiej oszacowaé koszt wstawiania i usuwania?

Koszt wstawiania jest rzedu ©(logk), gdzie k to aktualny rozmiar stogu, gdyz rozmiar
drzewa, do ktorego wstawiamy, w kazdym kroku maleje przynajmniej dwukrotnie. Koszt
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usuwania jest co najwyzej proporcjonalny do wysokosci stogu. Zauwazmy, ze wysokosé stogu
moze by¢ istotnie wieksza niz log, k. Okazuje sie, ze mozemy ,sumarycznie” przyjaé, ze:

e koszt operacji wstawiania jest rzedu ©(logk),
e koszt operacji usuwania jest staly.

To drugie stwierdzenie jest troche dziwne. Co to jednak znaczy ,sumarycznie”? To znaczy,
ze jezeli policzymy sume kosztow wszystkich operacji w ciagu, zgodnie z ta zasada, to wynik
bedzie poprawny.

Wyobrazmy sobie, ze wykonywanie obliczeni wymaga energii (proporcjonalnej do czasu ich
trwania), a my staramy sie oszacowacé ilo$¢ zuzytej energii. Jednak w trakcie wkladania ele-
mentéw do stogu zuzywamy energie nie tylko na obliczenia. Wstawiany element musi by¢
umieszczony odpowiednio wysoko w stogu. Musimy go wiec podnie$é¢ na odpowiednia wyso-
kos¢, a tym samym nada¢ mu pewng energie potencjalng proporcjonalng do jego wysokosci.
Tak sie sktada, ze wstawiajac element, wykonujemy doktadnie tyle samo krokéw, co wyso-
kos¢, na jakiej element jest umieszczany, a wigc zuzywamy energie rzedu O(logy n). Przy tym,
wszelkie niezrownowazenia w ksztaltcie stogu moga ten koszt tylko zmniejszy¢.

7 kolei, gdy wyjmujemy element ze stogu, to wykonujemy szereg rotacji. Kazda rotacja
wykonuje sie w staltym czasie i powoduje obnizenie jednego elementu w stogu o jedna jednostke
wysokosci. Mozemy wiec pokry¢ energie potrzebna do wykonania obliczenl energia potencjalna
obnizanego elementu. Tak wiec usuwanie, cho¢ troche moze potrwac, bedzie wymagalo (co
najwyzej) staltej ilosci energii.

Oczywiscie nasz ciag nie musi usuwaé ze stogu wszystkich elementéw, wiec czesé zuzytej
przez nas energii moze pozostaé¢ zmagazynowana w stogu. Energia pustego stogu jest rowna
zero, a energia kazdego innego stogu jest dodatnia. Tak wiec nie ,pozyczamy” znikad energii, a
co najwyzej troche jej pozostawiamy zmagazynowanej w stogu. A zatem, taczny czas obliczen
jest co najwyzej taki, jak iloéé zuzytej energii.

Bardziej formalnie, postepujemy nastepujaco:

e okreslamy funkcje potencjatu zalezng od wartosci naszej struktury danych,

e jesli w kolejnym kroku przechodzimy do nowej wartosci struktury danych, to doliczamy
do kosztu kroku réznice nowej i starej wartosci funkeji potencjatu,

e po zakoriczeniu obliczenn mozemy od kosztu odjaé¢ réznice miedzy wartoscig funkcji po-
tencjatu dla koricowej i poczatkowej wartosci struktury danych.

11.4 [[Plakaty, XV OI]]

11.5 Kolejka FIFO — przyktad kosztu zamortyzowanego

Kolejka FIFO to taka kolejka, z ktorej wyjmujemy elementy w takiej kolejnosci, w jakiej byty
wstawiane. Interfejs kolejki mozemy uja¢ w postaci takiej oto sygnatury:

module type QUEUE =
sig
exception EmptyQueue
type ’a queue
val empty : ’a queue
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val is_empty : ’a queue ->bool
val insert : ’a queue ->’a ->’a queue

val front : ’a queue ->’a
val remove : ’a queue ->’a queue
end;;

Jak zaimplementowacé kolejke, dla ktorej operacje maja koszt staty? Mozna uzyska¢ koszt
staly zamortyzowany.

Elementy kolejki przechowujemy na dwoéch listach. Do jednej dokladamy elementy, a
z drugiej wyjmujemy. W momencie, gdy kolejka elementéw do wyjmowania jest pusta, to
sprzelewamy” elementy z jednej kolejki do drugiej, odwracajac ich kolejno$é. Dodatkowo
pamietamy rozmiar kolejki i pierwszy jej element.

module Fifo : QUEUE =
struct
exception EmptyQueue
(* Kolejka to trdjka: przdd,tyl,rozmiar. *)
(* Jezeli przdd jest pusty,to kolejka jest pusta. *)
type ’a queue = {front: ’a list; back: ’a list; size: int}
let empty = {front=[]; back=[]; size=0}
let size q = q.size

let is_empty q = size q = 0

let balance q =
match q with

{front=[]; back=[]1} ->q |
{front=[]; back=b; size=s} ->{front=rev b; back=[]; size=s} |
_ ->q

let insert {front=f; back=b; size=n} x =
balance {front=f; back=x::b; size=n+1}

let front q =
match q with
{front=[]} ->raise EmptyQueue
{front=x::_} ->x

let remove q =
match q with
{front=_::f} ->balance {front=f; back=q.back; size=q.size-1} |
->raise EmptyQueue

end;;

Zanalizujmy koszt zamortyzowany operacji. Funkcja potencjalu to length q.back. Proce-
dury is_empty_queue, size i front majg koszt staly i nie zmieniaja funkcji potencjatu. Dla
pustej kolejki funkcja potencjatu jest réwna 0. Procedura insert ma koszt staly i powoduje
zwiekszenie funkcji potencjatu o 1, co daje staly koszt zamortyzowany. Procedura remove
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moze mieé¢ koszt liniowy, ze wzgledu na procedure balance. Jednak ta ostatnia wykonuje tyle
krokoéw, o ile zmniejsza funkcje potencjatu. Tak wiec koszt zamortyzowany procedury remove
jest staly.

11.6 Deser

int oet RondomNumber ()

return 4. // chosen by fair dice roll.
/ Quaranteed to be random.

http://xkecd.com/221/
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Cwiczenia

1.

10.

Sformutuj warunek okreslajacy, czy element wstawiany do drzewa ma by¢ wstawiony do
lewego, czy prawego poddrzewa, tak aby kolejne elementy byly wstawiane na kolejnych
poziomach od lewej do prawej.

Napisz funkcje, ktora przeksztalci zadane drzewo w stog, zachowujac jego ksztalt (w
rozwigzaniu mozna wykorzysta¢ zmodyfikowang procedure rotate z wyktadu). Jaka
jest ztozonosé tej procedury? W jaki sposéb zalezy ona od ksztattu drzewa?

Napisz funkcje, ktora ,wywazy” zadany stog, to znaczy tak poprzestawia w nim elementy,
aby miatl minimalna wysokos¢. Jaka jest jej zlozonosé?

Rozszerzyé¢ implementacje kolejek FIFO o wktadanie i wyjmowanie elementéw z obydwu
stron (w koszcie zamortyzowanym statym).

Mamy n kubeczkow z woda, ponumerowanych od 1 do n (n > 0). W kubeczku nr
¢ znajduje sie x; wody, przy czym 0 < 1 < 29 < --- < xp,. Powtarzamy k razy
(dla k& < n) nastepujaca czynno$é: wybieramy dwa (niepuste) kubeczki zawierajace jak
najmniej wody i wode z jednego kubeczka dolewamy do drugiego.

Napisz procedure zlewki : float list — int — float, ktéra dla danej listy za-
wierajacej liczby [|z1;...;x,|] oraz liczby k okresla okresla ile jest wody w najmniej
wypelnionym niepustym kubeczku po wykonaniu k operacji przelewania.

Zadanie o katastrofach lotniczych: Dana jest lista liczb catkowitych [zi;...;z,]. Dla
kazdego i trzeba policzy¢ najwieksze takie k;, ze x; = max(x;—g, 11, ...%;). Przyjmujemy,
7€ Ty = O0.

Zaimplementuj k-max-kolejke, czyli kolejke, do ktérej mozna wktadaé elementy i dowia-
dywac sie jakie jest maksimum z k ostatnio wlozonych elementéw. Dokladniej, powinny
by¢ dostepne nastepujace operacje na k-max-kolejkach:

e init:int — amax queue — tworzy nowg pusta kolejke z okreslonym parametrem
k,

e put : o max queue — o — o max_queue — wklada element do kolejki,

e get max : « max_queue — « — zwraca maksimum z k ostatnich elementéow
wlozonych do kolejki.

Wszystkie operacje na kolejce powinny dziata¢ w stalym czasie zamortyzowanym.

Dana jest lista [x1;...;2y,] 1 stala 0 < k < n. Oblicz liste [y1;...;yn], gdzie y; =
max(xmax(i—k,l)v ey ).

Mamy dana liste liczb catkowitych I = [aq, ..., a,]. Liczbe a; nazywamy k-maksimum, je-
zeli jest ona wigksza od Gpaz(i—k,1); - - s Gi—1, Qit1s Amin(i+kn)- Napisz funkcje kmax: int
— int list — int list, dla ktérej wynikiem kmax k [ jest podlista listy [ zlozona
z samych k-maksimow.

Dana jest lista [z1;...;2,]. Dla 1l <7 < j < n powiemy, ze elementy z; i z; widza sie
nawzajem, jezeli min(x;, x;) > max(it1,...,2j-1).
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11.

12.

13.

14.

15.

Napisz procedure widoczne, ktora obliczy ile elementéw ciagu jest widocznych z kolej-
nych jego elementéw. Np. widoczne [1; 8; 5; 6; 4] = [1; 3; 2; 3; 1].

Dana jest tablica n dodatnich liczb catkowitych. Tablica ta opisuje figure ztozona z n
stykajacych sie bokami prostokatow-stupkow, ktorych dolne boki leza na jednej prostej
(tzw. Manhattan skyline). Kolejne liczby w tej tablicy reprezentuja wysokosci kolejnych
stupkow jednostkowej szerokosci(od lewej do prawej).

Napisz procedure prostokat: int list — int, ktéra dla danej tablicy wyznaczy
maksymalna powierzchni¢ prostokata (o bokach réwnolegtych do bokéw figury), ktory
mozna wpisa¢ w figure opisang przez tablice.

Dana jest lista liczb catkowitych [z1;...;z,]. Dla kazdego i trzeba policzy¢ najwicksze
takie otoczenie z;, czyli podciag xi_g,, ... Tivk;, 2€ T; = Max(Ti_k,, ... Titk,;)-

[PCh] Dana jest lista liczb catkowitych [z1;...;z,]. Napisz procedure réznica : int list —

(int * int), ktora dla danej listy wyznaczy taka pare liczb (i, j), ze:

e <1< yj<n,
e 1; < xj;, oraz
e j — 1 jest jak najwieksze.
Jezeli takie ¢ i j nie istnieja, to poprawnym wynikiem jest (0,0).
[SICP, Cw 2.29] Mobil, to ruchoma konstrukcja o budowie rekurencyjnej. Mobil ma

ruchome ramiona, jak w wadze szalkowej, okre$lonej dlugosci. Na koncu kazdego z
ramion zawieszony jest ciezarek o okreslonej masie lub mniejszy mobil.

e Zaimplementuj strukture danych reprezentujaca mobile.
e Napisz procedure obliczajaca wage mobila.

e Napisz procedure sprawdzajaca, czy mobil jest wywazony.

* |BOI 1999 — uproszczone| Napisz procedure, ktora zrownowazy dany mobil tak,
aby jego odwazniki mialy dodatnie wagi catkowite, a jego calkowita masa bytla
minimalna.

[XIT OI, zadanie Sumy Fibonacciego| System Zeckendorfa, to taki system, w ktérym
liczba jest reprezentowana jako ciag zer i jedynek, a kolejne cyfry maja takie znaczenie,
jak kolejne liczby Fibonacciego (1,2,3,5,...). Ponadto, w reprezentacji liczby nie moga
pojawiaé sie dwie jedynki obok siebie.

Liczby reprezentujemy jako listy zer i jedynek. Zaimplementuj dodawanie w systemie
Zeckendorfa.
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Wytyczne dla prowadzacych éwiczenia

Ad. [6] Wymaga uzycia stosu.

Ad. [M Rozwiazujac to zadanie nalezy skorzysta¢ z rozwigzania zadania [41 zadania [6]
Ad. [§] Nalezy skorzystaé z rozwiazania zadania [7}

Ad. [9] Nalezy skorzystaé¢ z rozwiazania zadania [§ lub bezposrednio z [7]

Ad. [10 Rozszerz rozwiazanie zadania [6]

Ad. [12] Rozszerz rozwiazanie zadania [6]

Ad. [I5] Stosunkowo tatwo mozna rozwiaza¢ to zadanie w czasie O(n?), a duzo trudniej w
czasie O(n).
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Wyktad 12. Funktory

Funktory to moduly sparametryzowane. Czesto jeden modut importuje inne modutly. Skoro
rozdzielilismy pojecia interfejsu (sygnatury) i implementacji (struktury), to mozemy zapisy-
waé moduly korzystajace z innych modutéw w bardziej abstrakcyjny sposob. Jezeli spojrzymy
na sygnature jak na specyfikacje wykorzystywanego modutu, to zgodnie z zasada ukrywania
informacji (ang. information hiding), istotne powinny by¢ jedynie specyfikacje wykorzystywa-
nych modutéw, a nie ich implementacje. Podstawienie dowolnej implementacji spetniajacej
zadang specyfikacje/sygnature powinno da¢ pozadane rezultaty. Modul taki mozemy zapisaé

w postaci sparametryzowanej — podajemy sygnatury parametréw, po podstawieniu w ich
miejsce odpowiednich implementacji otrzymujemy wynikowy modut.
Na funktory mozemy tez patrze¢ jak na funkcje na strukturach — przetwarzaja one

moduly-parametry w moduly wynikowe. Tak jak procedury sg jednym z mozliwych typow
wartosci, tak funktory sa rodzajem struktur. Mozemy tez méwié o sygnaturach funktorow.
Pod wzgledem sktadniowym, sposob definiowania funktoréw i ich sygnatur przypomina sposéb
definiowania procedur i A-abstrakcji:

sygnatura) ::= functor ( (Identyfikator) : (sygnatura) ) -> (sygnatura

yg AN y yg 2 g

(struktura) ::= functor ( (Identyfikator) : (sygnatura) ) -> (struktura) |
(struktura) ( (struktura) ) | ..

(definicja) ::= module (Identyfikator) ( (Identyfikator) : (sygnatura) )
[ : (sygnatura)| = (struktura) | ...

Przyktad: Przestrzen metryczna, to zbior punktow X, wraz z metrykg d : X x X — [0;00)
okreslajaca odleglosci miedzy punktami. Metryka musi spelniaé¢ nastepujace warunki:

e d(a,b) =0&a =0,
o d(a,b) = d(b,a),
e d(a,b)+d(b,c) > d(a,c),

dla dowolnych a,b,c € X.
Wyobrazmy sobie ptaszczyzne R?. Oto trzy przyktady najpopularniejszych metryk w tej
przestrzeni:

e metryka miejska (Manhattan): di((z1,y1), (22,%2)) = |21 — T2| + [y1 — ¥2|,

e metryka euklidesowa: da((x1, 1), (72,92)) = \/(xl —29)%2+ (11 — ¥2)?,

e metryka maksimum: doo((21,91), (z2,y2)) = max(|z1 — z2|, |y1 — y2|),

Zdziwienia dnia:
e Jaki ksztalt maja okregi w tych metrykach?

e Na plaszczyznie metryki dy i do tworza przestrzenie izomorficzne. Podaj przeksztatcenie
uktadu wspoétrzednych, ktore przeksztatca jedna przestrzern w druga.
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e Czy przestrzenie metryczne z metrykami dq i doo tez sg izomorficzne? Jaki ksztalt maja
sfery w tych przestrzeniach?

Zaimplementujmy pojecie przestrzeni metrycznej oraz opisane trzy przestrzenie metryczne.

module type METRIC_SPACE = sig
type t
val d: t ->t ->float

end;;

module Manhattan_Plane : METRIC_SPACE = struct
type t = float * float
let d (x1,y1) (x2,y2) =
abs_float (x1 -. x2) +. abs_float (y1 -. y2)
end;;

module Euclidian_Plane : METRIC_SPACE = struct
type t = float * float
let square x = x *. X
let d (x1,y1) (x2,y2) =
sqrt (square (x1 -. x2) +. square (yl -. y2))
end;;

module Max_Plane : METRIC_SPACE = struct
type t = float * float
let d (x1,y1) (x2,y2) =
max (abs_float (x1 -. x2)) (abs_float (y1 -. y2))
end;;

Mozemy tez zdefiniowaé, jako funktor, produkt kartezjanski przestrzeni metrycznych. Musimy
jednak okregli¢ w jaki sposéb odleglosci w przestrzeniach sktadowych majg by¢ przeksztatcane
w odleglosé w przestrzeni wynikowej. Znowu, mozemy to zrobié¢ na trzy sposoby:

module Manhattan_Product (S1 : METRIC_SPACE) (S2 : METRIC_SPACE) : METRIC_SPACE
struct

type t = S1.t * S2.t

let d (x1,y1) (x2,y2) = S1.d4 x1 x2 +. $52.4 y1 y2
end;;

module Euclidian_Product (S1 : METRIC_SPACE) (82 : METRIC_SPACE) : METRIC_SPACE
struct

type t = S1.t * S2.t

let square x = X *. X

let d (x1,y1) (x2,y2) = sqrt (square (S1.d x1 x2) +. square (S52.d yl y2))
end;;

I

module Max_Product (S1 : METRIC_SPACE) (S2 : METRIC_SPACE) : METRIC_SPACE = struct
type t = S1.t * S2.¢t
let d (x1,y1) (x2,y2) = max (S1.d x1 x2) (S2.4 y1 y2)

end;;

153



Jesli zdefiniujemy trywialna przestrzen metryczna R z metryka | - |, to nasze trzy przestrzenie
metryczne na plaszczyznie mozna tez zdefiniowaé za pomoca powyzszych funktoréw.

module Line : METRIC_SPACE = struct
type t = float
let d x y = abs_float (x -. y)
end;;

module Manhattan_Plane = Manhattan_Product (Line) (Line);;
module Euclidian_Plane = Euclidian_Product (Line) (Line);;
module Max_Plane Max_Product (Line) (Line);;

Przyklad: Kolejka priorytetowa.
Kolejka priorytetowa moze by¢ sparametryzowana porzadkiem liniowym okre$lonym na
elementach. Porzadek taki ma sygnature:

type porownanie = Mniejsze | Rowne | Wieksze;;

module type PORZADEK_LINIOWY =
sig
type t
val porownaj : t ->t ->porownanie
end;;

Kolejka priorytetowa powinna mieé¢ sygnature postaci:

module type PRI_QUEUE_FUNC = functor (Elem : PORZADEK_LINIOWY) ->
sig
exception EmptyQueue
type elem = Elem.t
type queue
val empty : queue
val is_empty : queue ->bool
val put : elem ->queue ->queue
val getmax : queue ->elem
val removemax : queue ->queue
end;;

Zwr6émy uwage na to, ze typ queue jest abstrakcyjny, a elem nie. Ukrywamy w ten sposéb
strukture kolejki. Natomiast cokolwiek bedzie wiadome o typie Elem.t bedzie nadal wiadome o
typie elem. Jest to konieczne z tego powodu, ze inaczej nie bylibySmy w stanie wtozy¢ zadnego
elementu do kolejki. Implementacje kolejki priorytetowej mozemy zrealizowaé w nastepujacy
Sposob:

module PriQueue : PRI_QUEUE_FUNC = functor (Elem : PORZADEK_LINIOWY) ->
struct
type elem = Elem.t
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exception EmptyQueue

type queue = elem list

let empty = []

let is_empty q = q = empty

let rec put x q =
if 9 = [1 then [x]
else if Elem.porownaj x (hd q) = Wieksze then x :: g
else (hd q)::(put x (t1 q))

let getmax q =
if q = [] then raise EmptyQueue
else hd q

let removemax (q:queue) =
if q = [] then raise EmptyQueue
else tl q

end;;

Kolejka priorytetowa liczb catkowitych moze byé¢ zrealizowana w taki sposob:

module IntOrder =
struct
type t = int
let porownaj (x:int) (y:int) =
if x <y then Mniejsze else
if x >y then Wieksze else Rowne
end;;

module IntQueue = PriQueue (IntOrder);;

W module IntOrder typ t jest konkretny. Dzieki temu wiadomo, ze elementy kolejki IntQueue.queue
sg typu int.
Porzadek liniowy okresla tez kolejnosé sortowania:

module type SORTING = functor (Elem : PORZADEK_LINIOWY) ->
sig
type elem = Elem.t
val sortuj : elem list ->elem list
end;;

Jeden z algorytmoéw sortowania, to heap-sort.

module HeapSort (PrQ : PRI_QUEUE_FUNC): SORTING =
functor (Elem : PORZADEK_LINIOWY) ->

struct
type elem = Elem.t
module PQ = PrQ (Elem)
open PQ

let wkladaj 1 =

List.fold_left (fun h x ->put x h) empty 1
let rec wyjmuj q a =

if is_empty q then a

else wyjmuj (removemax q) (getmax q :: a)
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let sortuj 1 = wyjmuj (wkladaj 1) []
end;;

module Sortowanie = HeapSort (PriQueue);;
module S = Sortowanie (IntOrder);;

S.sortuj [1;7;3;6;5;2;4;8]1;;

Jak widaé¢ z powyzszego przyktadu, jezeli bedziemy zapisywaé¢ moduly w postaci funkto-
row, to bedziemy z nich tworzy¢ tatwo wymienne elementy:.

12.1 Funktory wyzszych rzedow

Tak jak istnieja procedury wyzszych rzedéw, istnieja rowniez funktory wyzszych rzedéw. Sa
to funktory, ktorych parametrami i/lub wynikiem sa funktory. Oto przyklad, stanowiacy
kontynuacje poprzedniego przyktadu:

Przykltad: Opierajac sie na sortowaniu mozemy wprowadzi¢ obliczanie mediany. Potrzebu-
jemy do tego porzadku liniowego i jakiegos algorytmu sortowania.

module type MEDIANA =
functor (Elem : PORZADEK_LINIOWY) ->
sig
type elem = Elem.t
exception Pustalista
val mediana : elem list ->elem
end;;

module Mediana : functor (Sort : SORTING) ->MEDIANA =
functor (Sort : SORTING) ->
functor (Elem : PORZADEK_LINIOWY) ->
struct
type elem = Elem.t
exception Pustalista
module S = Sort (Elem)
let mediana 1 =
let s = S.sortuj 1
and n = List.length 1
in
if n = 0 then
raise Pustalista
else
List.nth s (n / 2)

end;;
module M = Mediana (HeapSort (PriQueue)) (IntOrder);;

M.mediana [4;3;5;6;2;1;7];;
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12.2 Standardowe funktory — odpowiednik ‘“szablon6ow”

[TODO: Rozwinad|

Standardowe biblioteki implementujace popularne struktury danych.
Kontener wartosci pasujacych do pewnego interfejsu (np. porzadku liniowego).

Funktor — kompilowalny odpowiednik “szablonu”.

Przyktady:
— Map — stowniki o czasie dostepu O(nlogn).
— Set — zbiory, czas dostepu O(nlogn).
Wiecej przyktadow, gdy poznamy konstrukcje imperatywne.

12.2.1 Map

Map.Make — funktor z porzadku liniowego w strukture stownikowa.

Sygnatura argumentu Map.OrderedType:

type t
val compare : t ->t ->int

mniejsze (< 0), rowne (= 0), wigksze (> 0)

Sygnatura wynikowa:

type key

type ’a t

val empty : ’a t

val add : key ->’a ->’a t ->’a t
val mem : key ->’a t ->bool

val find : key ->’a t ->’a

val remove : key ->’a t ->’a t
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12.2.2 Set

e Set.Make — funktor z porzadku liniowego w zbiory elementow.
e Set.OrderedType = Map.OrderedType

e Sygnatura wynikowa:

type elt

type t

val empty : t

val is_empty : t ->bool
val mem : elt ->t ->bool
val add : elt ->t ->t
val remove : elt ->t ->t
val union : t ->t ->t
val inter : t ->t ->t
val diff : t ->t ->t

val subset : t ->t ->bool

val equal : t ->t ->bool
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12.3 Deser

THISIS GIT. IT TRACKS COLLABORATIVE. LIORK
ON PROJECTS THROUGH A BEAUTIFUL
DISTRIBUTED GRAPH THEORY TREE. MODEL.

{ COOL. HOU DO USE 117

NO IDEA. JUST MEMORIZE. THESE. SHELL
COMMANDS AND TYPE THEM To SYNC UP
IF YoU GET ERRORS, SAVE. YOUR WORK
ELSEWHERE, DELETE THE PROTECT,
AND DOWNLOAD A FRESH COPY.

\

| =}

http://xkcd.com/1597/
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Cwiczenia

Monoid sktadania funkcji — funktor, ktory dla okreslonego typu t konstruuje monoid z
funkcja identycznosciowa i operacja sktadania funkeji (na t).

Zdefiniuj funktor, ktéry dla danego monoidu definiuje operacje potegowania.

Przypomnij sobie sygnature relacji binarnej z poprzednich ¢wiczen. Napisz funktor,
ktory przeksztalca dang relacje w jej domkniecie zwrotno-symetryczne.

Podaj sygnature implementacji struktury danych liczb zespolonych (wylacznie konstruk-
tory i selektory biegunowe i prostokatne). Sygnatura powinna pasowa¢ do dowolnej im-
plementacji: biegunowej, prostokatnej lub mieszanej. Naszkicuj implementacje reszty
pakietu liczb zespolonych, jako funktor, ktérego parametrem jest implementacja struk-
tury danych, a wynikiem w pelni funkcjonalny pakiet.

[SICP] Przypomnijmy sobie pakiet liczb wymiernych z poprzedniego wyktadu. Mozna
go zapisa¢ w postaci funktora, sparametryzowanego (wybranym typem) liczb catkowi-
tych. Podaj sygnature liczb catkowitych zawierajaca wszystkie operacje potrzebne do
zaimplementowania pakietu liczb wymiernych ze skracaniem utamkow. (Potrzebne sa:
operacje arytmetyczne, rownos$¢, modulo i ew. poréwnywanie.) Naszkicuj budowe funk-
tora implementujacego taki pakiet liczb wymiernych.

[SICP| Wyobrazmy sobie pakiet implementujacy wielomiany, wraz z rozmaitymi opera-
cjami na wielomianach: suma, réznica, iloczyn, iloraz, reszta z dzielenia, poréwnanie,
pochodna itp. Pakiet taki moze by¢ sparametryzowany typem liczb (cialem), nad kto-
rym rozpatrujemy wielomiany. Podaj odpowiednie sygnatury i naszkicuj sposéb imple-
mentacji pakietu wielomianéw jako funktora. Czy implementacja jest na tyle ogdlna,
aby pakiet dziatal nie tylko dla liczb zmiennopozycyjnych, ale réwniez dla zespolonych
i wymiernych?

[SICP| Korzystajac z wynikow poprzednich ¢wiczen podaj, jak mozna skonstruowac
pakiet funkcji wymiernych? (Jest to pakiet liczb wymiernych, ktérych wspotezynniki sa
wielomianami.)

[SICP| Korzystajac z wynikow poprzednich ¢wiczen podaj, jak mozna skonstruowac
pakiet wielomianéw dwoch zmiennych? (Sa to wielomiany jednej zmiennej, ktorych
wspoélezynniki sa wielomianami drugiej zmiennej.)

[SICP| Poréwnaj funktory z mechanizmem dziedziczenia w programowaniu obiektowym.
W jaki spos6b mozna zasymulowaé hierarchie klas za pomoca funktoréw? Co z rzuto-
waniem typow? Co z metodami wirtualnymi? (Nie wiem czy to dobre zadanie. Moze
tak, a moze jest juz zbyt pozno, ale jakis zwiazek widze.)

Uwaga: Zadania oznaczone powyzej [SICP| sa mocno inspirowane zadaniami i materialem z
tejze ksigzki, cho¢ nie ma w niej mowy o funktorach.
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Wyktad 13. Programowanie imperatywne

Paradygmat programowania imperatywnego opiera sie na nastepujacej analogii: Zwykle sys-
tem obliczeniowy modeluje pewien fragment istniejacego Swiata rzeczywistego. W Swiecie
rzeczywistym mamy do czynienia z obiektami, ktére w miare uptywu czasu zmieniaja swoje
stany. W systemie obliczeniowym mozemy je modelowaé za pomocg obiektéw obliczeniowych,
ktore tez moga zmieniaé¢ stany.

13.1 Referencje

Referencje to najprostsza imperatywna struktura danych. Jest to wskaznik lub pojemnik,
ktorego zawarto$¢é mozna modyfikowaé. Intuicyjnie referencja odpowiada adresowi zmiennej
w imperatywnych jezykach programowania, czy tzw. L—Wartoéciomﬁ Na referencjach mamy
okreslone nastepujace trzy operacje:

e referencje, let r = ref x;;,
e wytuskanie wartosci, !r,

e dynamiczna zmiana wartosci, r := 5

ref : ’a ->’a ref
! : ’a ref ->’a

= : ’a ref ->’a ->unit

(wyrazenie) ::= ref (wyrazenie) |
! (wyrazenie) |
(wyrazenie) := (wyrazenie)

Klopoty z polimorfizmem. Referencja wskazuje na wartosé¢ przynajmniej tak ogdlna jak
typ referencji. Wytuskujac wskazywana wartosé polimorficzng mozemy ja ukonkretnié¢. Przy-
pisujac warto$¢ mozemy podaé¢ wartos¢ bardziej ogolna. Przypisujac warto$é konkretniejsza
powodujemy ukonkretnienie typu referencji!

let £ xy = x3;

val f : ’a ->’b ->’a = <fun>

let gxy=x+1;;

val g : int ->’a ->int = <fun>
let hxy=x+1y;;

val h : int ->int ->int = <fun>
let i x y = if y then x else 2 * x;;
val i : int ->bool ->int = <fun>
let r = ref g;;

r := £f;;

r := h;; -- zmienia sie¢ typ r!

r :=1i;; -- biad

W jezykach imperatywnych L-warto$¢ oznacza nazwe zmiennej lub bardziej skomplikowane wyrazenie,
znajdujace sie w takim kontekscie, w ktérym reprezentuje adres zmiennej, a nie jej warto§¢. Na przyktad,
L-wartosci wystepuja po lewej stronie przypisania.
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13.2 Konstrukcje imperatywne

W momencie, gdy mamy operacje imperatywne, istotne staja sie ich efekty uboczne (a nieko-
niecznie wartos¢) oraz kolejnos¢ wykonania. Przydatne staja sie nastepujace konstrukcje:

(wyrazenie) = (wyrazenie){ ; (wyrazenie)}™ |
begin (wyrazenie) end |
if (wyrazenie) then (wyrazenie) |
while (wyrazenie) do (wyrazenie) done
for (identyfikator) = (wyrazenie)|to | downto | (wyrazenie) do (wyrazenie) done |

® wi;ws;...;w, — sekwencja instrukcji,
e begin ...end — nawiasy, blok,

e if w then x — jest rownowazne wyrazeniu warunkowemu if w then z else (),

e while w do ... done — petla, powtarzamy jej wnetrze dopdki w = true,
e for v = w_1 to w_2 do ... done — petla, v przebiega kolejne wartosci catkowite od
wy do wa,

e wypisywanie:

print_int : int ->unit
print_float : float ->unit
print_string : string ->unit
print_newline : unit ->unit

e wczytywanie:

read_int : unit ->int
read_float : unit ->float
read_line : unit ->string

e tablice (ponizej).
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13.3 Tablice

Tablice w Ocamlu sa jednowymiarowe, indeksowane catkowitymi od 0. Tablice wyzej wymia-
rowe tworzymy jako tablice tablic. Tablice o elementach typu t sa typu t array. Modut
Array zawiera wiele przydatnych operacji na tablicach. Oto najbardziej podstawowe:

e [|z_1; ...; z_nl|] — konstruktor tablic,
e make : int -> ’a -> ’a array
make n x = nowa tablica rozmiaru n réwna [|x; ...; xI|],
e init : int -> (int -> ’a) -> ’a array
init n f = nowa tablica rozmiaru n réwna [|f 0; £ 1; ...; £ (n-1)1],
e get : ’a array -> int -> ’a
a.(n) = get a n = n-ty element tablicy a, elementy sa numerowane od 0 do length a
-1,
e set : ’a array -> int -> ’a -> unit

a.(n) <- x = set a n x przypisanie n-temu elementowi tablicy wartosci x,

e length : ’a array -> int
length a = dlugosé¢ tablicy,

e make_matrix : int -> int -> ’a -> ’a array array
make_matrix m n x = macierz, tablica m-elementowa tablic n-elementowych wypelnio-
nych wartoéciami x,

emap : (’a -> ’b) -> ’a array -> ’b array
analogiczne do List.map,

e fold_left: (’a->’b->’a) -> ’a -> ’barray -> ’a
analogiczne do List.fold_left,

e fold_right: (’a ->’b" ->’b) -> ’aarray -> ’b -> ’b
analogiczne do List.fold_right.

13.4 Obiekty i stany

W jaki sposéb mozemy tworzy¢ obiekty obliczeniowe zdolne do zmiany stanu? Obiektami
takimi sg referencje. Mozna jednak tworzy¢ obiekty lokalne, dostepne tylko wybranym proce-
durom. Obiekt moze byé¢ procedury, wraz z warto$ciami lokalnymi widocznymi tylko dla niej.
Moze ona zmieniaé¢ te wartosci za pomoca przypisania (:=).

let generator s =
let r = ref s

in
function x ->begin
r := Ir + x;
'r
end;;
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Zauwazmy, ze kazde wywolanie procedury generator wiaze sie z powstaniem osobnej ramki
zawierajacej argument s. Wynikiem kazdego takiego wywotania jest procedura, ktéra moze
zmienia¢ wartos¢ zapamietana jako s.

let o = generator 0;;
o 22;;

- : int = 22

o 20;;

- : int = 42

13.5 Przyklad: konto bankowe

Stan obiektu jest wyznaczony przez zawarte w nim zmienne stanowe. Dobrym zwyczajem jest
wprowadzenie bariery abstrakcji oddzielajacej zmienne stanowe obiektu od ,§wiata zewnetrz-
nego”. Obiekt powinien natomiast udostepnia¢ metody umozliwiajace zmiane jego stanu.
Ustalamy wiec interfejs obiektu ztozony z metod zmiany stanu obiektu. Ukrywamy natomiast
implementacje stanu obiektu za pomocs jego zmiennych stanowych.

Mozemy tutaj zastosowaé technike przesytania komunikatow — to obiekt sam zmienia
swoj stan na skutek otrzymania komunikatu opisujacego zdarzenie powodujace zmiane.

Poniewaz zwykle operujemy na wielu obiektach, powinnismy zastosowaé technike herme-
tyzacji. Kazdy obiekt powinniémy zamkngé w osobnym ,pudetku”. Jedynie metody udostep-
niane przez obiekt mogg mie¢ dostep do wnetrza obiektu. Dodatkowo mamy konstruktor —
procedure tworzaca nowe obiekty.

let konto pocz =
let saldo = ref pocz
in
let wplata kwota =
if kwota >0 then begin
saldo := !saldo + kwota;
!'saldo
end else failwith "Ujemna lub zerowa kwota"
and wyplata kwota =
if kwota >0 then
if kwota <= !saldo then begin
saldo := !saldo - kwota;
!'saldo
end else failwith "Brak Srodkdédw na koncie"
else failwith "Ujemna lub zerowa kwota"
in
(wplata,wyplata);;

let (wplac,wyplac) = konto 0;;

wplac 50;;
wyplac 8;;

Co by sie stato gdyby definicja konto nie miala argumentu pocz, lecz zaczynala sie tak:
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let konto =
let saldo = ref O
in ...

13.6 Cena programowania imperatywnego

Konstrukcje imperatywne maja swoja cene. To programowanie imperatywne wymusza np.
wprowadzenie Srodowiskowego modelu obliczenn w takiej postaci, w jakiej zostal wcze$niej
przedstawiony. Ale na tym nie koniec.

Konstrukcje imperatywne powoduja ktopoty z pojeciem tozsamosci. Kiedy x i y to to
samo? Czy wtedy, kiedy warto$é¢ = i y jest taka sama? Ale przeciez wartosci obiektow moga
sie zmienia¢. To moze wtedy, gdy kazda zmiana wartosci z powoduje analogiczng zmiane y?
To nie sa tatwe pytania.

Musimy wypracowaé jakis jezyk do opisu tozsamosci obiektéw obliczeniowych. Bedziemy
moéwicé, ze:

e (w danej chwili) z i y sa rowne, jezeli ich wartosci sa rowne, sprawdza to predykat =,

e obiekty = i y sa tozsame, jezeli sa sobie réwne i zmiana wartosci jednego powoduje
analogiczng zmiane drugiego; tozsamos¢ sprowadza sie do tego, ze oba obiekty znajduja
sie w tym samym miejscu w pamieci, sprawdza to predykat ==,

e obickty = i y sa niezalezne, jezeli zmiana stanu jednego z nich nie powoduje zadnej
zmiany stanu drugiego z nich.

Cena imperatywnosci obejmuje tez weryfikacje programéw imperatywnych i ich pielegnacje.
Analiza programow imperatywnych jest bardzo trudna, ze wzgledu na koniecznosé sledzenia
zaleznoéci wynikajacych z kolejnoéci wykonywania instrukcji — ,,czy ta instrukcja powinna
byé najpierw, czy tamta?’ Ponadto, modyfikowanie programéw imperatywnych, dodawanie
nowych instrukcji, zmiana kolejnosci instrukcji, jest Zzrédtem wielu btedéw w programach, gdyz
tatwo przeoczy¢ niektore z zaleznosci. Bledy te nie wystepuja w programach funkcyjnych.
Cena ta rosnie jeszcze bardziej jezeli dopuscimy wspdtbieine wykonanie kilku procedur
operujacych na tych samych obiektach. Woéwczas bardzo trudno jest przewidzie¢ wszystkie
mozliwe scenariusze ich wykonania i przewidzieé¢ wszystkie mozliwe przeploty modyfikacji sta-
néw obiektéow. Przekonacie sie o tym sami na programowaniu wspotbieznym, che che .. ..

13.7 Przyklad: metoda Monte Carlo

Wynaleziona przez Johna von Neumanna, Stanistawa Ulama i Nicholasa Metropolisa, w ra-
mach projektu Manhattan. Pierwotnie uzyta do badania rozchodzenia sie swobodnych neutro-
now w réznych substancjach. Metoda Monte Carlo to metoda przyblizania probabilistycznego
rozmaitych wartoéci. Polega ona na wielokrotnym losowaniu danych z pewnego zbioru i spraw-
dzaniu, czy dane te maja okreslong wlasnosé. W ten sposéb przyblizamy prawdopodobienistwo,
z jakim dane ze zbioru maja dana wlasno$¢. Na podstawie przyblizonego prawdopodobieiistwa
mozna, z kolei, przyblizy¢ szukana wartosé.

Badana funkcja na zadanym przedziale musi przyjmowaé wartosci z okreslonego przedziatu.
Losujemy punkty na plaszczyznie, nalezace do danego przedziatu x i y, i badamy z jakim
prawdopodobieristwem y < f(z). Prawdopodobienstwo tego zdarzenia jest rowne stosunkowi
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powierzchni badanego fragmentu plaszczyzny lezacego ponizej f(z), do powierzchni calego
fragmentu powierzchni.

Sprobujemy zaimplementowaé metode Monte Carlo zgodnie z poznanymi zasadami, top-
down, rozbijajac problemy na podproblemy, stosujac bariery abstrakcji, wybierajac miedzy
programowaniem funkcyjnym i imperatywnym.

Parametry metody to: generator danych, sprawdzana wlasnosé i liczba préb. Wynikiem
jest przyblizenie prawdopodobienistwa, z jakim dane maja wlasnosé.

let montecarlo dane wlasnosc liczba_prob =
let rec montecarlo_rec a n =
if n = 0 then
a
else
if wlasnosc (dane ()) then
montecarlo_rec (a+1) (n-1)
else
montecarlo_rec a (n-1)
in
float (montecarlo_rec O liczba_prob) /. float (liczba_prob);;

Sprobujmy za pomoca metody Monte Carlo przyblizy¢ wartosé w. Liczba ta jest réwna po-
wierzchni kota jednostkowego.

let square x = X *. X;;

let kolo (x,y) = square x +. square y <= 1.0;;

let kwadrat () (losowa_od_do (-1.0) 1.0,losowa_od_do (-1.0) 1.0);;
let pi = 4.0 *. (montecarlo kwadrat kolo 1000);;

Pozostal do zaprogramowania generator liczb losowych.

let losowa_od_do od doo = losowa () *. (doo -. od) +. od;;

let losowa () =
let duzo = 1000
in
let 1 = float (losowy_int () mod (duzo + 1)) /. float (duzo)
in
if 1 <0.0 then (-. 1) else 1;;

let losowy_int =
let stan = ref O
and a = 937126433

and b = 937187
in function () ->
(
stan := !stan * b + a;
!'stan
)5
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W tym przyktadzie uzyliSmy niewiele imperatywnosci, ale miata ona duzy wplyw na struk-
ture programu. W przeciwnym przypadku musieliby$my przekazywaé stan generatora liczb
losowych i to w wielu procedurach, przekraczajac granice abstrakcji chroniace generator liczb
losowych.

13.8 Funkcyjnie, czy imperatywnie?

Kiedy programowaé funkcyjnie, a kiedy imperatywnie? To, ze programowanie imperatywne
ma Swoja cene, nie oznacza, ze wszystko i zawsze nalezy programowaé funkcyjnie. Tak jak
dobry mechanik powinien zna¢ wszystkie narzedzia i stosowaé je zgodnie z przeznaczeniem,
tak samo dobry programista powinien znaé¢ wszystkie techniki programistyczne i paradygmaty
programowania i wybieraé te, ktére najlepiej nadaja sie do rozwiazania danego zadania. Nie
wbijamy gwozdzi kluczem francuskim i nie dokrecamy cieknacego kranu mtotkiem!

Niektore algorytmy (np. dynamiczne) duzo tatwiej jest zapisaé¢ z uzyciem imperatywnych
struktur danych, np. tablic. Nie przeszkadza to jednak takiemu ich zdefiniowaniu, aby cata
imperatywnos¢ byta ukryta przed uzytkownikiem, stanowita sekret implementacji.

Ponizej przedstawiono kolejny przyktad mechanizmu, ktéry mozna zaimplementowaé ele-
gancko tylko wtedy, gdy jego serce bedzie imperatywne.

Niektore z kolei algorytmy tatwiej jest zapisaé¢ funkcyjnie. Dotyczy to zwlaszcza algoryt-
mow operujacych na procedurach wyzszego rzedu, wszelkiego rodzaju drzewach i algorytméw
rekurencyjnych. W takich przypadkach nalezy stosowaé¢ programowanie funkcyjne.

13.9 Deser

T COULD RESTRUCTURE
THE PROGRAMS FLOW

OR USE ONE LITILE
GOt INSTEAD.

o],

EH, SCREW GOOD PRACTICE.

How BAD CAN IT BE?
\ Goto main_sub3;

)‘ﬂ

*COMPILE

http://xkcd.com/292/
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Cwiczenia

1. Napisz modul Counter o nastepujacej sygnaturze:

module type COUNTER = sig
type counter
val make : unit ->counter
val inc : counter ->int
val reset : unit ->unit

end;;

Procedura make tworzy nowy licznik o poczatkowej wartosci 0. Procedura inc zwieksza
licznik o 1 i zwraca jego nowa wartos¢. Procedura reset ustawia wartos¢ wszystkich
licznikéw na 0.

Podaj ztozonosé czasowa i pamieciowa ciagu m operacji, spoéréd ktorych n to operacje
make.

2. Dana jest tablica liczb catkowitych zawierajaca permutacje liczb catkowitych od 0 do
n (dla n > 0). Napisz procedure cykl : int array — int, ktora wyznacza dlugosé
najdtuzszego cyklu danej permutacji. Twoja procedura nie moze zmienia¢ danej tablicy.
Na przyktad:

cykl [I2; 1; 0; 5; 6; 4; 3; 8; 7|] = 4

3. Dana jest tablica znakdéw, ktora wypetniona jest nawiasami. Napisz procedure nawiasy :
char array — int, ktéra zwrdci maksymalng dhugosé spojnego fragmentu tablicy, ktory
jest poprawnym wyrazeniem nawiasowym.

4. [PCh| Dana jest deklaracja drzew binarnych, w ktorych weztach znajduja si¢ dodatkowo
referencje do weztow drzewa:

type a tree =
Null |

Node of a * o tree * o tree * o tree ref;;

(a) Drzewo binarne z fastryga, to drzewo, w ktorym kazdy wezet posiada dodatkowa
referencje na nastepny wezel w porzadku infiksowym. (Ostatni wezel powinien
zawieraé referencje na Null.) Napisz procedure fastryguj : o tree — unit, ktora
sfastryguje dane drzewo.

(b) |[PCh| Napisz procedure lewe liscie : o tree — unit, ktora w kazdym wezle
drzewa ustawia referencje tak, aby wskazywaly na skrajnie lewy 1is¢ (Node, ktorego
obaj potomkowie, to Null) bedacy potomkiem danego wezta.
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(c) Napisz procedure w_lewo : a tree — unit, ktora w kazdym wezle drzewa ustawia
referencje tak, aby wskazywaly na wezel (Node) znajdujacy sie na tej samej gtebo-
kosci w drzewie i najblizej w lewo od danego wezta. W przypadku skrajnie lewych
weztow, referencja powinna wskazywaé na Null.

(d) Napisz procedure potomek : o tree — unit, ktéra w kazdym wezle ustawi referen-
cje na najglebiej potozony wezel (Node) bedacy jego potomkiem.

(e) Powiemy, ze drzewo jest porzgdkowe (BST), jesli w kazdym jego wierzchotku postaci
Node(x, left, right, _) warto$ci w poddrzewie left sg mniejsze lub rowne x,
a wartosci w poddrzewie right sg wieksze rowne x.
Napisz procedure fastryga: o tree — unit, ktéra majac dane drzewo porzad-
kowe tak ustawi w nim referencje, ze wezly zawierajace takie same wartosci beda
potaczone w listy cykliczne. W szczegdlnosci, jesli jakas wartosé wystepuje tylko
raz, to referencja w jej wezle powinna byé petelka.

5. Dana jest deklaracja drzew ogolnych:

type tree = Node of int * tree list * tree ref

Pierwszy argument konstruktora Node to warto$é¢ przechowywana w wezle, a drugi to
lista poddrzew (od lewej do prawej). LiSémi nazwiemy takie wezty, w ktorych listy
poddrzew sa puste. Napisz procedure fastryga : tree — unit, ktéra dla kazdego
wezta u ustawi referencje (trzeci argument konstruktora Node) tak, zeby wskazywata na
taki wezel v, ktory:

e jest potomkiem danego wezta u lub u = v,

e suma wszystkich liczb w poddrzewie o korzeniu v jest maksymalna.
W szczegolnosci, w kazdym lisciu referencja powinna wskazywacé na niego samego.

6. Dana jest tablica par dodatnich liczb rzeczywistych. Liczby te, to dtugosci bokéw pew-
nych prostokatéow o takich samych polach. Tablica ta jest posortowana rosnaco po
pierwszych elementach par, oraz malejaco po drugich elementach par. Napisz procedure
diagonal : (float * float) array — float, ktora wyznaczy najkrotsza z przekatnych
prostokatow.

7. |Bentley|] Dana jest n-elementowa tablica znakéow. Napisz procedure rotacja : char
array -> int -> unit, ktéra rotuje dana tablice o zadang liczbe miejsc cyklicznie w
prawo, tzn.:

rotacjal|zy;zo;...;zn|] k

zmienia zawarto$é tablicy na:
[Tkt 15 -5 Tns @155 T
Na przyktad, wywotanie:

rotacja [|7a>; 717; >a>; 7m7; >a>; ’k’; JOJ; ’t’; 7a7|] 4
zmienia zawartos$¢ tablicy na [|1’k?’; ’0’; ’t’; ’a’; ’a’; ’1’; ’a’; ’m’; ’a’l].

169



10.

11.

12.

13.

14.

Dana jest tablica liczb catkowitych, ktorej pewna rotacja jest posortowana $Scisle ro-
snaco. Napisz procedur¢ minmax : int array -> int * int, ktéra znajduje mini-
mum i maksimum w takiej tablicy.

Dana jest niepusta tablica liczb catkowitych a = [|x1;...;x,|] zawierajaca ciag $cisle
monotoniczny, to jest rosnacy lub malejacy.

Napisz procedure blisko zera:int array — int, ktora zwraca min(|z1],. .., |zy]).

Tomek chcialby poptynaé z kolegami jachtem w rejs trwajacy k dni. Potrzebuje zebraé
grupe kolegow, ktorzy chca i moga z nim poptynaé. Od kazdego ze swoich kolegow
dowiedzial sie od kiedy do kiedy (wlacznie) dysponuje wolnym czasem. Teraz zastanawia
sie, kiedy wyruszyé w rejs, tak zeby mogli zeglowaé jak najwieksza grupa. W trakcie
rejsu koledzy Tomka moga sie zmieniaé¢ (o ile obie osoby maja tego samego dnia wolne).

Napisz procedure rejs : int — (int * int) list — int, ktora majac dana liczbe k
oraz informacje o dostepnosci kolegow Tomka zwroci maksymalna wielkosé zatogi (nie
liczac Tomka). Jezeli rejsu nie da sie zorganizowac, to poprawnym wynikiem jest 0. Na
przyklad: rejs 20 [(12,36); (48,100);(28,70); (55, 80); (0, 65); (25,30)] = 3.

Tomek chcialtby poplynaé z kolegami jachtem w rejs. Potrzebuje zebra¢ grupe k kolegow,
ktorzy chcg i mogg z nim poptynaé. Od kazdego ze swoich kolegdw dowiedziat sie
od kiedy do kiedy (wtacznie) dysponuje wolnym czasem. Teraz zastanawia sie, kiedy
wyruszy¢ w rejs, tak zeby mogl on trwaé jak najdtuzej. W trakcie rejsu zatoga nie moze
sie zmieniac.

Napisz procedure rejs : int — (int*int) list — int, ktéra majac dana liczbe k oraz
informacje o dostepnosci kolegéw Tomka zwroci maksymalng dtugos$é rejsu. Jezeli rejsu
nie da sie zorganizowaé, to poprawnym wynikiem jest 0.

Na przyktad: rejs 2 [(12,36); (48,100); (28, 70); (50, 80); (0,69); (25, 30)] = 42.

[PCH]| Dana jest tablica liczb calkowitych a = [|x1;z2;...;2,]]. Tablica ta ma taka
wlasnosé, ze liczby x4 —z;, dlai=1,2,...,n — 1, tworza ciag rosnacy.
e Napisz procedure rozne : int array — bool, ktéra dla danej tablicy sprawdza,
czy jej elementy sa parami rézne.
e Napisz procedure minimum : int array — int, ktora dla danej tablicy wyznacz
minimum z jej elementéw.
Rozwigzujac to zadanie nie wolno Ci tworzy¢ zadnych witasnych procedur rekurencyj-
nych. Wolno natomiast korzystaé¢ z petli i innych konstrukcji imperatywnych.

Podaj ztozonosé czasowa i pamieciows swojego rozwiazania.

Dana jest tablica liczb catkowitych a = [|z1;22;...;2,|]. Napisz procedure segment :
int array — int, ktora wyznaczy dtugos¢ (7 — i + 1) najdtuzszego takiego spojnego
fragmentu tablicy a, [|z:; ziy1;. .. 25]], dla ktorego min(x;, xit1,...,25) > j —i+ 1.

Rozwigzujac to zadanie nie wolno Ci tworzy¢ zadnych witasnych procedur rekurencyj-
nych. Zamiast tego powinienes uzyé¢ konstrukcji imperatywnych.

Dana jest tablica liczb catkowitych a = [|x1;x9;...;2,|]. Napisz procedure daleko :
int array — (int * int), ktora wyznaczy taka pare indeksow (i, j), ze:
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* i<,
o a.(i) < a(j),

e j — 1 jest maksymalne.

Rozwigzujac to zadanie nie wolno Ci tworzy¢ zadnych wtasnych procedur rekurencyj-
nych. Zamiast tego powinienes uzyé¢ konstrukcji imperatywnych.

15. [PCh| Dane sa dwie listy (bez zapetlen), ktore tacza sie i od pewnego miejsca sa ta sama
lista. Znajdz ten wspdlny fragment.

16. Napisz procedure sprawdzajaca, czy dana lista zawiera cykl. Czy potrafisz wyznaczy¢
jego dtugosé?
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Wytyczne dla prowadzacych éwiczenia

Ad. [[] Wszystkie operacje powinny dziala¢ w czasie stalym. Nalezy ,stempla” z momentem
ostatniego resetowania.

Ad. [4al Nalezy uzy¢ metody przechadzki.

Ad. To zadanie mozna rozwiazac¢ w stalej pamieci (cho¢ niekoniecznie jest to najladniejsze
rozwiazanie). Za pomoca nie ustawionych jeszcze referencji mozna zasymulowaé stos do
przeszukiwania drzewa wglab.

Ad. [4d To zadanie mozna rozwiaza¢ w stalej pamieci (cho¢ niekoniecznie jest to najtadniejsze
rozwiazanie). Za pomoca nie ustawionych jeszcze referencji mozna zasymulowaé kolejke
do przeszukiwania drzewa wszerz.

Ad. [T6] Mozna to zrobi¢ w stalej pamieci i liniowym czasie (i to na kilka sposobow)!
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Wyktad 14. Imperatywne wskaznikowe struktury danych

W poprzednim wykladzie przedstawione zostaly imperatywne mechanizmy w jezyku progra-

mowania.

W tym wykladzie zobaczymy na przyktadach, jak mechanizmy te moga zostaé

wykorzystane do implementacji efektywnych struktur danych.

14.1 Dwustronne kolejki ze scalaniem i odwracaniem

Przypusémy, ze potrzebujemy zaimplementowaé¢ dwustronne kolejki, z dodatkowymi opera-
cjami: scalaniem i odwracaniem. Scalenie dwoch kolejek powoduje, ze pierwsza z nich staje
sie wynikiem ich sklejenia, a druga staje sie pusta. Odwracanie powoduje odwrécenie kierunku

kolejki.

Operacje te ujmuje nastepujaca sygnatura:

module type QUEUE =

sig

type a queue
exception EmptyQueue

val
val
val
val
val
val
val
val
val
val
end;;

14.1.1

init : unit — o« queue

is_empty : « queue — bool
put_first : o queue — « — unit
put_last : « queue — « — unit

first : o queue — «

last : o queue — «

remove_first : o queue — unit
remove_last : « queue — unit
merge : « queue — (« queue — unit
rev : o queue — unit

Implementacja

e Technika atrap i straznikow.

e Lista dwukierunkowa, bez okreslania kierunkéw dowigzan. Atrapy na koncach. Lista,
to para dowigzan do atrap.

type « elem = { mutable 11 :
type a queue = { mutable front :

exception EmptyQueue

«a elem; mutable 12 :

o elem; mutable back :

« elem; v : « option }

« elem }

e Niezmiennik struktury danych, oraz pomocnicze warunki — przydatne przy testowaniu
i w asercjach:

— Warunek testowy, ze dwa elementy listy sa sasiednie:

let test_neighbours el e2 =
(el.11 == e2 || el.12 == e2) &&
(e2.11 == el || e2.12 == el) &&
(el !'= e2)
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— Warunek testowy atrapy na koricu listy:

let test_decoy_elem e =

e.1l1 == e && e.v = None

— Warunek testowy elementu wewnatrz listy:

let test_inside_elem e =
test_neighbours e e.1l1 &&
test_neighbours e e.12 &&
e.11 '= e.12 &&

is_some e.v

— Niezmiennik struktury danych:

let test_invariant q =
let forall q f =
let rec iter_elem e f prev acc =
if e.v <>Nomne then
let next = if prev == e.ll then e.12 else e.ll
in iter_elem next f e (acc && f e)
else acc
in iter_elem q.front.12 f q.front true
in
test_decoy_elem q.front &&
test_decoy_elem q.back &&
forall q test_inside_elem

e Operacje:

(* WartoS¢ elementu. *)
let value e =
match e.v with
Some x ->x |

None ->raise EmptyQueue

(* Predykat sprawdzajacy czy kolejka jest pusta. *)
let is_empty q =
q.front.12 == q.back

(* Konstruktor pustej kolejki. *)
let init () =
let rec g1 = { 11 = gi; 12 = g2; v = None}
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and g2 = { 11 = g2; 12 = gl; v = None}

in

let res = { front = gl; back = g2 }

in begin
assert (test_invariant res && test_neighbours gl g2);
res

end

(* Wstawia nowy element z wartoscig x pomiedzy elementy p i q. *)
let put_between p q x =
let r = {11 =p; 12 = q; v = Some x }
in begin
assert (test_neighbours p q);
if p.11 == q then p.11 <- r else p.12 <- r;
if q.11 == p then q.11 <- r else q.12 <- r;
assert (test_neighbours p r && test_neighbours q r);

end

(* Wstawienie na poczatek. *)
let put_first q x =
put_between q.front q.front.12 x

(* Wstawienie na koniec. *)
let put_last q x =
put_between qg.back q.back.1l2 x

(* Pierwszy element. *)
let first q =
value q.front.12

(* Ostatni element. *)
let last q =
value gq.back.12

(* Usuwa element (nie bedacy atrapg). *)
let remove e =
assert (test_inside_elem e);
e.11
e.12

let el

and e2
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in begin
if el1.11 == e then el.11 <- e2 else el.12 <- e2;
if e2.11 == e then e2.11 <- el else e2.12 <- el;
assert (test_neighbours el e2)

end

(* Usuniecie pierwszego el. *)
let remove_first q =
if is_empty q then
raise EmptyQueue
else

remove q.front.12

(* Usuniecie ostatniego el. *)
let remove_last q =
if is_empty q then
raise EmptyQueue
else

remove q.back.12

(* Sklejenie dwdch kolejek,druga kolejka staje sie pusta. *)
let merge ql g2 =
assert (not (ql == q2));
let f1 = ql.front
and bl = gl.back
and f2 = g2.front
and b2 = g2.back
in
assert (not (fi1==bl) && not (£f2==b2));
let el = b1.12
and e2 = £2.12
in begin
(* Ztaczenie kolejek. *)
if e1.11 == bl then el.11 <- e2 else el.12 <- e2;
if e2.11 == f2 then e2.11 <- el else e2.12 <- el;
(* Wynik w gl *)
ql.back <- b2;
(* g2 puste *)
£2.12 <- bi;
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b1.12 <- £2;
q2.back <- bl

end

(* Odwrdcenie kolejki. *)
let rev q =

let £

q.front

and b = g.back

in begin
q.front <- b;
q.back <- f

end

(*x Testy *)

W oczywisty sposob, ztozonosé wszystkich operacji na kolejkach jest rzedu O(1).

14.2 Drzewa Find-Union

Wyobrazmy sobie, ze potrzebujemy struktury danych do reprezentowania relacji rownowazno-
Sci oraz jej klas abstrakcji. Potrzebne sa nastepujace typy i operacje:

e type a set — typ reprezentujacy klasy abstrakcji elementéw typu «,
e make_set : & — a set — tworzy jednoelementows klase abstrakcji zawierajaca ,
e find: a set — a — zwraca ustalonego reprezentanta klasy abstrakcji,

e equivalent : @ set — a set — bool — sprawdza, czy dwie klasy abstrakcji sg ta sama
klasg abstrakcji,

e union : o set — «a set — unit — skleja dwie klasy abstrakcji, tworzac nowa klase
abstrakcji, ktorej reprezentantem jest reprezentant jednej ze sklejanych klas,

e n of sets:unit — int — zwraca liczbe rozlacznych klas abstrakeji,

e elements : a set — o list — zwraca liste elementéw tworzacych klase abstrakeji.
Powyzszy typ i operacje mozna uja¢ w nastepujaca sygnature:
module type FIND_UNION = sig

type ’a set
val make_set : ’a ->’a set

val find : ’a set ->’a
val equivalent : ’a set ->’a set ->bool
val union : ’a set ->’a set ->unit
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val elements : ’a set ->’a list
val n_of_sets : unit->int
end;;

Wartoéci typu « set reprezentuja klasy abstrakcji zawierajace wartosci typu «, jednak dopusz-
czamy, aby rozne (w sensie ==) wartosci typu « set reprezentowaly te sama klase abstrakcji.

Kazde wywotanie make_set tworzy odrebna, jednoelementows klase abstrakcji. Jezeli
wszystkie wartosci, na ktorych wykonano operacje make_set sg rozne, to mozna przyjacé, ze
dwa elementy x i y sa w tej samej klasie abstrakcji wtw., gdy dla wygenerowanych dla nich
klas abstrakcji ¢, i ¢, zachodzi find ¢, = find ¢,. Jedli tak nie jest, to argumenty make_set
i wyniki find nalezy traktowaé jak etykiety wtasciwych elementéw klas abstrakcji, ktore nie
musza by¢ unikalne.

Zauwazmy, ze implementacja tak wyspecyfikowanej struktury danych musi byé impe-
ratywna. Wykonanie operacji union wplywa nie tylko na jej argumenty, ale réwniez na
wszystkie wartosci (wygenerowane jako wyniki make_set) reprezentujace scalane klasy abs-
trakcji. Dodatkowo, efektywna implementacja wymaga zastosowania wskaznikowej struktury
danych.

Przyktad: Efekty uboczne operacji make_set:

n_of_sets();;

- : int =0

let a = make_set "a"
and b = make_set "b"
and ¢ = make_set "c"
and d = make_set "d";;
n_of_sets();;

- : int = 4

union a b;;

union c d;;
n_of_sets();;

- : int = 2

a == dj;;

- : bool = false
a == b;;

- ! bool = false
equivalent a b;;
- : bool = true
equivalent a d;;
- : bool = false
union b c;;
equivalent a d;;
- : bool = true

14.2.1 Implementacja

Klasy abstrakcji bedziemy implementowaé¢ w postaci drzew, ktorych wezly reprezentuja ele-
menty klas abstrakcji. Przy tym z kazdego wezla bedzie wychodzi¢ wskaznik do jego ojca.
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Reprezentantem klasy bedzie korzeni drzewa. Wskaznik wychodzacy z korzenia prowadzi do
niego samego. Wynikiem operacji make_set jest utworzenie wierzchotka, z ktérego wychodzi
wskaznik wskazujacy na niego samego. Operacja find polega na przejsciu wzdtuz wskazni-
kow az do korzenia drzewa i zwrdceniu reprezentowanego przez niego elementu. Operacja
union polega na znalezieniu korzeni dwoch drzew i podlaczeniu jednego jako syna drugiego.
Dodatkowo stosujemy dwie optymalizacje.

Kompresja Sciezek Za kazdym razem, gdy wyszukujemy reprezentanta klasy, we wszyst-
kich weztach na Sciezce od danego wezta do korzenia przestawiamy wskazniki na korzen drzewa.

/A 20N
/A WA

Rysunek 2: Kompresja Sciezek

Wybdér nowego korzenia W momencie, gdy scalamy dwa drzewa, mozemy wybra¢ korzen,
ktoérego z nich bedzie korzeniem nowego drzewa. Generalnie, powinnisémy podlaczaé¢ mniejsze
drzewo do wickszego. Nie bedziemy jednak pamietaé¢ ani wielkosci poddrzew zakorzenionych
w poszczegbdlnych wierzchotkach, ani ich wysokosci. Zamiast tego, kazdemu wierzchotkowi
przypiszemy range, liczbe catkowita, ktéra jest gérnym ograniczeniem na wysokos¢ danego
wierzchotka. W momencie tworzenia wierzchotka, jego ranga wynosi 0. Kompresja Sciezek nie
wplywa na rangi wierzchotkéw. Gdy scalamy dwa drzewa, to podtaczamy korzen o mniejszej
randze, do korzenia o wickszej randze. Jezeli oba korzenie maja te sama range, to wybieramy
ktorykolwiek z nich i zwiekszamy jego range o 1.

Wyliczanie elementéw klas i licznik klas Opisana struktura danych pozwala na szybka
implementacje operacji find i union, ale nie pozwala na wyliczanie elementéow klas. Potrze-
bujemy do tego wskaznikéw idacych w doét drzewa. Dla kazdej klasy abstrakcji utrzymujemy
rowniez drzewo ,rozpinajace” elementy klasy. Korzeniem tego drzewa jest reprezentant klasy
abstrakcji. W kazdym wezle drzewa pamietamy liste jego nastepnikéw. Ksztalty drzew two-
rzonych przez wskazniki idace ,w gore” i ,w dot”’ nie musza sie pokrywac.

Dodatkowo, aby odpowiada¢ na pytania o liczbe klas abstrakcji, utrzymujemy licznik klas.

module Find_Union : FIND_UNION = struct
(x Typ klas elementdw typu ’a. *)

179



type ’a set = {

elem 1 Ya; (* Element klasy. *)

up : ’a set ref; (* Przodek w drzewie find-union. *)

mutable rank : int; (* Ranga w drzewie find-union. *)

mutable next : ’a set list (* Lista potomkdéw w pewnym drzewie rozpinajacym
klase. *)

}

(* Licznik klas. *)
let sets_counter = ref O

(* Liczba wszystkich klas. *)
let n_of_sets () = !sets_counter

(* Tworzy nowa klase ztozong tylko z danego elementu. *)
let make_set x =
let rec v = { elem = x; up = ref v; rank = 0; next = [] }
in begin
sets_counter := !sets_counter + 1;
v
end

(* Znajduje korzen drzewa,kompresujac Sciezke. *)
let rec go_up s =
if s == !(s.up) then s
else begin
s.up := go_up !(s.up);
! (s.up)
end

(* Znajduje reprezentanta danej klasy. *)
let find s =
(go_up s).elem

(* Sprawdza,czy dwa elementy sa rdownowazne. *)
let equivalent sl s2 =
go_up sl == go_up s2

(* Scala dwie dane (roztaczne) klasy. *)
let union x y =
let fx = go_up x
and fy = go_up y
in
if not (fx == fy) then begin
if fy.rank >fx.rank then begin
fx.up := fy;
fy.next <- fx :: fy.next
end else begin

fy.up := fx;

fx.next <- fy :: fx.next;

if fx.rank = fy.rank then fx.rank <- fy.rank + 1
end;
sets_counter := !sets_counter - 1
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end

(* Lista elementdéw klasy. *)
let elements s =
let acc = ref []

in
let rec traverse sl =
begin
acc := sl.elem :: l!acc;
List.iter traverse sl.next
end
in begin
traverse (go_up s);
lacc
end
end;;

14.2.2 Analiza kosztu

W niniejszym punkcie zajmiemy sie analiza tacznego kosztu wykonania m operacji, sposréd
ktorych n to operacje make_set. Na poczatek przeanalizujmy kilka wtasnosci rang.

Lemat 3. Dla kazdego wezta, ktory nie jest korzeniem, jego ranga jest mniejsza od rangi jego
ojca.

Dowdd. Dowdd przebiega indukcyjnie po historii obliczeni. Operacja union podlaczajac jeden
korzen do drugiego zapewnia, ze ojciec ma wicksza range niz nowy syn. Kompresja Sciezek
rowniez zachowuje powyzsza wlasnosé. O

Lemat 4. Dla dowolnego drzewa, ktorego korzen ma range r, liczba weztow w drzewie wynosi
przynajmnie; 2.

Dowdd. Dowdd przebiega indukcyjnie po historii obliczen. Oczywiscie jednoelementowe drzewa
tworzone przez make_set spelniaja lemat. Kompresja $ciezek nie zmienia liczby weztow w
drzewie, ani rangi korzenia. Jezeli scalamy drzewa, ktérych korzenie maja rézne rangi, to
oczywiscie lemat jest zachowany. Jezeli scalamy drzewa, ktorych korzenie majg taka sama
range , to kazde z tych drzew ma przynajmniej 2" weztéw, a po ich scaleniu powstaje drzewo,
ktorego korzen ma range r + 1 i ktore zawiera przynajmniej 2" ! elementow. O

Fakt 4. Dla dowolnej rangi r istnieje co najwyzej 5= weztow rangi v lub wigkszej.

Dowadd. Ustalmy range r. Ranga wierzchotkéw rosnie w wyniku operacji union. Usufimy z
naszego ciggu instrukcji wszystkie operacje union, ktére prowadza do powstania wierzchotkow
o randze wiekszej niz r. W rezultacie kazdy wierzchotek, ktory oryginalnie mial range réwna
r lub wiekszg, ma range réwng r i jest korzeniem pewnego drzewa.

Z lematu 4] wynika, ze kazdy taki wierzchotlek jest korzeniem drzewa zawierajacego przy-
najmniej 2" weztow. Poniewaz rézne drzewa sa rozlaczne, a wszystkich wierzchotkéw jest n,
wiec wierzchotkow rangi 7 (lub wigkszej) moze by¢ co najwyzej 5. O

Fakt 5. Rangi weztow nie przekraczajq |logon|.
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Dowdd. Jest to natychmiastowy wniosek z faktu O

Def. 1. Funkcja log}, « jest zdefiniowana standardowo, przy czym moze ona by¢ nieokreslona.
Funkcja log* jest zdefiniowana nastepujaco:

log* = min{i > 0 : loghz < 1}

Przykladowo, log* 4 = 2, log* 65000 = 4.

Tw. 4. Lgczny koszt wykonania m operacji na drzewach find-union (bez operacji elements),
sposrad ktorych n to operacje make_set wynosi O(m -log* n).

Dowdd. Zdefiniujmy pomocnicza funkcje B, odwrotna do funkcji log™:

2
2 }j razy
B(j) = 2 Jebh] >1
1 jesli j =0
—1 jesli j = —1

Wierzcholki dzielimy na bloki, ze wzgledu na log* od ich rang. Bloki numerujemy tymi war-
tosciami. Poniewaz bloki maja numery od 0 do co najwyzej log*(logsn) = log*n — 1, wiec
wszystkich blokow jest co najwyzej log* n. Blok numer j zawiera rangi od B(j — 1) + 1 do
B()).

Jezeli pominiemy koszt operacji go_up, to pozostaly koszt operacji wynosi O(m). Mo-
zemy wiec skupié¢ sie na koszcie operacji go_up. Pojedyncza operacja go_up przebiega Sciezke
od danego wezta do syna korzenia: (zg,z1,...,2;). Rangi wierzchotkow na $ciezce rosna.
Wierzchotki na $ciezce nalezace do tego samego bloku wystepuja po kolei.

Koszt operacji go_up przypisujemy wierzchotkom na $ciezce, przy czym dzielimy go na
koszt zwigzany ze Sciezkq i koszt zwigzany z blokami. Koszt zwiazany z blokami przypisujemy
ostatnim wierzchotkom na $ciezce nalezacym do poszczegdlnych blokéw, oraz synowi korzenia,
x;—1. Koszt zwiazany z blokami kazdej operacji go_up wynosi co najwyzej jeden plus liczba
blokéw, czyli O(1 4 log* n). Tak wiec koszt zwiazany z blokami wszystkich operacji wynosi
O(m-log* n). Nalezy jeszcze pokazaé, ze taczny koszt zwiazany ze Sciezkami jest rowniez rzedu
O(m -log* n).

Zauwazmy, ze jezeli jakiemus wierzcholtkowi zostal raz przydzielony koszt za blok, to juz
wiecej nie bedzie mu przydzielony koszt za $ciezke. Jezeli natomiast wierzchotkowi zostat w
danej operacji go_up przydzielony koszt za Sciezke, to w wyniku tej operacji zmienit sie ojciec
tego wierzchotka i to na taki o wyzszej randze. Jezeli ten nowy ojciec nalezy do innego bloku,
to dany wierzcholek juz wiecej nie bedzie mial przypisanego kosztu za sciezke. Tak wiec,
jezeli dany wierzchotek nalezy do bloku nr j, to moze on mieé¢ przypisany koszt za Sciezke co
najwyzej B(j) — B(j — 1) — 1 razy.

Oznaczmy przez N (j) liczbe wierzchotkéw nalezacych do bloku j. Korzystajac z faktu, ze

n

weztow o randze > r jest < or Imamy:
n n
NO < —=—+—
0) =< 20 B(0)
NG) < n _n - n

2BG-DH ~ 2B(j) ~ B()
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Laczng liczbe kosztow za $ciezki mozemy oszacowaé mnozac, dla kazdego bloku, maksymalna
liczbe wierzchotkéw w tym bloku przez maksymalng liczbe optat za Sciezke.

log* n—1 log* n—1
> 0 EO-BG-D-1) < % (g BO-BG-D-1) <
J J
log* n—1 n log* n—1
< > (—.-Bm) = (n) <n-log"n
j= j=
Tak wiec taczny koszt wszystkich operacji jest rzedu O(mlog* n). O

W praktyce czynnik log* n mozna przyjac za staly, gdyz nie przekracza on 5 dla wszelkich
praktycznych wielkosci. Zauwazmy, ze B(5) > 1019728 natomiast liczba wszystkich atomow
we Wszech$wiecie jest szacowana na 1080,

Powyzsze twierdzenie mozna rozszerzy¢ roOwniez na operacje elements, jezeli np. zapew-
nimy, ze kazdy element pojawia si¢ na listach elementéw klas tylko raz. Wéwczas taczny czas
wykonania tych operacji nie przekracza n.

Funkcja Ackermanna (zgodnie z jej sformutowaniem podanym przez Hermesa [Her65)
Bra&3|) jest zdefiniowana nastepujaco:

A(0,4) =i+1
A(3,0) = A(i — 1,1)

Mozna pokazaé, ze taczny koszt m operacji, sposrod ktéorych n to operacje make_set, jest
jeszcze mniejszy, mianowicie jest rzedu O(m - a(m,n)), gdzie a(m,n) jest funkcja ,odwrotna”
do funkcji Ackermanna:

a(m,n) = min {z >1:A (z’, L%J) > log, n}

W praktyce czynnik «(m,n) mozna przyjaé za stalty, gdyz nie przekracza on 4 dla wszelkich
praktycznych wielkosci.

14.3 Deser
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Cwiczenia

1.

2.

Zaimplementuj kolejki FIFO+LIFO jako imperatywne listy dwukierunkowe.

Dana jest definicja typu elementéw tworzacych listy wskaznikowe:

type « option = None | Some of «
type a elem = {v: a; mutable next: « lista}
and « lista = « elem option

(a) Napisz procedure petla : lista — unit, ktéra majac dana liste jednokierunkows,
tworzy z niej liste cykliczna, ale z odwréconym kierunkiem wskaznikow. Mozesz
zatozyé¢, ze dana lista jest poprawng lista jednokierunkowa, to znaczy ma koniec i
nie zapetla sie.

(b) Napisz procedure przeplot : lista — lista — unit, ktéra splata obie listy w
jedna liste postaci: pierwszy rekord pierwszej listy, pierwszy rekord drugiej listy,
drugi rekord pierwszej listy, drugi rekord drugiej listy, itd. Jesli jedna z list jest
dtuzsza, to jej koricowka stanowi koricéwke listy wynikowe;j.

Napisz procedure tworzaca cykliczna liste modyfikowalna.

Dane sg deklaracje typow:

type elem = { x:int; mutable prev:elem list };;
type lista = elem list;;

Napisz procedure ustaw : lista — unit, ktora dla danej listy [z1;29;...;2,] typu
lista, tak ustawia pola prev, aby (dla i =1,2,...,n) prowadzilo ono z elementu x; do
listy zaczynajacej sie w elemencie x,_;y1.

[XIT OI, Skarbonki] Mamy n skarbonek otwieranych kluczykami. Do kazdej skarbonki
jest inny kluczyk. Kluczyki do skarbonek sa powrzucane do skarbonek. Zeby dostaé sie
do zawartosci skarbonki, skarbonke mozna otworzy¢ kluczykiem (jesli sie go ma) lub ja
rozbié.

Skarbonki sg ponumerowane od 0 do n — 1. Na podstawie tablicy a (rozmiaru n),
takiej, ze a[i] = numer skarbonki, w ktorej znajduje sie kluczyk do skarbonki numer ¢,
oblicz minimalna liczbe skarbonek, ktore nalezy rozbié, tak aby dostaé¢ sie do zawartosci
wszystkich skarbonek.

IX OI, Malpki]
[[A moze by to przenies¢ do wyktadu jako przyklad zastosowania find-union?||

Na drzewie wisi n malpek ponumerowanych od 1 do n. Malpka z nr 1 trzyma sie gatezi
ogonkiem. Pozostate malpki albo sg trzymane przez inne malpki, albo trzymaja sie
innych maltpek, albo jedno i drugie réwnoczesnie. Kazda malpka ma dwie przednie
tapki, kazda moze trzymac¢ co najwyzej jedna inna malpke (za ogon). Rozpoczynajac
od chwili 0, co sekunde jedna z malpek puszcza jedna tapke. W ten sposéb niektére
malpki spadaja na ziemie, gdzie dalej moga puszczaé tapki (czas spadania malpek jest
pomijalnie maly).
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10.

Zaprojektuj algorytm, ktéry na podstawie opisu tego ktéra malpka trzyma ktora, oraz
na podstawie opisu tapek puszczanych w kolejnych chwilach, dla kazdej malpki wyznaczy
moment, kiedy spadnie ona na ziemie.

Na szachownicy jest ustawionych n wiez, ktore nalezy pokolorowaé. Jesli dwie wieze sie
atakuja (sa w tej samej kolumnie lub wierszu), to musza by¢ tego samego koloru. Napisz
procedure kolory : int * int list — int, ktora na podstawie listy wspolrzednych
wiez wyznaczy maksymalng liczbe koloréw, ktérych mozna uzyé kolorujac wieze. Podaj
ztozono$é czasows 1 pamieciowa swojego rozwiazania.

Mamy dang kratownice zlozong z przewodéw elektrycznych wielkosci n x n.

(n.n)

0,0)

Niestety, poszczegdlne przewody przepalaja sie. Dana jest lista kolejnych jednostkowych
przewodow, ktore sie przepalaja. Kazdy przewod jest opisany trojka (x,y,v), gdzie (z,y)
to wspotrzedna jego lewego/dolnego korica, a v jest wartoscia logiczna réwna true dla
przewodow pionowych i false dla przewodéw poziomych.

Napisz procedure przewody : int -> (int * int * bool) list -> int, ktoéra dla
danej liczby n i listy kolejnych przewodéw przepalajacych sie, okresli po przepaleniu ilu
przewodow prad nie moze pltyna¢ miedzy punktami (0,0) i (n,n). Jezeli po przepaleniu
sie wszystkich przewodéw z listy prad nadal moze plynaé, poprawnym wynikiem jest
—1.

Dana jest prostokatna mapa zt6z gazu wraz z odwiertami pobierajacymi gaz. Mapa
jest dana w postaci dwuwymiarowej prostokatnej tablicy liczb catkowitych. Miejsca
odwiertow sa zaznaczone liczbami ujemnymi. Wartosé bezwzgledna elementu tablicy
oznacza ilo$¢ znajdujacego sie w danym miejscu gazu.

Pola niezerowe stykajace sie bokami tworza jedno zloze. Odwierty znajdujace sie w
danym ztozu pozwalaja pobra¢ tyle gazu ile pol obejmuje ztoze, po czym ilos¢ gazu we
wszystkich polach zloza maleje o 1. Moze to spowodowaé¢ zmniejszenie lub podzielenie
sie ztoza. Dalej odwierty pozwalaja pobiera¢ gaz z tak zmienionych ztoz.

Napisz procedure gaz : int array array — int, ktora obliczy taczng ilos¢ gazu, jaka
wydobeda odwierty.

W akademiku mieszka n informatykéw, a kazdy z nich ma komputer. Niektoérzy z infor-
matykow polaczyli swoje komputery za pomocy sieci lokalnych. Komputery nalezace do
tej samej sieci lokalnej moga si¢ ze soba komunikowaé. Niektore komputery naleza do
wiecej niz jednej sieci lokalnej.

Informatycy postanowili potaczyé¢ lokalne sieci w jedna inter-sie¢ obejmujaca wszystkie
komputery. Okazalo sie jednak, ze miedzy niektéorymi komputerami nie ma ktéredy
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11.

12.

13.

przesyla¢ informacji. Nalezy stworzy¢ jeszcze jedng sie¢ lokalng, realizujaca brakujace
polaczenia. Ta dodatkowa sie¢ powinna obejmowaé jak najmniejsza liczbe komputeréw.

Komputery sa ponumerowane od 1 don. Napisz procedure sie : int — int 1list list —
int, ktéra na podstawie liczby komputeréw n oraz listy list komputeréw nalezacych do

poszczegdlnych sieci lokalnych, wyznaczy ile komputerow nalezy potaczy¢ dodatkowsa

siecig lokalng.

Na przyktad, dla danych: sie¢ 8 [[1;3;2]; [7;2]; [1;8]; [5;6]1] poprawnym wy-
nikiem jest 3; nowa sie¢ moze obejmowaé¢ np. komputery 3,41 51lub 4, 61 7.

Dana jest plansza podzielona na szesciokatne pola, o wymiarach n xn (patrz rysunek). i-

e i —11i14wrzedzie j — 1,
te pole w j-tym rzedzie sasiaduje z polami: e i —1ii+ 1w rzedzie j,

e i1+ 1 wrzedzie j + 1.

Dwaj gracze, bialy i czarny, graja w gre hexr. Zajmuja oni na

przemian wolne pola na planszy. Zaczyna gracz bialy. Gracz bialy stara sie potaczy¢
swoimi polami lewy i prawy brzeg planszy, a gracz czarny goérny i dolny brzeg planszy.
Wygrywa gracz, ktory jako pierwszy potaczy odpowiednie brzegi planszy, w ten sposob,
ze 7 jednego brzegu na drugi bedzie mozna przejs¢ przez sasiadujace pola zajete przez
danego gracza.

Napisz procedure hex : int — (int % int) list — (bool * int), ktora na podstawie
wielkosci planszy n, oraz listy wspolrzednych (rzad, pozycja w rzedzie) kolejno zajmo-
wanych przez graczy pol okresli, czy wygral gracz bialy (true), czy czarny (false) i w
ktérym ruchu.

Dana jest (w postaci tablicy) permutacja zbioru {0,1,...,n — 1}. W tej tablicy wolno

nam zamienia¢ miejscami sasiadujace elementy. Napisz procedure permutacja : int array —

int, ktora obliczy minimalng liczbe takich zamian potrzebnych do przeksztalcenia danej
permutacji w jeden cykl.

Na przyktad, dla permutacji [1; 2; 0; 9; 3; 6; 5; 4; 7; 8] wynikiem jest 2. Wystarczy zamieni¢
np. elementy na pozycjach 2 i 3, oraz 6 i 7, a otrzymamy [1;2;9;0; 3; 6;4; 5; 7; 8] Podaj
ztozonosé czasowa i pamieciows swojego rozwigzania.

[XIV OI, Biura] W firmie pracuje n pracownikow ponumerowanych od 1 do n. Kazdy
pracownik otrzymat stuzbowy telefon, w ktérym ma zapisane numery telefondéw niekto-
rych swoich wspotpracownikoéw (a wszyscy ci wspotpracownicy maja w swoich telefonach
zapisany jego numer). W zwigzku z dynamicznym rozwojem firmy zarzad postanowit
przeniesé siedzibe firmy do nowych biurowcéw. Postanowiono, ze kazda para pracow-
nikow, ktorzy beda pracowa¢ w réznych budynkach, powinna znaé¢ (nawzajem) swoje
numery telefonéw, tzn. powinni oni mieé¢ juz zapisane nawzajem swoje numery w stuz-
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14.

bowych telefonach komoérkowych. Réwnoczesnie, zarzad postanowit zajaé jak najwicksza
liczbe biurowcow.

Napisz procedure biura : int -> int * int list -> int, ktora na podstawie liczby
pracownikéw n oraz listy par pracownikéw posiadajacych nawzajem swoje numery tele-
fonow I = [(a1,b1);...; (am, bm)], wywolana jako biura n [, obliczy liczbe biurowcow.

Rozwiazujac to zadanie przyjmij, ze m = O(n).

[ONTAK 2007] Wyobrazmy sobie ciag zer i jedynek (z1,z9,...,x,). Mamy dany ciag
trojek postaci (i, 7,s), gdzie i i j sa indeksami w ciagu (x;), 1 < i < j < n, natomiast
s = Z::i x) mod 2. Niestety dany ciag trojek jest sfalszowany — nie istnieje ciag
(x;), ktory by go spelnial. Twoim zadaniem jest znalezienie takiego k, ze dla pierwszych
k danych trojek istniejej jeszcze spetniajacy je ciag, a dla k+1 juz nie. Napisz procedure
przedzialy : int — (int*int=*int) list — int, ktora dla danego n oraz ciagu trojek
oblicza takie k.
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Wytyczne dla prowadzacych éwiczenia

Ad. 5] To zadanie mozna rozwigzywaé zaréwno stosujac przeszukiwanie grafow, jak i drzewa
find-union. (Wynik jest rowny liczbie spojnych sktadowych.) Poniewaz o przeszukiwaniu
graféw nic jeszcze nie byto, nalezy zastosowaé drzewa find-union.

Ad. |6l Wynik jest réowny liczbie spéjnych sktadowych w dopelnieniu danego grafu. Nie nalezy
jednak konstruowaé takiego dopelnienia, gdyz bylby to koszt czasowy rzedu O(n?).
Nalezy znalez¢é wierzcholek o minimalnym stopniu (jest on ograniczony przez stala)
i sklei¢ z nim wszystkie wierzchotki, ktore nie sa z nim incydentne. W ten sposéb
uzyskujemy graf statej wielkosci, ktéry dalej przetwarzamy jakkolwiek, choéby w czasie

O(n?).

Ad. 14l Oznaczmy przez p; sume (modulo 2) prefiksu ciagu (z;) zlozonego z pierwszych i
elementow, p; = (3, = 1'zx) mod 2. W szczegdlnosci pg = 0. Trojka (i, j, s) oznacza,
ze pj = (pi—1 +5) mod 2.

Dla kazdego ¢ = 0,1,...,n mamy dwa wierzchotki, jeden reprezentujacy fakt, ze p; = 0
i jeden reprezentujacy fakt, ze p; = 1. Kazda tréjka to przyczynek do sklejenia ze soba
dwoch par wierzchotkdéw, ktore musza byé sobie rownowazne. Jezeli po ktoryms z kolei
sklejeniu wierzchotki p; = 0 i p; = 1 beda w tej samej klasie abstrakcji, to nie istnieje
ciag (x;) speliajacy przetworzone trojki.
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Wyktad 15. Logika Hoare’a — dowodzenie poprawno$ci progra-
moéw imperatywnych

W tym wyktadzie zajmiemy sie specyfikacjami i dowodzeniem poprawnosci programow impe-
ratywnych. Zacznijmy od kilku podstawowych pojec.

15.1 Kilka podstawowych pojeé

Wiekszo$¢ z opisanych ponizej pojeé poznaliSmy juz w odniesieniu do programéw funkcyjnych.
Okreslmy teraz co oznaczaja one w odniesieniu do programoéw imperatywnych. (Jednoczesnie
powinno to wyjasni¢ ich nazwy.)

o W przypadku programéw imperatywnych istotne jest w jaki sposéb zmieniaja one stan
systemu, czyli warto$ci zmiennych.

e Asercja to warunek odnoszacy sie do stanu w danym momencie obliczen / w okreslonym
miejscu w programie, ktéry powinien byé speliony.

e Warunek koricowy to asercja odnoszaca sie do stanu po wykonaniu danego programu.
Warunek koricowy okresla stany systemu, do jakich powinien prowadzié¢ program.

e Warunek poczatkowy to asercja odnoszaca sie do stanu przed wykonaniem danego
programu. Warunek poczatkowy wyraza zalozenia, jakie powinien spelniaé¢ stan, w
ktérym uruchamiamy program.

e Na potrzeby niniejszego wykladu przyjmujemy, ze specyfikacja danego programu sktada
sie¢ z warunku poczatkowego i konicowego.

e Program jest czeSciowo poprawny (wzgledem danej specyfikacji), jezeli dla kazdego
stanu spelniajacego warunek poczatkowy, program uruchomiony w tym stanie, o ile
konczy dziatanie (bez bledu), to koriczy je w stanie speliajacym warunek koncowy.

e Program ma wlasnosé stopu, jezeli dla kazdego stanu spelniajacego warunek poczat-
kowy, program uruchomiony w tym stanie korczy dziatanie (bez btedu).

e Program jest calkowicie poprawny (wzgledem danej specyfikacji), jezeli dla kazdego
stanu spelniajacego warunek poczatkowy, program uruchomiony w tym stanie koriczy
dziatanie i to w stanie spetniajacym warunek koncowy. Inaczej mowiac:

Calkowita poprawnosé¢ = Czesciowa poprawnosé + wtasnosé stopu

15.2 Formalizmy do specyfikacji i weryfikacji programoéw imperatywnych

Powstato wiele formalizmoéw stuzacych do dowodzenia poprawnosci programdéw imperatyw-
nych, m.in.:

e logika Hoare’a [Hoa69, [Apt81) BAOS, [Dah92] — ktora zajmiemy sie w tym wyktadzie,

e transformatory predykatow Dijkstry [Dij85, [BA05] — stuza one do wyznaczania najstab-
szego warunku wstepnego, gwarantujacego zakoriczenie obliczeri i spelnienie warunku
koricowego,
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e logika algorytmiczna [MS92, MS87] — w duzym skrocie, logika algorytmiczna stanowi
rozszerzenie jezyka predykatoéw pierwszego rzedu o formuly postaci: program, warunek
koncowy; taka formula reprezentuje najstabszy warunek poczatkowy gwarantujacy za-
koniczenie programu i spetnienie warunku konicowego; co wiecej, takie formuty moga by¢
fragmentami wiekszych formut.

15.3 While-programy

W punkcie tym przedstawimy prosty fragment imperatywnego Ocamla, ktéry bedziemy nazy-
waé while-programami. Dalsze rozwazania ograniczymy do while-programéow.

Dla uproszczenia zaktadamy, ze wszystkie ,zmienne” sg referencjami do liczb calkowitych,
oraz ze kazdy identyfikator reprezentuje inng referencje. Rozszerzenie do referencji do innych
typéw prostych nie jest trudne, ale komplikuje technikalia. Natomiast wprowadzenie aliasingu,
lub imperatywnych typow ztozonych, takich jak tablice czy struktury wskaznikowe, istotnie
komplikuje problem specyfikacji i weryfikacji programoéw [Apt81], [(CO81] BS95, Kub00k [Kub03].

(while-program) ::= (instrukcja) | (instrukcja) ; (while-program)
(instrukcja) = Dbegin (while-program) end |
if (warunek) then (instrukcja) else (instrukcja) |
while (warunek) do (instrukcja) |

(referencja) := (wyrazenie) |
O

(wyrazenie) =

(warunek) =

(identyfikator) ::=

[[Dodefiniowaé¢ sktadnie wyrazeri, warunkow i referencji.||

15.4 Semantyka while-programow

Skoro wszystkie zmienne sa typu int, to stan systemu mozemy reprezentowaé jako wartoscio-
wanie zmiennych, funkcja przypisujaca nazwom zmiennych ich wartosci:

Stan = [Id — Z|

Semantyke while-programu mozemy reprezentowaé jako funkcje czesciows ze standéw w stany.
Czesciowos$¢ wynika stad, ze obliczenia moga sie zapetla¢ lub nie udawaé z innych przyczyn.

[while-program] : Stan — Stan
Semantyka wyrazenia, to funkcja ze stanu w liczby catkowite:
[wyrazenie] : Stan +— int
Semantyka warunku, to funkcja ze stanu w wartosci logiczne:

[warunek] : Stan — bool
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S) = 8
S) = funi— if ¢ =r then [w](S) else S(7)
S) = [RI([~](S)

[0]
[r:=w]
[P1; P2]

H ~

[if w then P; else P|(S) =
= if [w](S) then [P1](S) else [P](S)
[if w then P] = [if w then P else ()]
[while w do P](Sp) = Sp, gdzie: not [w](Sy)
[[w]](Sl), Si+1 = [[P]](Sz) dla0<i<n

W p.p. nieokre$lone

[[Rozwinaé¢ roéwnania dla wyrazen i warunkow logicznych.||

15.5 Formuly logiki Hoare’a

Formutly Hoare’owskie to trojki postaci:

{e}P{y}
gdzie:
e  to warunek poczatkowy,
e P to while-program,
e 1) to warunek konicowy.

Formuta taka wyraza czesciowa poprawnosé programu P wzgledem ¢ i 9.

Modelami dla formut Hoare’a sg dziedziny algorytmiczne. Dla konkretnej dziedziny al-
gorytmicznej i stanu poczatkowego wykonanie programu jest juz jednoznacznie okreslone. O
prawdziwosci formuty Hoare’a mozemy méwié¢ w kontekscie konkretnej dziedziny algorytmicz-
nej. W dalszych rozwazaniach zaktadamy, ze dziedzina algorytmiczna jest taka jak w Ocamlu.

Jesli A jest zbiorem formut (pierwszego rzedu) dotyczacych dziedziny algorytmicznej, to
A = {p}P{v} oznacza, ze {p}P{1} jest prawdziwe dla wszystkich dziedzin algorytmicznych,
w ktorych spetnione sg formuty z A.

15.6 System dowodzenia

e Aksjomaty:

— instrukcji puste;j:

AF{e} 0 {e}

— instrukcji przypisania
AF{ollx/w]} x:=w {¢}

Reguty:
— oslabiania.

Ay = ¢, AE{Y}P{Y}, AEY = ¢
AF{p} P {¥}
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— $rednika:

AF{p} P {¢}, AF{a{y}
AFA{e} PQ{y}

— instrukcji warunkowej:

A{o A a}P{y}, AF{p A —-a}Q{y}
At {¢} if o then P else Q {¢}

— petli while:

AF{p A a} P iy}
AF {¢} while a do P done {¢ A -}

e [stnieje tez wzmocniona wersja logiki Hoare’a pozwalajaca dowodzi¢ pelng poprawnosé.
Fragmenty przedstawionego systemu dowodzenia nalezy zastapi¢ nastepujacymi regu-
tami:

— instrukcji przypisania

A E o['x/w] = w jest okreslone
AH{pllx/wl} x = w {¢}

— instrukcji warunkowe;j:

A= ¢ = « jest okreslone,

AF{p A ajP{y}, AF{p A ma} Q{¢}
At {¢} if o then P else Q {¢}

— petli while:

AE ¢ = «jest okreslone, AE(p A p<0) = -a,
n nie wystepuje wP, AbF{po A a A p=n}P{p A p<n}
AF {¢} while a do P done {¢ A —a}

Przykltad: Oto program obliczajacy minimum z dwoch liczb:

{lz =lzg A ly =lyo}
if lr <ly then z :=lz else z :=ly

{1z = min(zg, lyo) }
Korzystajac z reguty dla instrukcji warunkowej otrzymujemy dwie formuty do udowodnienia:

1.
{lz =lzg A ly =lyo A lz <ly} z :=!x {lz = min(lzo, lyo)}

Korzystajac z reguty ostabiania oraz z tego, ze:
(lz =lxg Ay =lyo A lz <ly) = lz = min(lz, lyo)

otrzymujemy:
{lz = min(lzg, lyo)} z :=!x {1z = min(lzo, ly0)}

co jest aksjomatem przypisania.
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{lz =lzg Ay =lyo A =(lz <ly)} z :=ly {!z = min(lzg, lyo) }

Korzystajac z reguty ostabiania oraz z tego, ze:
(lz =lzg ANy =lyp A =(lz <ly)) = ly = min(lzo, lyo)

otrzymujemy:
{ly = min(lzo, 'y0)} z :=!y {!z = min(lzo, lyo) }

co jest aksjomatem przypisania.

Przyktad: Algorytm Euklidesa mozemy wyspecyfikowaé tak:
{lt >0 A lz=lag Aly >0Aly=lyp} E {lz = NWD(zo,y0)}
a jego implementacja imperatywna wyglada tak:

while !z #ly do
if lz >ly then

E x =lz-ly
else
y =ly—lx

Pokazemy pelng poprawnosé tego algorytmu. Dowod powinien sie rozpoczaé od zastosowania
reguty dla petli while. Zauwazmy, ze wszystkie wyrazenia i warunki sa dobrze okreslone.
Jako funkcje miary mozemy przyja¢ lx+!y, a jako niezmiennik:

¢ = le>0Aly>0 A NWD(lz,ly) = NWD(lzg, lyo)
Musimy wiec pokazaé, ze (¢ A lz+ly < 0) =l =y, oraz:
{o Nz #y ANMaz+ly =n} I {p Alz+ly <n}

Implikacja jest trywialnie spelniona, gdyz ma wewnetrznie sprzeczny poprzednik. Druga for-
mule dowodzimy stosujac regule dla instrukcji if-then-else, co daje dwa przypadki:

1L {e Alx Ay ANMz+ly =n A le >ly} x =Ix—ly {p A lztly < n}

Ostabiamy te formute do aksjomatu przypisania:

{la=ly >0 Aly>0 A NWD(lxz—ly,ly) = NWD(lzo, yo) N lz—ly+ly < n}
x =lx—ly
{o Nz+ly <n}

korzystajac z implikacji:

le—ly >0Aly>0A

Iy £

<' SO'A - #-ylA | ) — | NWD(lz—ly,!y) = NWD('zq, lyo) A
ety =n Az >ly lz—ly+ly <n
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2. {o ANz Ay NMztly=n A =lx Syt y =ly—Ix {o A lz+ly < n}

Ostabiamy te formute do aksjomatu przypisania:

{lt >0 A ly=lz >0 A NWD(la,ly—lz) = NWD(lzo,!yo) A lz+ly—lz < n}
y =ly—lx
{e Nz+ly < n}

korzystajac z implikacji:

lt >0 A ly—lz>0A

| |
<' :70 A 7&3/ '/\ | ) — NWD(!.r, !y—!aj) = NWD(!ZE(), !yo) A
tly=n A -lx >y lz+ly—lz <n

Przyktad: Algorytm mnozenia liczb naturalnych mozemy wyspecyfikowaé jako:
{lz =lzg Az >0 A ly=lyo A ly >0} P {lz =lzg-lyo}
Jego implementacja zas wyglada mastepujaco:

( z:=0;

(while lx > 0 do

(if !z mod 2 = 0 then begin

x =lx/2;

yi=ly-2

P .

W< I end else begin
T =z —1;
z=lz4ly

end

L done

Pokazemy jego pelna poprawnosé. Na poczatek zauwazmy, ze wszystkie wyrazenia oraz wa-

runki w instrukcji if-then-else i petli while sg zawsze dobrze okreslone. Tak wiec tylko w

przypadku reguty dla petli while bedziemy mieli dodatkowe przestanki do pokazania.
Dowd6d poprawnosci musimy zaczaé od wymyslenia niezmiennika petli while:

p = lzly+lz=lxglyg Ale >0 Aly >0
7Z reguty dla srednika uzyskujemy dwie formuly do udowodnienia:
{lz =lzgg Az >0 A ly=lyg A ly >0} z:=0 {p}

{o} W {lz =lzo-lyo}

Pierwsza z nich mozemy ostabi¢ do aksjomatu przypisania:

{lz'ly + 0 =lzo-lyo Alx >0 A ly >0} z:=0 {p}
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Zauwazmy, ze (¢ Alz <0) = (lz =0 A 1z =lzg-lyp). Mozemy wiec ostabi¢ druga formute
do:
{e} W {p Alz <0}

i zastosowaé regute dla petli while.

Musimy teraz wybraé funkcje miary. Dobrym kandydatem jest po prostu !z, gdyz w
kazdym kroku petli maleje i nie przyjmuje wartosci ujemnych, (¢ A lz < 0) = —=(lz > 0).
Pozostato do pokazania:

{opAle>0A1lz=n}I{pAlx<n}
Stosujac regute instrukcji warunkowej dostajemy dwie formuty:

LA{eAlz>0Alz=nAlzmod2=0}x:=x%/2; y:=y-2{p Alx <n}

Korzystajac z reguly dla srednika sprowadzamy dowdd tej formuty do aksjomatu przy-
pisania:
{lz - 2ly+lz =lzglyg Alx >0 A 21y >0 A lz <n}

y:=y-2
{o Nz <n}

oraz formuty:

{eANlz>0Alz=nAlzrmod2=0}
x=uz/2
{lz - 2ly+lz =lzglyo Alx >0 A 21y >0 A lz <n}

Ja za$ mozemy ostabi¢ korzystajac z implikacji:

(pANlz>0ANlz=nAlrmod2=0) =
= ((lz/2) - 2-ly+!z =lzglyo A lz/2 >0 A 21y >0 A lz/2 < n)

do aksjomatu przypisania:

{(lz/2) - 2:ly+1z =lzg-lyg Alx/2 >0 A 21y >0 A lx/2 <n}
x=ux/2
{lx - 2-ly+lz =lzglyg Alz >0 A 21y >0 A lz <n}

2. {eANlz>0Alz=nAlzmod 2 #0} x:=lx—1; z:=lz+y {p Alz <n}

Dowdd tej formuty przebiega podobnie do poprzedniej. Najpierw musimy skorzystaé z
reguly dla srednika, sprowadzajac ja do aksjomatu przypisania:

{lzly+lz+ly =lzglyo ANlz >0 A ly>0Alze <n}z:=lz4+y {p ANz <n}
oraz formuty:

{e ANl >0Alz=nAlrmod2+#0}
x:=lr -1
{lzly+lz+ly =lzglyo ANlz >0 A ly >0 Ale <n}

Te za$ formule mozemy ostabi¢ korzystajac z implikacji:
(pAlz>0Alz=nAlrmod2#0) =
= ((lzr = 1)ly+lz+ly =lzglyp Ale —1>0Aly>0Alz—1<n)
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do aksjomatu przypisania:

{(lw = 1)ly+lz+ly =lzglyg ANle =1 >0Aly >0 A lz —1 <n}
x:=lr—1
{lely+lz+ly =lzglyg Az >0 A ly >0 A lx <n}

Przyklad: [[Znalezienie zera funkcji catkowitoliczbowej metoda bisekcji. Uwaga: zero nie
musi istnie¢. |]

15.7 Deser

HOW TO WRITE GOOD CODE:

CODE

http://xkcd.com/303/
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Cwiczenia

e Udowodnij nastepujaca trojke:

{r =xo, y=1yoly =lx—ly;x :=lx—ly;y :=lx+ly{z = vo, y = zo}

Udowodnij poprawnos¢ programu iteracyjnego obliczajacego silnie.

Udowodnij poprawnos¢ programu iteracyjnego obliczajacego liczby Fibonacciego.
Udowodnij poprawnos¢ programu iteracyjnego obliczajacego ( Z >

Wyszukanie minimum w ciagu (f(0),..., f(n)).

Okresl dla kazdego n, co jest wynikiem funkcji coto i udowodnij to.

let coto n =

let x = ref O
and y = ref 1
in begin

while !y <= n do

x = Ix - ly;
y = ly - Ix
done;

if n mod 2 = 1 then !x else (!x)

end;;

e Dana jest n-elementowa tablica a, w ktorej znajduja sie liczby ze zbioru {0, 1,...n—1}.

Na tablicy wolno wykonywaé¢ tylko nastepujace operacje:

— length a — badaé¢ wielkosé¢ tabicy n,
— a.(i) — odczytywaé elementy tablicy, oraz

— zamien(i,j) — zamieniaé¢ elementy wartosciami.

Napisz procedure zamiany : int array — unit, ktora posortuje dana tablice (tj. prze-
ksztalci ja w permutacje identycznosciowa) wykonujac minimalna mozliwa liczbe zamian.
Podaj niezmienniki petli oraz odpowiednie funkcje miary. Nie musza one mie¢ postaci
formut, ale musza by¢ $Scisle okreslone. Udowodnij pelng poprawnosé programu.

e Podaj niezmiennik petli i wykaz poprawnos¢ nastepujacego programu:

g

8

0o >0}

s

- 3

= = O

b
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while !s <= Ix do

d :=!'d + 2;

s := Is + 1d;

i=11i+1
done;

{i = [vaol}
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Wyktlad 16. Przeszukiwanie graféw

16.1 Grafy

Grafy sktadaja sie z wierzchotkéw i taczacych je krawedzi. Standardowo przyjmuje sie, ze kra-
wedzie musza mieé rézne korice i miedzy dwoma wierzchotkami moze byé co najwyzej jedna
krawedz. Odrzucajac te warunki mozemy rozwazaé, odpowiednio, grafy z petelkami lub multi-
grafy. Mowiac ,,grafy” mamy na mysli grafy nieskierowane, czyli takie, w ktorych krawedzie
sg symetryczne. Mozna tez rozwazaé grafy skierowane, w ktorych krawedzie maja okreslony
kierunek. Czasami krawedz nieskierowana utozsamia sie z para krawedzi skierowanych prowa-
dzacych w obu kierunkach.

Zaimplementujmy grafy nieskierowane. Mozemy to zrobi¢ w postaci modutu o sygnaturze:

module type GRAPH_LABELS =
sig
type label
end;;

module type GRAPH =
sig
(* Etykiety krawedzi. )
type label

(* Typ grafdw o wierzchotkach typu ’a. *)
type graph

(* Pusty graf. *)
val init : int ->graph

(* Rozmiar grafu *)
val size : graph ->int

(* Dodanie krawedzi skierowanej taczacej dwa wierzchotki. *)
val insert_directed_edge : graph ->int ->int ->label ->unit

(* Dodanie krawedzi nieskierowanej (dwukierunkowej) taczacej dwa wierzchotki. *)
val insert_edge : graph ->int ->int ->label ->unit

(* Lista incydencji danego wierzchotka. *)
val neighbours : graph ->int ->(int*label) list
end;;

Stosowane sg dwa rodzaje struktur danych do reprezentowania graféw: macierze sasiedztwa
i listy incydencji (sasiedztwa). Macierze sasiedztwa mozemy stosowaé tam, gdzie wierzchotki
sa ponumerowane Kkolejnymi liczbami calkowitymi. Jesli w grafie mamy n wierzchotkéw, to
macierz sasiedztwa ma posta¢ macierzy n x n wartosci logicznych. To, czy istnieje krawedz
taczaca wierzchotki v i w jest okreslone w wierszu v i kolumnie w macierzy. W przypadku
grafoéw nieskierowanych macierz sasiedztwa jest symetryczna. Zaleta macierzy sasiedztwa jest
to, ze mozemy w czasie stalym sprawdzaé, czy dwa wierzchotki sa potaczone i mozliwosé
zmiany tego. Do wad nalezy zaliczy¢ wielko$¢ macierzy oraz to, ze wyliczenie wszystkich
sasiadow danego wierzchotka zajmuje zawsze czas ©(n).
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Lista incydencji to lista wszystkich sasiadéw danego wierzchotka. Jezeli wierzchotki sa
ponumerowane liczbami catkowitymi, to mozemy reprezentowaé caly graf jako tablice takich
list. Zaleta takiej struktury danych jest to, ze zajmuje ona pamie¢ rzedu O(n + m), gdzie
m jest liczba krawedzi. Réwniez wyliczenie sasiadéw danego wierzcholka staje sie trywialne.
Wtiasnie taks reprezentacje zastosujemy tutaj.

module Graph = functor (L : GRAPH_LABELS) ->
(struct
(* Etykiety krawedzi. *)
type label = L.label

(* Typ grafdéw - tablica list sasiedztwa. *)
type graph = {n : int; e : (int*label) list array}

(* Pusty graf. *)
let init s = {n = s; e = Array.make s []}

(* Rozmiar grafu. *)
let size g = g.n

(* Dodanie krawedzi skierowanej taczacej dwa wierzchotki. *)
let insert_directed_edge g x y 1 =
assert ((x<>y) && (x >= 0) && (x <size g) && (y >= 0) && (y <size g) &&
(List.filter (fun (v,_) ->v=y) g.e.(x) = [1));
g.e.(x) <- (y,1)::g.e.(x)

(* Dodanie krawedzi tgczacej dwa (istniejace) wierzchotki. *)
let insert_edge gxy 1 =

insert_directed_edge g x y 1;

insert_directed_edge g y x 1

(* Lista incydencji danego wierzchotka. *)
let neighbours g x =
g.e.(x)
end : GRAPH with type label = L.label);;

16.2 Przeszukiwanie graféow

Problem przeszukiwania grafu polega na tym, ze chcemy obej$é wierzchotki grafu w okreslonej
kolejnosci. Przede wszystkim, chcemy obej$é po kolei spdjne sktadowe grafu. Co do kolejnosci
obejécia wierzchotkdéw w obrebie jednej sktadowej, to przyjrzymy sie temu dalej. Parametrem
procedury przeszukujacej graf jest procedura (oznaczona ponizej jako visit), ktora nalezy
wywotaé dla kazdego odwiedzanego wierzchotka. Kazda sktadowa chcemy pokolorowaé innym
Jkolorem”. Ow kolor to liczba catkowita, od 0 wzwyz — jest on parametrem procedury visit.
Wynikiem procedury przeszukujacej graf jest liczba znalezionych spéjnych sktadowych. Prze-
szukiwanie grafu mozemy zrealizowaé jako nastepujacy funktor:

module GraphSearch (Q : QUEUE) (G : GRAPH) =
struct
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open G
let search visit g =
let visited = Array.make (size g) false
in
let walk x color =
let q = ref Q.empty
in
begin
q := Q.insert !q x;
visited. (x) <- true;
while not (Q.is_empty !q) do
let v = Q.front !q
in begin
visit v color;
q := Q.remove !q;
List.iter
(fun (y,_) ->
if not (visited.(y)) then begin
q := Q.insert !q y;
visited. (y)<- true
end)
(neighbours g v);
end
done
end
in
(* Kolor )
let k = ref O
in
for i = 0 to size g do
if not visited. (i) then begin
(* Kolejna sktadowa. *)

walk i (1k);
k = tk+1
end;
done;

'k
end;;

Oznaczmy przez n liczbe wierzchotkéw, a przez m liczbe krawedzi w grafie. Zauwazmy, ze
kazdy wierzcholek, poza wierzchotkami dla ktérych wywolywana jest procedura search, jest
rozpatrywany tyle razy, ile wychodzi z niego krawedzi, ale tylko raz zostanie wstawiony do
kolejki q. Tak wiec rozmiar kolejki nie przekroczy liczby wierzchotkéw. Stad ztozonosé pa-
mieciowa (nie liczac samego grafu) jest rzedu ©(n). Zlozonosé czasowa zalezy oczywiscie od
tego, w jakim czasie dzialaja operacje na kolejce. Zakladajac, ze dzialajg w czasie stalym
(zamortyzowanym) uzyskujemy ztozonosé¢ czasowa ©(n + m).

16.3 Algorytm przeszukiwania wszerz BF'S

Idea algorytmu przeszukiwania graféw wszerz przypomina rozprzestrzenianie sie ognia w trak-
cie wypalania traw na takach, czy pozar prerii. Jesli ogieri dojdzie do jakiego$ miejsca, to
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roprzestrzenia sie na sasiednie miejsca, na ktoérych jest jeszcze niewypalona trawa. W ten
sposob przylozenie ognia w jednym punkcie, spala caly ,sp6jny obszar” suchej trawy.

Zrédtem nazwiemy kazdy taki wierzchotek, ktory odwiedzamy jako pierwszy w danej spoj-
nej sktadowej. Odwiedzenie jednego wierzchotka pociaga za soba odwiedzenie jako kolejnych,
jego (nieodwiedzonych jeszcze) sasiadow. Istotna jest przy tym kolejno$é odwiedzania: naj-
pierw odwiedzane jest zrodto potem jego sasiedzi, potem ich sasiedzi itd. Tak wiec wierzchotki
sa odwiedzane w kolejnosci rosngcej odlegtosci od Zrodia.

Do pamietania wierzchotkéw, ktore oczekuja na odwiedzenie, ale nie zostaly jeszcze od-
wiedzone, wykorzystujemy kolejke FIFO.

module BFS = GraphSearch (Fifo);;

Operacje na kolejce FIFO sa wykonywane w stalym czasie zamortyzowanym. Tak wiec ztozo-
nos$¢ czasowa przeszukiwania wszerz to O(n + m).

Algorytm przeszukiwania wszerz ma jeszcze jedna ciekawg wlasciwosé. Dla kazdego wywo-
tania search z, wierzchotki sg odwiedzane zgodnie z rosnacymi odlegtosciami od wierzchotka
x. Mozna pokazaé, ze w kazdej chwili, w kolejce q znajduja sie albo wierzchotki polozone w
tej samej odleglosci [ od wierzchotka x, albo najpierw wierzchotki potozone w odlegtosci [ a
dalej w odleglosci I 4+ 1. Niewatpliwie jest tak na samym poczatku, gdy w kolejce jest tylko
wierzchotek x. W kazdym kroku petli while wyjmowany jest z poczatku kolejki wierzchotek
potozony w odlegtosci [ od wierzchotka x, a na koniec kolejki wstawiani sa ci jego sasiedzi,
ktorzy nie zostali jeszcze rozpatrzeni, a wiec znajduja sie w odleglosci [ + 1 od wierzchotka x.

16.4 Algorytm przeszukiwania w gltagb DFS

Algorytm przeszukiwania w glab jest algorytmem przeszukiwania z nawrotami. Procedure
przeszukujaca wywolujemy dla Zrédia. Nastepnie jest ona rekurencyjnie wywolywana dla
jego sasiadow, ich sasiadéw itd. Przy tym, jezeli jest ona wywolywana dla danego wierzchotka
po raz kolejny, to nic sie nie dzieje. Implementacja tej procedury nie musi byé rekurencyjna.
Moze by¢ iteracyjna, jezeli zastosujemy stos, czyli kolejke LIFO (ang. last in, first out).

module Lifo : QUEUE =

struct

exception EmptyQueue

type ’a queue = ’a list

let empty = []

let is_empty q = q = []

let insert q x = x::q

let front q =
if q = [] then raise EmptyQueue
else hd q

let remove q =
if q = [] then raise EmptyQueue
else tl q
end;;

module DFS = GraphSearch (Lifo);;
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Rysunek 3: Drzewo rozpinajace wyznaczone przez algorytm DFS. Strzatka zaznaczono Zrodto.

Rysunek 4: Przyktad krawedzi spoza drzewa rozpinajacego DFS oraz cyklu przez nig rozpie-
tego.

Operacje na kolejce LIFO wykonywane sg w stalym czasie, tak wiec ztozonos$é¢ czasowa tego
algorytmu jest rzedu O(n + m).

Algorytm ten ma wiele ciekawych wtasnosci. Pozwala on na znalezienie w grafie cykli
prostych, a takze na podzial grafu na dwuspojne sktadowe. WyobraZzmy sobie drzewa zbudo-
wane z tych krawedzi, ktore tacza odwiedzane wierzchotki i wierzcholki, ktére przy tej okazji
sa wstawiane do kolejki. Korzeniem drzewa jest Zrodlo. Sa to drzewa rozpinajace spdjne
sktadowe grafu. Zastandéwmy sie, jak moga byé potozone wzgledem takiego drzewa pozostate
krawedzie grafu.

W ogoélnosci, krawedz spoza drzewa rozpinajacego moze by¢ potoznona na dwa sposoby:

e moze ona tgczy¢ dwie rozne galezie drzewa,
e moze ona prowadzi¢ w gore/dot drzewa.

Okzauje sie jednak, ze w przypadku drzewa rozpinajacego wyznaczonego przez algorytm DFS
pierwszy przypadek nie jest mozliwy. Gdyby tak bylo, to w trakcie obchodzenia pierwszej z
tych galezi powinnismy wstawi¢ do kolejki wierzchotek lezacy na drugim koricu rozpatrywanej
krawedzi. Wowczas stataby sie ona czescia drzewa rozpinajacego wyznaczonego przez algorytm
DFS. Przyktad drzewa rozpinajacego DFS przedstawiono na rys.

Tak wiec, krawedzie spoza drzewa musza prowadzi¢ w gore/dot drzewa rozpinajacego. Z
kazda taka krawedzia zwiazany jest cykl, ztozony z niej samej oraz Sciezki w drzewie taczacej
jej konce. Przyktad takiej krawedzi i cyklu przedstawiono na rys. [d Okazuje sie, ze dowolny
cykl prosty w grafie mozemy przedstawi¢ jednoznacznie, jako zbiér krawedzi spoza drzewa
rozpinajgcego DFS, wykracza to jednak poza ramy tego wykladu.

16.5 Sortowanie topologiczne

Rozwazmy teraz nastepujacy problem. Mamy do wykonania n réznych czynnosci. Niektore
z nich musza by¢ wykonanane wczesniej, a niektére p6zniej. Mamy danych m par zaleznosci
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postaci: czynno$é a musi byé¢ wykonana wczesniej niz czynnosé b. Nalezy ustali¢ taka kolejnosé
wykonywania czynnosci, zeby wszystkie zaleznosci byly spelnione lub stwierdzi¢, ze nie jest
to mozliwe.

Dane mozemy przedstawi¢ jako graf skierowany. Czynnosci to wierzchotki, a zaleznosci
to krawedzie. Fakt, ze a nalezy wykona¢ wczesniej, a b pozniej reprezentujemy jako krawedz
a—b.

Do rozwiazania tego problemu mozemu uzy¢ zmodyfikowanej wersji algorytmu DFS. Pierw-
sza modyfikacja polega na tym, ze mozemy przechodzi¢ wzdtuz krawedzi tylko zgodnie z ich
kierunkiem. Druga modyfikacja polega na tym, ze kazdy wierzchotek odwiedzamy dwa razy
— najpierw do niego ,,wchodzimy”, nastepnie odwiedzamy wszystkich jego sasiadéw, a na ko-
niec z niego ,,wychodzimy”. W ten sposéb obchodzimy drzewo rozpinajace DFS, przechodzac
wzdtuz kazdej krawedzi dwa razy. (Takie obejscie drzewa nazywa sie kartezjariskim).

Zastandéwmy sie, jak moga by¢ polozone krawedzie spoza drzewa rozpinajacego DFS. Kra-
wedzie drzewa rozpinajgcego DFS sa zorientowane od korzenia w doét. Jesli wiec spotkamy
krawedz prowadzaca w goére drzewa, to mamy cykl w grafie i rozwigzanie nie istnieje. Krawedz
takg poznamy po tym, ze prowadzi do wierzchotka, do ktoérego weszlismy, ale z ktorego jeszcze
nie wyszlismy.

Jesli napotkamy krawedz prowadzaca do wierzchotka, z ktorego juz wyszliSmy, to jest
to wierzchotek lezacy na innej galezi drzewa rozpinajacego. Reprezentowana przez niego
czynnos$é nalezy wykonaé po6zniej. Dotyczy to réwniez wszystkich innych wierzchotkéw, do
ktérych mozna z niego doj$¢. Zauwazmy, ze one réwniez zostaly juz odwiedzone i z nich
wyszlismy.

Jezeli napotkamy krawedz prowadzaca do wierzchotka, ktérego nie odwiedzali$émy jeszcze,
to do niego wchodzimy i obchodzimy wierzchotki do ktoérych da sie z niego dojs¢. Zauwazmy,
ze wejdziemy do niego p6zniej, ale wyjdziemy z niego wczesniej, niz z wierzchotka, w ktérym
jestesmy.

Tak wiec, z wszystkich wierzchotkow reprezentujacych czynnosci, ktére nalezy wykonaé
pozniej, wyjdziemy wczesniej niz z danego wierzchotka. Wystarczy wiec wykonywaé czynno-
$ci w odwrotnej kolejnosci wychodzenia z wierzchotkow. Implementacje takiego rozwigzania
pozostawiamy czytelnikowi jako ¢wiczenie (lub zadanie na laboratorium).

[[Doda¢ implementacje, zmodyfikowa¢ odwiedzanie tak, aby alg. Dijkstry byl instancja
ogoblnego algorytmu.||

16.6 Algorytm Dijkstry

Algorytm Dijkstry stuzy do wyznaczania odleglosci od zadanego wierzchotka do pozostalych
wierzchotkow, w grafie nieskierowanym, w ktérym krawedzie maja dtugosci. Zaktadamy, ze
dhugosci krawedzi sa nieujemnymi liczbami rzeczywistymi.

Przeszukiwanie rozpoczynamy od tego wierzchotka, od ktérego odlegtosci chcemy wyzna-
czy¢ — nazwijmy go Zrdodtem. Odwiedzane wierzcholtki trzymamy w kolejce priorytetowej, a
priorytety odpowiadaja odleglosci od zrédta. Wierzchotki zaznaczamy jako odwiedzone do-
piero po wyjeciu z kolejki, a wyjmujac, upewniamy sie, czy wczesniej juz danego wierzchotka
nie odwiedzilismy. W ten sposéb wierzchotki moga by¢ wstawiane do kolejki priorytetowej
wielokrotnie, jednak nie wiecej niz tacznie m razy. Moze sie jednak zdarzyé¢, ze wstawiajac
wierzchotek do kolejki po raz kolejny, nadamy mu mniejsza wage i zostanie on wczesniej wy-
jety z kolejki. Patrzac na pierwsze wyjecia z kolejki wierzchotkoéw, wyjmujemy je w kolejnosci
rosngcej odlegtosci od Zrodta.
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module FloatLabel =
struct
type label = float
end;;

module FloatGraph = Graph(FloatLabel);;

module Dijkstra :
sig
val search : FloatGraph.graph ->int ->float array
end = struct
open FloatGraph

module Order =
struct
type t = int * float
let porownaj (vi,d1) (v2,d2) =
if (di,v1) <(d2,v2) then Wieksze
else if (d1,v1) = (d2,v2) then Rowne
else Mniejsze
end

module Q = PriQueue (Order)

let search g v =
let visited = Array.make (size g) false
and dist = Array.make (size g) infinity
and q = ref Q.empty
in begin
q := Q.put (v,0.0) !q;
while not (Q.is_empty !q) do
let (v,d) = Q.getmax !q
in
if not visited.(v) then begin
List.iter
(fun (w,1) ->q := Q.put (w,d +. 1) !q
(neighbours g v);
dist.(v) <- d;
visited. (v)<- true

end;
q := Q.removemax !q
done;
dist

end
end;;

Koszt czasowy operacji na kolejce priorytetowej jest rzedu ©(logn). Dlatego tez koszt czasowy
tego algorytmu jest rzedu ©((n + m)logn).

16.7 Algorytm Floyda-Warshalla
[[Uzupelnié]]
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Cwiczenia
1. Dany jest graf nieskierowany, ktorego wierzchotki sa ponumerowane od 0 do n — 1. Na-

pisz procedure path : graph — int, ktora wyznacza dtugosé (liczona liczba krawedzi)
najdtuzszej Sciezki w tym grafie, na ktorej numery wierzchotkow tworza ciag rosnacy.

2. [IT OI, zadanie Klub Prawoskretnych Kierowcéw, PCh] Mamy dany uktad ulic, lezacych
na prostokatnej siatce m x n. Ulice sg jedno- lub dwukierunkowe. Przyjmujemy, ze
cztery strony $§wiata sa reprezentowane za pomoca liczb catkowitych od 0 do 3:

let north = 0 and east = 1 and south = 2 and west = 3;;

Uktad ulic jest dany w formie trojwymiarowej tablicy wartosci logicznych ulice: ulice.(7).(5).(k)
okresla, czy z punktu o wspoétrzednych (7,j) mozna przejecha¢ w kierunku k jedna jed-

nostke odlegtosci. Mozna zatozy¢, ze tablica ta uniemozliwia wyjechanie poza obszar
{0,...,m—1} x{0,...,n—1}.

Czlonkowie Klubu Prawoskretnych Kierowcoéw na skrzyzowaniach jezdza prosto lub skre-
caja w prawo. Sprawdz, czy z punktu (0,0) prawoskretny kierowca moze dojecha¢ do
punktu (m —1,n —1).

3. |XIV OlI, zadanie Grzbiety i doliny] Mamy dana mape topograficzna terenu, w postaci
prostokatnej tablicy liczb catkowitych, reprezentujacych wysokosci terenu. Grzbietem
(dolina) nazwiemy taki obszar, ktory:

e jest spojny (przyjmujemy, ze kwadraty jednostkowe mapy sasiaduja ze soba jezeli
stykaja sie bokami),
e wszystkie kwadraty na tym obszarze maja te sama wysoko$é,

e jest on otoczony kwadratami o mniejszej (wiekszej) wysokosci.
Wyznacz grzbiety i doliny na mapie.

4. Dana jest prostokatna mapa wysokosci gorzystego terenu, w postaci prostokatnej tablicy
dodatnich liczb catkowitych, o wymiarach N x M. Chcemy przej$¢ z pola o wspot-
rzednych (0,0) na pole o wspotrzednych (N — 1, M — 1), ale nie chcemy wspinaé si¢
zbyt wysoko. (Mozemy sie przesuwaé¢ w kierunkach N, W, S, E.) Napisz procedure
wysokosc : int array array — int, ktéra dla danej mapy terenu okresli minimalna
najwieksza wysokos¢, na ktéra musimy wejsé w trakcie podrozy.

5. |XI OI, zadanie Wyspy, zmodyfikowane| Dana jest prostokatna mapa n x m przedstawia-
jaca archipelag na oceanie, reprezentowana jako bool array array. Elementy tablicy
réwne true reprezentuja lad, a false wode. Na zewnatrz mapy znajduje sie ocean.

Wyspy na oceanie sg wyspami rzedu 1. Na wyspach rzedu 1 moga znajdowac sie jeziora
rzedu 1, na nich moga znajdowaé sie wyspy rzedu 2 itd. Ogoélnie:

e ocean ma rzad 0,

e wyspa na jeziorze (lub oceanie) rzedu k, ma rzad k + 1,

e jezioro na wyspie rzedu k ma rzad k.
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10.

Pola wody przylegajace do siebie bokami lub rogami naleza do tego samego jeziora (lub
oceanu). Pola ladu przylegajace do siebie bokami naleza do tej samej wyspy.

Napisz procedure wyspa : bool array array — int, ktora dla danej mapy zwrdci mak-
symalny rzad wyspy na mapie. Jezeli na oceanie nie ma zadnej wyspy, to procedura
powinna zwrécié 0.

Przyktad: 69.793 N, 108.241 W.

|XIV OI, zadanie Biura| Firma ma n pracownikow. Kazdy pracownik ma telefon komor-
kowy, a w nim telefony pewnej grupy innych pracownikéw. Przy tym, jezeli pracownik A
ma telefon pracownika B, to pracownik B ma numer pracownika A. Firma chce podzieli¢
pracownikéw na grupy, w taki sposob zeby:

e kazdych dwoch pracownikéw albo byto w tej samej grupie, albo mialo nawzajem
swoje numery telefonow,

e liczba grup byta maksymalna.

Wyznacz podzial pracownikéw na grupy.
Uwaga: Oczekiwana ztozonosé czasowa to O(n?), ale mozna to zadanie rozwigzaé lepiej.

[IT OI, zadanie Palindromy| Podziel dane stowo (liste znakéw) na minimalna liczbe pa-
lindroméw parzystej dtugosci.

Dany jest acykliczny graf skierowany (DAG). Jego wierzchotki sa ponumerowane od 0
do n, a krawedzie sa dane w postaci tablicy sasiedztwa (kwadratowej tablicy e wartosci
logicznych; w grafie mamy krawedz u—v wtw., gdy e.(u).(v) ). Powiemy, ze wierzchotek
u dominuje wierzchotek v, jezeli dla kazdego wierzchotka w, z ktérego mozna dojéé do
v, z u mozna dojs¢ do w.

Napisz procedure zdominowani : bool array array -> int, ktoéra na podstawie ta-
blicy opisujacej graf obliczy liczbe wierzchotkow, dla ktorych istnieja wierzchotki je do-
minujace.

Dany jest graf skierowany o jednym wyr6znionym wierzchotku s nazywanym wejsciem.
Powiemy, ze wierzchotek u dominuje wierzchotek v, jezeli kazda $ciezka z s do v musi
przechodzi¢ przez u. Zauwazmy, ze relacja dominacji jest czesciowym porzadkiem.

Powiemy, ze u jest bezposrednim dominatorem wierzchotka v, jezeli:

cutu,
e u dominuje v, oraz

e kazdy wierzchotek w # v, ktéry dominuje v, dominuje tez u.

Zauwazmy, ze relacja bezposredniej dominacji tworzy drzewo.
Napisz procedure, ktéra dla danego grafu skierowanego i wierzchotka s, dla kazdego

wierzcholka (poza s) wyznaczy jego bezposredniego dominatora.

[XIV OI, zadanie PowddZ| Dana jest mapa topograficzna miasta polozonego w kotlinie,
w postaci prostokatnej tablicy typu (int * bool) array array. Liczby okreslaja wy-
sokos¢ kwadratow jednostkowych, a wartosci logiczne okredlaja, czy dany kwadrat nalezy
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do terenu miasta. Przyjmujemy, ze teren poza mapa jest polozony wyzej niz jakikolwiek
kwadrat na mapie.

Miasto zostalo calkowicie zalane. Zeby je osuszyé nalezy w kotlinie rozmiescié pewna
liczbe pomp. Kazda z pomp wypompowuje wode az do osuszenia kwadratu jednostko-
wego, na ktorym sie znajduje. Osuszenie dowolnego kwadratu pociaga za soba obnizenie
poziomu wody lub osuszenie kwadratéw jednostkowych, z ktérych woda jest w stanie
sptyna¢ do kwadratu, na ktérym znajduje sie pompa. Woda moze przeplywaé¢ miedzy
kwadratami, ktoére stykaja sie bokami.

Wyznacz minimalna liczbe pomp koniecznych do osuszenia miasta. Teren nie nalezacy
do miasta nie musi by¢ osuszony. Miasto nie musi tworzyé spéjnego obszaru.

11. [VIII OI, Spokojna komisja] [....]
12. [IX OI, Komiwojazer Bajtazar| |....]

13. [VIII OI, Mrowki i biedronka] |....|
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Wytyczne dla prowadzacych éwiczenia

Ad. [6] Oczekujemy rozwiazania dzialajacego w czasie O(n?), ale mozna to zadanie rozwiazacé

lepiej. Zadanie polega na wyznaczeniu spdjnych sktadowych dopelnienia danego grafu.
Zanim skonstruujemy dopelnienie danego grafu, nalezy go zredukowaé sklejajac wierz-
chotki, ktére musza byé w tych samych spéjnych sktadowych. W szczegblnosci, jezeli
wierzchotki v i w maja stopnie mniejsze niz 5, to sa w tej samej spojnej sktadowej i
mozna je sklei¢. W ten sposob redukujemy graf, az liczba wierzchotkéw bedzie rowna
co najwyzej 8y/m, gdzie m to liczba krawedzi w danym grafie. Wowczas konstrukcja
dopelnienia grafu zajmuje czas rzedu O(m).

Ad. [T Spodziewamy sie rozwiazania dzialajacego w czasie ©(n?).

Ad. 10 Kazdej pompie odpowiada przeszukiwanie wyznaczajace osuszany przez nia teren.

16.8

Wszystkie te przeszukiwania mozna potaczyé¢ w jedno, o lepszej tacznej ztozonosci cza-
sowej.

Mapy

Koncepcja mapy /stownika/funkcji czesciowej.

module type MAP =

sig

(* Mapa z wartosci typu ’a w ’b. *)
type (’a,’b) map

(* Wyjatek podnoszony,gdy badamy warto$S¢ spoza dziedziny. *)
exception Undefined

(* Pusta mapa. *)
val empty : (’a,’b) map

(* Predykat charakterystyczny dziedziny mapy. *)
val dom : (’a,’b) map ->’a ->bool

(* Zastosowanie mapy. *)
val apply : (’a,’b) map ->’a ->’b

(* Dodanie wartosci do mapy. *)
val update : (’a,’b) map ->’a ->’b ->(’a,’b) map
end;;

Uwaga: Ocaml zawiera modul Map. Implementuje on nie tylko funkcjonalno$é przedsta-
wiong tutaj, ale réwniez wiele innych procedur. Choé¢ nazwy niektorych z nich sg inne niz

tutaj.

16.8.1 Prosta implementacja proceduralna

Mapa

to procedura, ktéra punktom z dziedziny przyporzadkowuje wartosci, a dla pozostatych

punktow podnosi wyjatki.
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module ProcMap : MAP =
struct
(* Mapa z wartos$ci typu ’a w ’b. *)
type (’a,’b) map = ’a ->’b

(* Wyjatek podnoszony,gdy badamy warto$S¢ spoza dziedziny. *)
exception Undefined

(* Pusta mapa *)
let empty = function _ ->raise Undefined
(* Predykat charakterystyczny dziedziny mapy. *)
let domm x =
try
let _ = m x

in true
with Undefined ->false

(* Zbadanie wartoSci w punkcie x)
let apply m x = m x

(* Dodanie wartoSci do mapy. *)
let update f a v =
function x ->
if a = x then v else f x
end;;

Jest to oczywiscie implementacja nieefektywna.

16.8.2 Drzewa BST

Idea drzew BST. Do zaimplementowania drzew BST potrzebny jest porzadek liniowy okreslony
na wartosciach, ktére moga pojawiac sie jako klucze. Ocaml na kazdym typie okresla porzadek

liniowy.

Q) Q)

Struktura danych. Wezel ma cztery argumenty: klucz, wartosé, lewe i prawe poddrzewo.

module BstMap : MAP =
struct
(* Mapa z warto$ci typu ’a w ’b. *)
type (’a,’b) map =
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Empty |
Node of (’a * ’b * (’a,’b) map * (’a,’b) map)

(* Wyjatek podnoszony,gdy badamy wartoS¢ spoza dziedziny. *)
exception Undefined

(* Pusta mapa to puste drzewo *)
let empty = Empty

(* Znajdz poddrzewo o zadanym kluczu *)
(* (jesli nie ma,to wynikiem jest puste drzewo). *)
let rec find tree key =
match tree with
Empty ->Empty |
Node (k,_,1,r) ->
if key = k then tree
else if key <k then find 1 key
else find r key

(* Zastosowanie mapy. *)
let apply m k =
match find m k with
Empty ->raise Undefined |
Node (_,v,_,_) ->v

(* Sprawdzenie,czy punkt nalezy do dziedziny *)
let dom m x =
try
let _ = apply m x
in true
with
Undefined ->false

(* Zmiana warto$ci mapy w punkcie *)
let rec update tree key value =
match tree with
Empty ->Node (key,value,Empty,Empty) |
Node (k,v,1l,r) ->
if key = k then
Node (key,value,l,r)
else if key <k then
Node (k,v,update 1 key value,r)
else
Node (k,v,1,update r key value)
end;;

Pesymistyczna ztozonosé operacji na drzewie BST jest proporcjonalna do wysokosci drzewa,
czyli w najgorszym przypadku jest rzedu O(n). Jesli jednak wstawiane wartosci sa losowe, to
srednia wysokos¢ drzewa jest duzo mniejszego rzedu: O(logn).

Sa tez zrownowazone wersje drzew BST (np. AVL), ktore zawsze gwarantuja, ze wysokosé
drzewa jest rzedu O(logn).
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Wyktad 17. Back-tracking

W tym wyktadzie przedstawimy technike rozwiazywania probleméw nazywana przeszukiwa-
niem z nawrotams lub z angielska back-tracking. Technika ta stuzy do rozwiazywania proble-
moéw, do ktérych mozna zastosowaé zasade ,dziel i rzadz”’, ale dany problem sprowadza sie
do podproblemu(-6w) na wiele sposobow. Szukajac wiec rozwigzania, musimy podjaé szereg
decyzji jak podzieli¢/zmniejszy¢ rozpatrywany problem. Przeszukiwanie z nawrotami polega
na rekurencyjnym przeszukiwaniu wszystkich mozliwych ciaggéw takich decyzji.

Techniki tej mozemy réwniez uzyé do rozwiazywania probleméw optymalizacyjnych, czyli
takich, gdzie nie tylko chcemy znalez¢é mozliwe rozwiazanie, ale rozwiazanie pod pewnym
wzgledem najlepsze. Jezeli w trakcie przeszukiwania okazuje sie, ze wczedniej podjete decyzje
nie prowadza do rozwigzania lub nie prowadza do rozwigzania lepszego od juz znanego, to z
takiej gatezi rekurencyjnych przeszukiwan mozna sie wycofaé i sprobowaé innej galezi.

17.1 Prosty generyczny back-tracking

Zdefiniujemy teraz prosty ogélny mechanizm back-trackingu, dla probleméw, w ktérych doko-
nujac wyboru, sprowadzamy problem do jednego problemu o mniejszym rozmiarze. Tak wiec
szukane rozwigzanie mozemy traktowac jak ciag prowadzacych do niego wybordw.

Zdefiniujemy funktor, ktéry na podstawie instancji problemu znajduje jedno lub wszystkie
jego rozwigzania. Instancja problemu musi definiowa¢ nastepujace pojecia:

e konfiguracja — jest to typ, ktorego wartosci reprezentuja dokonane wybory; kolejny
wybor polega na zmianie konfiguracji,

e konfiguracja koricowa — to taka konfiguracja, ktora zawiera pelne rozwiazanie pro-
blemu,

e wynik — jest to typ reprezentujacy rozwiazania; moze on by¢ ubozszy niz typ konfigu-
racji; potrzebna jest réwniez operacja rzutowania konfiguracji na wynik.

e dla danej konfiguracji okreslamy iterator, ktory dla danej procedury i konfiguracji,
wywoluje te procedure dla wszystkich konfiguracji osiggalnych w jednym kroku.

Instancje problemu mozemy opisa¢ za pomoca moduléw pasujacych do nastepujacej sygnatury:

module type BT_PROBLEM =
sig
(* Typ rozpatrywanych konfiguracji. *)
type config

(* Typ szukanych wynikéw. *)
type result

(* Czy dana konfiguracja jest juz kompletnym rozwigzaniem. *)
val final : config ->bool

(* Wyciaga z konfiguracji istotne rozwigzanie. *)

(* W przypadu imperatywnych struktur danych tworzy kopie. *)
val extract : config ->result
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(* Procedura,ktéra wywotuje dang procedure, *)
(* dla kazdej konfiguracji osiggalnej w jednym kroku. *)
val iter : (config ->unit) ->config ->unit

end;;

Mechanizm znajdujacy jedno rozwiazanie lub wszystkie rozwiazania wyglada nastepujaco:

module type BT_SOLVER = functor (Problem : BT_PROBLEM) ->
sig
(* Wyjatek podnoszony,gdy brak rozwigzan. *)
exception NoSolution

(* Procedura znajdujaca jedno rozwigzanie. *)
val onesolution : Problem.config ->Problem.result

(* Procedura znajdujaca wszystkie rozwigzania. *)
val solutions : Problem.config ->Problem.result list
end;;

(* Implementacja *)
module Bt_Solver : BT_SOLVER = functor (Problem : BT_PROBLEM) ->
struct
(* Wyjatek podnoszony,gdy brak rozwigzan. *)
exception NoSolution

(* Wyjatek podnoszony,gdy znaleziono rozwigzanie. *)
exception Solution of Problem.result

(* Procedura znajdujaca rozwigzanie. *)
let onesolution s =
let rec backtrack s =
begin
if Problem.final s then
raise (Solution (Problem.extract s));
Problem.iter backtrack s
end
in
try (backtrack s; raise NoSolution)
with Solution x ->x

(* Procedura znajdujgca wszystkie rozwigzania. *)
let solutions s =
let wynik = ref []

in
let rec backtrack s =
begin
if Problem.final s then
wynik := (Problem.extract s)::!wynik;
Problem.iter backtrack s
end
in begin
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backtrack s;
'wynik
end
end;;

Przedstawione mechanizmy nie uwzgledniaja probleméw optymalizacyjnych ani kryteriéw po-
zwalajacych obcinaé¢ galezie przeszukiwania na podstawie znalezionych juz rozwiazari. Nie
pasuje on rowniez do probleméw, w ktoérych podjety wyboér sprowadza dany problem do wielu
mniejszych probleméw.

17.2 Problem oSmiu hetmanéw

Jak ustawi¢ n hetmanéw na szachownicy n x n tak, aby zadne dwa si¢ nie atakowaly. Jak

tatwo zauwazyé, w kazdym wierszu i kazdej kolumnie musi sta¢ doktadnie jeden hetman. Mo-

zemy wiec staraé sie je ustawiaé w kolejnych kolumnach, sprawdzajac, czy kolejny dostawiony

hetman nie atakuje juz ustawionych. Interesuje nas jeden wynik — pierwszy znaleziony.
Problem o$miu hetmanéw mozemy opisa¢ w postaci nastepujacego modutu:

module Hetman =
struct
(* Pozycje hetmandw na szachownicy. *)
type result = (int * int) list

(* Typ konfiguracji na szachownicy. *)
(* Trojka: wielkos¢ planszy,liczba poczatkowych kolumn,*)
(* w ktdérych nalezy postawié hetmany,lista ich pozycji. *)
type config = int * int * result

(* Pusta plansza rozmiaru n. *)
let empty n = (m,n,[])

(* Pozycje hetmandw w konfiguracji. *)
let extract (_,_,1) =1

(* Czy gotowe rozwigzanie. *)
let final (_,k,_) = k=0

(* Funkcja okreslajaca,czy dwa hetmany sie atakujg *)
let atakuje (x1,y1) (x2,y2) =
x1=x2 || y1l=y2 || xl+yl=x2+y2 || x1-y1=x2-y2

(* Czy mozna dostawié¢ hetmana h do ustawionych juz hetmandw het *)
let mozna_dostawic h het =
fold_left (fun ok x ->ok && not (atakuje h x)) true het

(* Lista kolejnych liczb catkowitych od-do. *)
let rec ints a b = if a >b then [] else a :: ints (a+1) b

(* Konfiguracje powstate przez dostawienie hetmana w kolumnie k. *)

let iter p (n,k,1) =
let r = filter (fun i ->mozna_dostawic (k,i) 1) (ints 1 n)
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in List.iter (fun i ->p (n,k-1,(k,i)::1)) r
end;;

Hetmany sa ustawiane w kolejnych kolumnach od prawej do lewej. Rozwiazanie jest gotowe,
gdy w kazdej kolumnie stoi hetman. Kolejne konfiguracje powstaja w wyniku ustawienia
hetmana w ostatniej pustej kolumnie, we wszystkich miejscach, ktorych nie atakujg hetmany
stojace juz na planszy. Zwr6émy uwage, ze przerywamy sprawdzanie, jak tylko okaze sie, ze
hetmany sie atakuja.

Dysponujac modutem Hetman, mozemy zastosowaé do niego funktor SBt_Solver.

(* Instancja problemu. *)
module H = Bt_Solver (Hetman);;

(* Procedura znajdujaca pewne ustawienie hetmandw. *)
let hetman n = H.onesolution (Hetman.empty n);;

(* Procedura znajdujgca ustawienie hetmandw. *)
let hetmany n = H.solutions (Hetman.empty n);;

hetman 4;;
- : Hetman.result = [(1,3); (2,1); (3,4); (4,2)]

hetmany 4;;

- ! Hetman.result list =
[[(1,2); (2,4); (3,1); (4,3)];
[(1,3); (2,1); (3,4); (4,2)]1]

hetman 8;;
- : Hetman.result =
[(1,4); (2,2); (3,7); (4,3); (5,6); (6,8); (7,5); (8,1)]

hetmany 8;;

- : Hetman.result list =
[[(1,5); (2,7); (3,2); (4,6); (5,3); (6,1); (7,4); (8,8)]1;
[(1,4); (2,7); (3,5); (4,2); (5,6); (6,1); (7,3); (8,8)1;
[(1,6); (2,4); (3,7); (4,1); (5,3); (6,5); (7,2); (8,8)1;
[(1,6); (2,3); (3,5); (4,7); (5,1); (6,4); (7,2); (8,8)];
[(1,4); (2,2); (3,8); (4,6); (5,1); (6,3); (7,5); (8,7)1;
[(1,5); (2,3); (3,1); (4,...); ...1; ...]

17.3 Przyklad: Sudoku

Lamigtowke Sudoku definiujemy w nastepujacy sposob: Plansza do Sudoku to kwadrat n x n
zlozony z mniejszych kwadratow n x n. W rezultacie jest to kwadrat zlozony z n? x n? pol.
Sudoku nalezy wypekié¢ liczbami od 1 do n?, tak zeby w kazdej kolumnie, kazdym wierszu, a
takze kazdym mniejszym kwadracie kazda liczba wystepowata dokltadnie raz. Czesé liczb jest
juz na swoich miejscach, pozostale trzeba odgadnaé.

Sudoku reprezentujemy jako dwuwymiarows tablice liczb, ktora bedziemy stopniowo wy-
petniaé. Puste miejsca sa wypelnione zerami.
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4 6 5
7196 1
4 8 7
83 6
5
2 416
7 6 9 2
5 21417
8 9 6

Rysunek 6: Przyktadowe sudoku dla n = 3.

module Sudoku_Framework =

struct

open List

(* Tablicowa reprezentacja tamigtdwki. *)
(* Tablica n~2 x n~2 wypetniona liczbami 0..n"2. *)
(* Puste pola sa reprezentowane przez zera. *)

type sudoku = int array array

(* Rozmiar n danego sudoku. *)
let size (s:sudoku) = truncate(sqrt (float (Array.length s)))

(* Lista kolejnych liczb catkowitych od-do. *)
let rec ints a b = if a >b then [] else a :: ints (a+l1l) b

(* Przeksztalca pare list w liste par - odpowiednik produktu. *)

let pairs 11 12 =
flatten (map (fun i->map (fun j ->(i,j)) 11) 12)
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(* Lista kolejnych indekséw sudoku rozmiaru n. *)
let indeksy s =

let n = size s

in ints 0 (n * n - 1)

(* Lista cyfr,ktorymi wypelniamy sudoku. *)
let cyfry s =

let n = size s

in ints 1 (n * n)

(* Lista par indeksdéw reprezentujacych jeden "kwadrat". *)
let kwadrat s =
let n = size s
in
let s = ints 0 (n-1)
in pairs s s

(* Tworzy liste indeksdéw do pustych miejsc w sudoku. *)
let brakujace (s : sudoku) =
filter
(fun (i,3) ->s.(i).(3) = 0)
(pairs (indeksy s) (indeksy s))

W dane puste pole mozemy wstawi¢ tylko taka liczbe, ktéra nie wystepuje w danej kolumnie,
wierszu i mniejszym kwadracie.

(* Sprawdza,czy cyfre k mozna wstawié w miejscu (i,j). *)
let valid_value (s : sudoku) i j k =
let valid_column i =
for_all (fun x ->s.(i).(x) <>k || x = j) (indeksy s)
and valid_row j =
for_all (fun x ->s.(x).(j) <>k || x = 1) (indeksy s)
and valid_square i j =
let n = size s

in
for_all
(fun (x,y) ->(x,y) = (1,7) |l s.(x).(y) <>k)
(map (fun (x,y) ->(@*(i/n) + x,n*(j/n) + y)) (kwadrat s))
in

(valid_column i) &&
(valid_row j) &&
(valid_square i j)

(* Wyznacza liste cyfr,ktére mozna wstawié¢ w miejscu (i,j). *)
let valid_values (s : sudoku) i j =
filter (valid_value s i j) (cyfry s)
end;;
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Rozwiazujac sudoku, mozemy potaczyé back-tracking z wnioskowaniem. Jezeli na podstawie
wypelionych pél potrafimy wypelni¢ pewne pola, to nalezy tak zrobi¢. Jesli nie potrafimy
nic wywnioskowaé, nalezy za pomoca back-trackingu przejrzeé¢ mozliwe wartosci wybranego
pola.

Taka koncepcje mozemy zaimplementowaé¢ za pomocs funktora. Parametrem funktora
jest procedura wnioskujaca o niektoérych polach. Wywnioskowane wartosci wstawia ona do
tablicy. Jej wynikiem sa listy: wypelnionych w wyniku wnioskowania pdél oraz pol, ktore
nadal pozostaja puste.

(* Typ modulu implementujacego wnioskowanie n.t. sudoku. *)
module type SUDOKU_REASONING =

sig
(* Konfiguracja,to plansza i lista pustych pol. *)
type config = Sudoku_Framework.sudoku * (int * int) list

(* Wynikiem reason jest lista p6l wywnioskowanych i pozostatych pustych. *)
val reason : config ->(int * int) list * (int * int) list
end;;

Funktor na podstawie procedury wnioskowania tworzy instancje problemu, ktory jest rozwig-
zywany za pomoca generycznego back-trackingu. Dodatkowo, w back-trackingu wybieramy
do wypelnienia pole, na ktéorym moze sie znajdowaé¢ najmniej mozliwych liczb.

(* Funktor,ktdry wplata procedure wnioskowania o sudoku *)

(* w back-tracking znajdujacy rozwigzania. *)
module Sudoku_BT (R : SUDOKU_REASONING) =
struct

open Sudoku_Framework

(* Instancja problemu dla back-trackingu. *)
module Problem =
struct
(* Wynikiem jest plansza sudoku. *)
type result = sudoku

(* Konfiguracja,to plansza i lista pustych pol. *)
type config = R.config

(* Sudoku jest skoficzone,gdy nie ma wolnych pdl. *)
let final (s,1) =1 = []

(* Kopia planszy. *)
let copy_sudoku s =

Array.init (Array.length s) (fun i->Array.copy s.(i))

(* Extract tworzy kopie planszy. *)
let extract (s,1) = copy_sudoku s

(* Procedura przegladajaca konfiguracje osiggalne w jednym kroku. *)
(* Wypeiniane jest pierwsze pole z listy pustych pol. *)

219



let iter p (s,1) =
if not (final (s,1)) then
let (wst,11) = R.reason (s,1)
in begin
if not (final (s,11)) then begin
(* Wybierz z listy pozycji do wypeinienia te o najmniejszej *)
(* liczbie mozliwych miejsc do wstawienia. *)

(* Lista pozycji i mozliwych ruchdéw,posortowana. *)
let 1r =
let cmp (x,_,_) (y,_,.) =
if x <y then -1 else if x >y then 1 else O

in
List.sort cmp
(List.map

(fun (i,j) ->
let v = valid_values s i j
in (List.length v,(i,j),v))

11)

in

(* Pole z najkrotsza lista mozliwoSci. *)
let (_,(i,j),v) = List.hd 1r
(* Pozostate pola. *)
and t = List.map (fun (_,p,_) ->p) (List.tl 1lr)
in
List.iter
(fun k ->
begin
s.(1).(3) <- k;
p (s,t);
s.(i).(j) <-0
end)
v
end else p (s,11);
List.iter (fun (i,j) ->s.(i).(j) <- 0) wst
end

end

(* Instancja rozwigzania za pomocg back-trackingu. *)
module Solution = Bt_Solver (Problem)

(* Procedura znajdujaca rozwigzania dla danej planszy sudoku. *)
let sudoku s =
Solution.solutions (s,brakujace s)

end;;

To, ze w pierwszej kolejnosci wypelniamy pole, dla ktoérego liczba mozliwych cyfr jest mini-

malna, realizuje dwie dodatkowe strategie optymalizacyjne.

Po pierwsze, jezeli na planszy

jest pole, na ktéorym nie moze znajdowaé sie zadna cyfra, czyli sudoku nie da sie rozwigzaé,

ucinamy wszelkie wywotania rekurencyjne dla tej konfiguracji.

220

Jezeli na planszy znajduje sie



pole, na ktérym moze znajdowaé sie tylko jedna cyfra, to w pierwszej kolejnosci wstawiana
jest ta wtasnie cyfra.
Prosty back-tracking mozemy uzyskaé nie stosujac zadnego wnioskowania:

(* Brak wnioskowania o sudoku. *)
module NoReasoning =

struct
(* Konfiguracja,to plansza i lista pustych pdol. *)
type config = Sudoku_Framework.sudoku * (int * int) list

(* Nic nie wnioskujemy. *)
let reason (s,1) = ([1,1)
end;;

module Sudokul = Sudoku_BT (NoReasoning);;

Nie jest to jednak zbyt efektywny algorytm, cho¢ wystarczajacy do rozwigzywania prostych
sudoku dla n = 3.

module Reasoning =
struct
open Sudoku_Framework

(* Konfiguracja,to plansza i lista pustych pdl. *)
type config = sudoku * (int * int) list

(* Sprawdza czy dana wartos¢ wystepuje na liScie. x)
let present x 1 = List.filter (fun y ->x = y) 1 <>[]

(¥ Jezeli w wierszu jest tylko jedno miejsce,w ktdrym moze *)
(* wystepowaé jakas cyfra,to jest tam ona wstawiana. *)
let reason_row (s,l) =
let changed = ref true
and puste = ref 1
and wstawione = ref []
and n = size s
in
while !changed do
changed := false;
(* Kolejne wiersze. *)
for i =0 ton *n -1 do
(* Wartosci,ktdre moga pojawié sie na poszczegdlnych miejscach. *)
let v =
Array.init (n*n)
(fun j ->if s.(1).(j) = O then valid_values s i j else [s.(i).(jH1)
in
(* Przejrzyj kolejne cyfry. *)
for k =1 ton * n do
(* Sprawdz,na ilu pozycjach moze wystepowal cyfra. *)
let jj = List.filter (fun j ->present k v.(j)) (indeksy s)
in
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(* Jesli pozycja cyfry jest wyznaczona *)
(* jednoznacznie,wypeinij ja. *)
match jj with

[j1 ->if s.(i).(j) = O then begin

changed := true;
s.(1).(J) <- k;
wstawione := (i,j)::!wstawione
end |
_ >0
done
done;

(* Korekta listy pustych pdl. *)

puste := List.filter (fun (i,j) ->s.(i).(j)=0) (!puste);
done;
(lwstawione, !puste)

(* Jezeli w kolumnie jest tylko jedno miejsce,w ktdrym moze *)
(* wystepowal jakas cyfra,to jest tam ona wstawiana. *)
let reason_col (s,1) =

let changed = ref true

and puste = ref 1

and wstawione = ref []

and n = size s

in

while !changed do

done;
(lwstawione, !puste)

(* Jezeli w malym kwadracie jest tylko jedno miejsce,w ktdorym *)

(* moze wystepowal jakas cyfra,to jest tam ona wstawiana. *)
let reason (s,1) =

end;;

module Sudoku2 = Sudoku_BT (Reasoning);;

17.4 Optymalizacje

Zasadnicze znaczenie dla zlozonosci back-trackingu ma obcinanie galezi nieprowadzacych
do interesujacych nas wynikow oraz zmniejszenie liczby rozgalezienn rekurencyjnych. Back-
tracking ma zwykle koszt wykladniczy. Zmniejszenie liczby rozgatezien rekurencyjnych odpo-

wiada zmniejszeniu podstawy potegi wyrazajacej koszt czasowy.
Mozemy staraé sie obcina¢ galezie, stosujac proste kryteria negatywne. Np. proste warunki,

z ktorych wynika, ze skonstruowanej czesci rozwigzania nie da sie uzupetni¢ do poprawnego
rozwigzania. Jezeli szukamy rozwigzania pod jakims wzgledem optymalnego, to mozemy sta-
raé sie oszacowaé od dohtu koszt rozwigzan powstalych z rozwiniecia czeSciowego rozwiazania.
Jezeli koszt ten jest na pewno wickszy od kosztu znalezionego juz rozwigzania, to nie warto

przegladaé takich galezi.
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Warto réwniez zwréocié uwage na kolejnosé rozpatrywania kolejnych wariantéw. Nalezy
najpierw wybieraé¢ takie, ktore maja szanse daé¢ lepsze oszacowania lub lepiej rokuja na roz-
wigzanie. Woéwczas mamy szanse wczesniej znalezé rozwiazanie lub obciaé¢ wiecej galezi.

[| Przyktad na obcinanie na podstawie juz uzyskanych wynikow ||

[| Rozwiazanie poczatkowe i koricowe sa dane — szukamy konfiguracji w srodku. ||

17.5 Deser

|
0

BINARY
SU DOkU

http://xkcd.com/74/
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Cwiczenia
1. Problem obejscia szachownicy skoczkiem.

2. Ustawi¢ minimalng liczbe hetmandéw atakujacych wszystkie pozostate pola na szachow-
nicy,

3. Napisz procedure pierwsze, ktora dla danej liczby catkowitej n (n > 1) wyznacza roz-
bicie n na sume¢ minimalnej liczby sktadnikow bedacych liczbami pierwszymi. (Mozesz
zatozy¢ prawdziwosé hipotezy Goldbacha.)

4. Dany jest (multi-)zbior kostek domina. Nalezy wyznaczy¢ maksymalny taricuch, jaki
mozna ulozyé z danych kostek, oczywiscie zgodnie z zasadami domina. Rozwigzanie
powinno mie¢ postac¢ procedury domino : (o X o) 1list — (a X «) list. Klocki mozna
obracac.

5. [IIT OI] Mokra robota. Dany jest zestaw naczyn szklanych o okreslonych objetosciach.
Dla kazdego z nich wiemy ile chcemy, aby byto do niego nalane wody. Poczatkowo
wszystkie naczynia sa napetnione wodg. Dozwolone operacje to:

e przelanie calej zawartosci jednego naczynia do drugiego, pod warunkiem, ze sie
zmiesci,
e dolanie wody do pelna z jednego naczynia do drugiego,
e wylanie wody z naczynia do zlewu.
Szukamy takiej sekwencji ruchéw, po wykonaniu ktorej we wszystkich naczyniach jest

tyle wody, ile chcieliSmy. (Niekoniecznie back-tracking, ale przeszukiwanie przestrzeni
stanow.)

6. [XIV OI] Atrakcje turystyczne (uproszczone). Mamy n miejscowosci, ponumerowanych
od 1 do n. Odlegtosci miedzy miejscowosciami sa dane w postaci (symetrycznej) tablicy
liczb catkowitych, o wymiarach n x n.

Chcemy zwiedzi¢ wszystkie te miejscowosci, jednak nie w dowolnej kolejnosci. Mamy
dana liste ograniczen postaci [(i1,71);- - - ; (ik, jx)]. Ograniczenie (i, j) oznacza, ze miasto
1 musi by¢ zwiedzone przed miastem j. Mozesz zalozy¢, ze ograniczenia da si¢ spetnié.
Na poczatku wyruszamy z miasta 1, a koniczymy podr6éz w mieScie n. Wyznacz mini-
malna droge, jaka trzeba przejechaé, zeby zwiedzi¢ wszystkie miasta.
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Wyktad 18. Technika spamietywania

18.1 Technika spamietywania

Majac do dyspozycji mapy, mozemy zapisa¢ rozwigzanie w sposoéb rekurencyjny, unikajac
jednak wielokrotnych wywotar rekurencyjnych dla tych samych wartosci argumentéow. Korzy-
stamy w tym celu z techniki spamietywania. Technika ta polega na pamietaniu wszystkich
obliczonych uprzednio rozwigzan podprobleméw. Jest to skrzyzowanie rozwigzania rekuren-
cyjnego i programowania dynamicznego, o ktérym powiemy doktadniej w kolejnym wyktadzie.
Zobaczmy, jak wyglada zastosowanie opisanej techniki do obliczania liczb Fibonacciego:

let tab = ref empty;;
let rec fib n =
if dom !tab n then

apply !tab n
else
let wynik = if n <2 then n else fib (n-1) + fib (n-2)
in begin
tab := update !tab n wynik;
wynik
end;;

Schemat spamietywania jest dosy¢ uniwersalny: w implementacji rekurencyjnej, ilekroé
chcemy wywolaé rekurencyjnie procedure rozwiazujaca podproblem, sprawdzamy, czy juz takie
wywotanie nie miato miejsca, a jezeli tak, to pobieramy obliczony wczesniej wynik. Mozemy
zailmplementowaé¢ co$ w rodzaju ,otoczki”, ktéra filtruje wywotania procedur. Mechanizm
ten mozemy wytuskaé i przedstawi¢ w postaci procedury wyzszego rzedu. Parametrami tej
procedury sa: tablica uzyta do spamietywania, spamietywana funkcja i jej argument.

let memoize tab f x =
if dom !tab x then
apply !tab x
else
let wynik = f x
in begin
tab := update !tab x wynik;
wynik
end;;

Ponownie, procedure obliczajaca liczby Fibonacciego mozemy zapisaé¢ nastepujaco:

let fib =
let tab = ref empty
in
let rec £ n =
memoize tab (function n ->
if n <2 then n else f (n-1) + £ (n-2)) n
in f;;
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18.2 Problem NWP i algorytm

e Problem najdtuzszego wspolnego podciagu.
e Uogdlnienie problemu na prefiksy danych ciagow.
e Wtasnosé podproblemu, zaleznosci miedzy rozwiazaniami podproblemow:

— Jesli z; = yj, to nwp(i, j) = nwp(i — 1, j — 1)Q[z;].

Jesli ostatni wyraz nwp jest rozny od x;, to nwp(i,j) = nwp(i — 1, j).
— Jesli ostatni wyraz nwp jest rozny od y;, to nwp(i, j) = nwp(i, j — 1).

— Funkcja nwp jest monotoniczna wzgledem obydwu wspoltrzednych.

Jesli z; # y;, to nwp(i, j) jest dtuzszym z podciagow nwp(i — 1, j) i nwp(i, j — 1)).
— Warunki brzegowe: nwp(i,0) = nwp(0,5) = |].

e Algorytm — tabela rozwiazan dla podproblemoéw i jej wypelnianie.

A B|C | B|D A |B
00 0T0

Bl0|0|1T1T1
plolol1l1]1]2
clofo|1 2212
A 11]2]2]2]3
B 373 4
a at4

Wszystkie najdtuzsze wspdlne podciagi to:

— BCBA,
— BCAB,
— BDAB,

przy czym ostatni z nich wystepuje w pierwszym ciagu na dwa sposoby.

18.3 Najdtuzszy wspoélny podciagg — implementacja ze spamietywaniem

W ponizszym programie mapa przyporzadkowuje parom liczb (7, j) pary (najdtuzszy wspolny
podciag, jego dtugos¢). Wynikiem procedury pom jest para: (odwrdcony) najdiuzszy wspolny
podciag i jego dhugosé. Jako efekt uboczny obliczenn powstaje rowniez mapa zawierajaca
wszystkie obliczone wyniki podprobleméw. Wynikiem catej procedury jest najdtuzszy wspolny
podciag dwoch ciagow.

let nwp ciag_x ciag_y =
let x = Array.of_list ciag_x
and y = Array.of_list ciag_y
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and tab = ref empty
in
let rec pom (i,j) =
memoize tab (fun (i,j) ->
if i =0 || j =0 then ([],0)
else if x.(i-1) = y.(j-1) then
let (c,1) = pom (i-1,j-1)
in (x.(i-1)::c,1+1)
else
let (c1,11) = pom (i-1,j)
and (c2,12) = pom (i,j-1)
in
if 11 >12 then (c1,11) else (c2,12)
) (i,3)
in
rev (fst (pom (length ciag_x,length ciag_y)));;
nwp [’A’; ’B’; 702; ’B’; ’D’; ’A’; ’B’]

[’B); ,D7; ,C7; ,A); ’B}; ’A’];;
- : char list = [’B’; ’D’; ’A’; ’B’]
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Cwiczenia

1.

Jaka jest minimalna liczba monet lub banknotéw potrzebna do wydania nzt reszty,
przyjmujac, ze w obrocie sa dostepne monety o zadanych (w postaci listy) nominatach?

Jaka jest minimalna liczba monet lub banknotéw potrzebna do wydania nzt reszty,
przyjmujac, ze monety moga by¢ przekazywane w obie strony. (Na przyktad, zeby
otrzymaé¢ 9zt moge da¢ 1zt i otrzymaé 10z, razem 2). W obrocie sa dostepne monety
i banknoty o zadanych (w postaci tablicy) nominatach.

Na ile sposobéw mozna wydaé n zt reszty przyjmujac, ze w obrocie sa dostepne monety
o zadanych (w postaci listy) nominatach.

Dana jest kwota k oraz zestaw nominaléw banknotow b = [by;be;...;b,]. Mamy do-
wolng liczbe banknotéw kazdego z nominatéw. Napisz procedure banknoty : int —
int list — int, ktéra dla danych k i b obliczy minimalng liczbe réznych nominatéow
banknotéw, jakich nalezy uzy¢ do wydania kwoty k. Jezeli nie da sie wydaé kwoty k,
uzywajac podanych nominaléw, to procedura powinna zwrécié —1.

Na przyklad, banknoty 49 [10,15,11,12,20] = 3. Liczbe 49 mozna uzyska¢ na dwa
sposoby: 49 =12+ 124+ 104+ 15=11+11+ 154 12.

[XII OI, Banknoty| W bankomacie znajduja si¢ banknoty o nominatach by, b, ..., by,
przy czym banknotéw o nominale b; jest w bankomacie ¢;. Jak wyptacié¢ zadanag kwote
uzywajac jak najmniejszej liczby banknotow?

Napisz procedure, ktéra dla danego ciggu liczb wyznaczy jego najdtuzszy rosnacy pod-
ciag.

Napisz procedure pierwsze, ktora dla danej liczby catkowitej n (n > 1) wyznacza rozbi-
cie n na sume minimalnej liczby sktadnikéw bedacych liczbami pierwszymi. (Tym razem
nie zaktadaj prawdziwosci hipotezy Goldbacha.)

Dana jest liniowa plansza z polami ponumerowanymi od 1 do n, obdarzonymi rzeczywi-
stymi wagami a, ag,...,a,. Na polu 1 stoi pionek, ktéry moze poruszaé si¢ po planszy
skokami wprzéd lub w tyt na odleglosé nieprzekraczajaca k, az zatrzyma sie definitywnie
na polu n (pionek moze odwiedzi¢ pola 1 i1 n wiecej niz raz). Kazde pole, na ktorym
stanie pionek jest zbite.

Napisa¢ funkcje chocki, ktora dla danego k oraz listy (ajas...a,) zwroci maksymalng
mozliwa sume wag po6l niezbitych.
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Wyktad 19. Programowanie dynamiczne

19.1 Implementacja imperatywna, z wykorzystaniem tablic

W przypadku problemu najdtuzszego wspdélnego podciagu, mozemy spamietywanie zaimple-
mentowaé¢ wprost, gdyz najistotniejszym wynikiem jest tablica, ktéra powstaje w trakcie ob-
liczen.

let nwp ciag_x ciag_y =
if (ciag_x = [1) || (ciag_y = [1) then [] else
let n = length ciag_x
and m = length ciag_y
and x = Array.of_list ((hd ciag_x)::ciag_x)
and y = Array.of_list ((hd ciag_y)::ciag_y)
in
(* a.(1).(j) = length (nwp [x_1;..;x_1i]1 [y_1;..;y_3j1) *)
let a = Array.make_matrix (n+1) (m+1) O
in
(* Rekonstrukcja nwp na podstawie tablicy dtugoSci. *)
let rec rekonstrukcja acc i j =
if i =0 || j = O then acc
else if x.(i) = y.(j) then
rekonstrukcja (x.(i)::acc) (i-1) (j-1)
else if a.(i).(j) = a.(i-1).(j) then
rekonstrukcja acc (i-1) j
else
rekonstrukcja acc i (j-1)

in
begin
(* Wypeilnienie tablicy a *)
for i = 1 to n do
for j =1 tomdo
if x.(1) = y.(j) then
(* Odpowiadajace sobie elementy ciggdw sg rdéwne. *)
a.(1).() <- a.(i-1).(G-1 + 1
else
(* Wybdr wariantu realizujacego dtuzszy podciag. *)
a.(i).(j) <- max a.(i-1).(j) a.(@).(G-1
done
done;
(* Rekonstrukcja wyniku. *)
rekonstrukcja [] n m
end;;

nwp [’A’; ’B’; 7c>; ’B’; ’D’; ’A’; ’B’] [’B’; ’D’; 7c7; ’A’; ’B’; ’A’];;

19.2 Implementacja NWP oparta o mapy

e Gléwna procedura:

229



let nwp ciag_x ciag_y =
let
a = zbuduj_tablicel ciag_x ciag_y
in

odtworz_podciagl a ciag_x ciag_y;;

e Budowa tablicy:

let dlugosc u v w xy =
if x = y then
v+ 1
else

max u w;;

let zbuduj_tablice ciag_x ciag.y =

(%
Dodaje kolejny wiersz tablicy,
y= rozpatrywany element ciagu y,j = nr wiersza. *)
let dodaj_wiersz tablica y j =
let (t,.) =
fold_left
(fun (tab,i) x ->

let u = apply tab (j,i-1)
and v = apply tab (j-1,i-1)
and w = apply tab (j-1,i)
in

(update tab (j,i) (dlugosc u v w x y),i+1))
(update tablica (j,0) 0,1)
ciag_x
in t
in
(* Pierwszy wiersz tablicy - same zera *)
let pierwszy =
let (a,_) =
fold_left
(fun (a,i) _ ->(update a (0,i) 0,i+1))
(update empty (0,0) 0,1)
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ciag_x

in a

(* Budowanie tablicy,
yl= pozostale elementy ciggu y,j = nr wiersza. *)
and buduj a yl =
let (w,_) =
fold_left (fun (a,j) y ->(dodaj_wiersz a y j,j+1)) (a,1) yl
in w
in

buduj pierwszy ciag_y;;

e Rekonstrukcja podciagu:

(* Rekonstrukcja ciggu na podstawie tablicy *)
let odtworz_podciag tablica ciag_x ciag.y =
let rec odtworz akumulator tab ciag_x ciag_y i j =
match ciag_x with
[] ->akumulator |
(x::tx) ->
match ciag_y with
[ ->akumulator |
(y::ty) ->
if x = y then
odtworz (x::akumulator) tab tx ty (i-1) (j-1)
else

apply tab (j,i-1)

let u

and w = apply tab (j-1,1i)

in

if u >w then
odtworz akumulator tab tx ciag_y (i-1) j

else
odtworz akumulator tab ciag_x ty i (j-1)

in
odtworz [] tablica
(rev ciag_x) (rev ciag_y)

(length ciag_x) (length ciag y);;
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19.3 Efektywna funkcyjna implementacja NWP, efektywna, acz skompli-
kowana

e Struktura tablicy

type array = { value : int; up : array; upleft : array; left : array };;

let rec zero = { value = 0; up = zero; upleft = zero; left = zero }ss

e Wypelnianie tablicy

(x A[i,j] = dtugosé najdiuzszego wspdlnego podciagu x)
(x (x_1,...,x 1) 1 (y_1,...,y_1). *)
(* Tablica jest reprezentowana w postaci odwrdconej listy *)
(* odwrdconych list i uzupeiniona straznikami réwnymi 0. *)
let zbuduj_tablice ciag_x ciag_y =
(* Dodaje kolejny wiersz tablicy,
y= rozpatrywany element ciggu y.
*)
let dodaj_wiersz tab y =
let rec dodawaj tab_up lista =
match lista with
(] ->zero |
(x::t) ->
let tab_upleft = tab_up.left
in
let tab_left = dodawaj tab_upleft t
in
let v = dlugosc tab_left.value
tab_upleft.value

tab_up.value

Xy
in
{ value = v;
left = tab_left;
upleft = tab_upleft;
up = tab_up
}

in
dodawaj tab (rev ciag_x)
in

fold_left dodaj_wiersz zero ciag_y;;
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e Odtworzenie ciagu na podstawie tablicy dtugosci

let odtworz_podciag tablica ciag_x ciag_y =
let rec odtworz akumulator tab ciag_x ciag_y =
match ciag_x with
[1 ->akumulator |
(x::tx) ->
match ciag_y with
[] ->akumulator |
(y::ty) ->
if x = y then
odtworz (x::akumulator) tab.upleft tx ty
else
let 1v = tab.left.value
and uv = tab.up.value
in
if 1v >uv then
odtworz akumulator tab.left tx ciag_y
else
odtworz akumulator tab.up ciag_x ty
in

odtworz [] tablica (rev ciag_x) (rev ciag_y);;

19.4 Ogo6lny schemat programowania dynamicznego

e Sparametryzowanie problemu — zamiast jednego problemu, rozwigzujemy cala game
powiazanych podprobleméw.

e Wyznaczenie zaleznosci miedzy rozwiazaniami podprobleméw.

e Rodzaj struktury danych, w ktorej przechowujemy rozwiazania podproblemoéw.
o Kolejnosé rozwiazywania podproblemow.

e Czy mozna lepiej sformutowaé¢ podproblemy?

e Ewentualne wyznaczenie pomocniczych probleméw, ktérych wezedniejsze obliczenie po-
zwala zmiejszy¢ ztozonosé czasowa.

e Ewentualna rekonstrukcja wyniku na podstawie obliczonych wynikéw cze$ciowych.
e Polepszenie ztozonosci pamieciowe;j.

o Czy lepiej zastosowaé spamietywanie, czy programowanie dynamiczne?
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Cwiczenia
1. Antyczny bardzo dtugi kijek zostal potamany na kawatki. Nalezy go sklei¢. Wszystkie
kawalki zostaly juz ulozone w odpowiedniej kolejnosci, ale nie wiadomo ile potrzeba
kleju. Dhugosci kolejnych kawaltkow sa dane w postaci listy [ = [x1;x2;...;2,]. Do sle-
jenia kawaltkow dlugosci a i b potrzeba max(a, b) ml kleju. Po ich sklejeniu otrzymujemy
jeden kawalek dtugosci a + b.

Napisz procedure klej : int 1list — int, ktéra na podstawie dtugosci kawaltkow obliczy
minimalng ilo$¢ kleju (w ml) potrzebna do sklejenia wszystkich kawaltkow.

2. Dana jest dwuwymiarowa kwadratowa szachownica o rozmiarach n X n wypetniona do-
datnimi liczbami calkowitymi, po ktorej bedziemy sie poruszaé¢ startujac z lewego gor-
nego rogu (komorka o indeksach .(0).(0)). Dozwolone posuniecia to:

e przejscie na sasiednie lewe pole — zmniejszenie drugiego indeksu,
e przejscie na sasiednie prawe pole — zwickszenie drugiego indeksu,

e przejscie na sgsiednie dolne pole — zwiekszenie pierwszego indeksu.

Celem jest dojscie do prawego dolnego rogu (komorka o indeksach .(n —1).(n — 1)) tak,
aby suma liczb na odwiedzonych polach byla jak najmniejsza.

Napisz procedure przejscie : int array array — int, ktora dla danej szachownicy
oblicza najmniejsza mozliwa sume pdl odwiedzonych w trakcie takiego przejscia.

3. |XII OI, zadanie Autobus, uproszczone| Ulice miasta tworza szachownice — prowadza z
poéinocy na potudnie lub ze wschodu na zachéd, a kazda ulica prowadzi na przestrzat
przez cate miasto — kazda ulica biegnaca z péinocy na potudnie krzyzuje sie z kazda ulica
biegnaca ze wschodu na zachéd i vice versa. Ulice prowadzace z péinocy na potudnie
sa ponumerowane od 1 do n, w kolejnoéci z zachodu na wschod. Ulice prowadzace ze
wschoéd na zachéd sa ponumerowane od 1 do m, w kolejnoéci z potudnia na péinoc.
Kazde skrzyzowanie i-tej ulicy biegnacej z p6inocy na potudnie i j-tej ulicy biegnacej
ze wschodu na zachod oznaczamy para liczb (7,7) (dla1 <i<n,1<j<m).

Po ulicach miasta kursuje autobus. Zaczyna on trase przy skrzyzowaniu (1,1), a kon-

czy przy skrzyzowaniu (n,m). Ponadto autobus moze jecha¢ ulicami tylko w kierunku
wschodnim i/lub péinocnym.

Przy niektoérych skrzyzowaniach znajduja sie pasazerowie oczekujacy na autobus. Roz-
mieszczenie pasazeréw jest dane w postaci prostokatnej tablicy a n xm liczb catkowitych
— a.(1).(j) oznacza liczbe pasazeroéw czekajacych przy skrzyzowaniu (i, 7).

Napisz procedure autobus, ktéra na podstawie tablicy a obliczy maksymalng liczbe
pasazeréow, ktorych moze zabraé¢ autobus. Zakladamy, ze w autobusie zmiesci sie dowolna
liczba pasazerow.

4. |CLR, ¢w. 16-4] Firma planuje zorganizowaé przyjecie. Hierarchia stanowisk w firmie
ma strukture drzewa (ogolnego). Kazdy pracownik charakteryzuje sie pewna ,towarzy-
skodcig” wyrazong liczba dodatnia. Napisz program, ktéry dobierze gosci tak, aby:

e na przyjeciu nie byl obecny bezposredni przelozony zadnego z gosci,

e suma wspolczynnikéw towarzyskosci gosci byta maksymalna.
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Jak zapewnié¢, aby szef firmy byt na przyjeciu?

type tree = Node of (int * tree list);;
let rec impreza (Node (wsp,sons)) =
let 1lp = map impreza sons
in
fold_left (fun (z,bez) (x,y) ->(z + y,bez + max x y))
(wsp,0) 1p;;

. Dana jest deklaracja typu:

type ’a drzewo =
Node of ’a * ’a drzewo * ’a drzewo

Null

Napisz procedure §rodek :’a drzewo -> ’a drzewo, ktéra znajduje w zadanym drze-
wie taki wezel (Node), dla ktorego maksymalna sposrod jego odlegtosci od lisci jest jak
najmniejsza. Wynikiem tej procedury powinno by¢ poddrzewo zakorzenione w wyzna-
czonym wezle.

Co sie zmieni, jezeli bedziemy chcieli znalezé wierzchotek, dla ktérego minimalna sposréd

jego odlegtosci do liscii jest jak najwieksza?

. Na rozgalezieniach drzewa siedza wroble. Kazde rozgalezienie drzewa wazy 1 kilogram,
a nieujemna waga siedzacych na tym rozgalezieniu wrébli podana jest w strukturze
drzewiastej:

type drzewo = Null | Node of int * drzewo * drzewo

Waga drzewa to suma wag rozgalezien i siedzgcych na nich wrébli. Drzewo nazwiemy
zrownowazonym, jesli w kazdym rozgatezieniu waga dwoch poddrzew bedzie taka sama.
Rzucajac celnie kamieniem w rozgalezienie drzewa mozemy przegonié¢ wszystkie wroble
z poddrzewa zaczepionego w tym rozgatezieniu. Napisz funkcje rownowaga : drzewo —
bool, ktora dla danego drzewa okresla, czy da sie tak rzucaé¢ kamieniami w drzewo, aby
stato sie ono zrownowazone. Podaj ztozonos¢ czasows i pamieciowa swojego rozwiazania.

Dla przyktadu, aby zréwnowazy¢ nastepujace drzewo:

Node (3,Node (5,Node (1,Null,Null),Node (7,Null,Null)),Node (2,Null,Null))

wystarczy raz rzuci¢ kamieniem (w jego lewe poddrzewo).
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10.

11.

Kazda latarnia jest opisana przez trojke postaci (x,y,p) oznaczajaca, ze latarnia moze
oswietli¢ (domkniety) odcinek alejki od = do y i pobiera wtedy p W energii elektrycznej
(x <y, p>0). Dana jest lista trojek opisujacych latarnie, oraz para liczb (a,b), a < b,
opisujaca odcinek alejki, ktéry checemy oswietlié.

Napisz procedur¢ moc : (int * int * int) list — (int % int) — int, ktora obliczy
minimalna moc potrzebna do oswietlenia danego odcinka alejki. Jezeli jego oswietlenie
nie jest mozliwe, to poprawnym wynikiem jest —1.

Przyktad:

mocC [(2: 55 10), (103 125 4); (_1’ 2: 8): (63 9’ 10)’ (9, 15, 20),
(4, 7: 8), (0: 12, 100), (8) 10, 4), (_2, 2: 6)] (1, 11) = 42

[XVI OI, zadanie Konduktor| Pociag na trasie zatrzymuje si¢ na n stacjach, ponumero-
wanych od 0 do n—1. Dana jest tablica a, taka ze a.(7).(j) (dla0 < i < j < n) jest rowne
liczbie pasazerow, ktorzy wsiadaja na stacji ¢ i wysiadajg na stacji j. Mozesz wybraé k
momentow (miedzy kolejnymi stacjami), kiedy konduktor sprawdza bilety. Oblicz, jaka
jest maksymalna liczba pasazerow, ktorym zostang sprawdzone bilety.

Mamy dany (w postaci listy) ciag dodatnich liczb catkowitych [x1;x9;...;x,]. Na ciagu
tym mozna wykonywaé operacje ,sklejania”’, tzn. dwa kolejne elementy ciagu mozna
zastapi¢ jednym, rownym ich sumie. Napisz procedure:

sklejanie : int 1list — int

obliczajaca minimalna liczbe operacji ,sklejania”, ktére nalezy wykonaé, aby ciag byt
rosnacy. Na przyklad, sklejanie [3;5;4;2;7] = 1.

Roéwnowazne zadanie pojawito sie na konkursie USACO Open Gold w 2009r. i zostalto
opisane w Delcie z maja 201671.:

http://www.deltami.edu.pl/temat/informatyka/algorytmy/2016/04/28/Wieza_z_siana/.

Dana jest dwuwymiarowa tablica a wypelniona nieujemnymi liczbami catkowitymi. Re-
prezentuje ona mape prostokatnego lasu, a wartosci tablicy odpowiadaja liczbie drzew
rosngcych w réznych miejscach. Napisz procedure prostokt : int array — int — int,
ktora dla zadanej tablicy a oraz liczby k znajdzie w obrebie tablicy (lasu) taki prostokat,
ktory:

e zawiera przynajmniej k drzew, tzn. suma elementéw tablicy w prostokacie jest > k,
e obwod prostokata jest minimalny.
Wynikiem procedury powinien byé obwod tego prostokata. Podaj ztozono$é czasowa i
pamieciows, swojego rozwigzania.

Prostokat o dolnym lewym rogu (z1,y1) i gérnym prawym (z2,y2) zawiera wszystkie
elementy tablicy a.(i).(j) dla 1 < i < 9, y1 < j < ya, oraz ma obwod 2 - (xg — z1 +
D+2 (y2—up1 +1).

Dana jest prostokatna mapa zt6z gazu. Mapa jest dana w postaci dwuwymiarowej
prostokatnej tablicy nieujemnych liczb catkowitych, oznaczajacych ilo$é znajdujacego
sie w danym miejscu gazu.
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12.

13.

14.

15.

Chcemy zakupi¢ prawa do wydobywania gazu z terenu, ktory ma ksztalt prostokata i za-
wiera tacznie przynajmniej k jednostek gazu. Napisz procedure gaz : int array array —
int — int, ktéra obliczy minimalng powierzchnie takiego terenu.

Mamy most linowy dtugosci N metréw (N > 1). Dla kazdego metrowego odcinka mostu
znamy jego wytrzymaloéé, to jest maksymalny ciezar, jaki moze znalezé sie tacznie na
moscie nie powodujac rozerwania lin na tym odcinku. Mozemy rozmiesci¢ K podpor,
dzielac efektywnie most na K+1 przylegajacych do siebie potaczonych mostéw. Podpory
maja znikomag szeroko$é i rozmieszczamy je na styku metrowych odcinkéw mostu.

Przed wjazdem na most zostang ustawione dwa ograniczenia: maksymalny dopuszczalny
ciezar pojazdu C jaki moze wjechaé¢ na most, oraz minimalna odlegtosé¢ D jaka nalezy
zachowa¢ miedzy pojazdami. Jesli dwie kolejne podpory znajdujg sie w odlegltosci X,
to odcinki tgczacego je mostu musza mieé¢ wytrzymalosé przynajmniej [%1 -C.

Ograniczenie C' bedzie réwne minimalnej wytrzymatosci catego mostu. Twoim zadaniem
jest wyznaczenie minimalnej mozliwej wartodci ograniczenia D, jakie mozna uzyskaé
odpowiednio rozmieszczajac podpory. Napisz procedure most : int array — int —
int, ktéra majac dane wytrzymaltosci odcinkéw mostu oraz liczbe podpér K wyznaczy
minimalna mozliwa wartos¢ ograniczenia D.

[XV OI, zadanie Kupno gruntu| Dana jest kwadratowa tablica n X n nieujemnych
liczb catkowitych a, oraz dodatnia liczba catkowita k. Napisz procedure prostokat :
int array array — int — (int * int) * (int * int), ktora dla tablicy a i liczby
k znajdzie taki prostokatny obszar w obrebie tej tablicy, ze suma liczb z tego ob-
szaru jest miedzy k, a 2k. Scisle mowiac, jesli prostokat a k = ((z1,y1), (x2,%2)),

to k < Zfixl ]y-z:yl a.(i).(7) < 2k. Mozesz zaltozy¢, ze taki obszar istnieje.

Dana jest deklaracja typu drzew binarnych:

type o drzewo = Puste | Wezel of o * o drzewo * o drzewo;;

Dla kazdego wezta w drzewie definiujemy jego odchylenie: patrzymy na Sciezke pro-
wadzaca od korzenia do danego wezla, odchylenie to réznica miedzy liczbg krawedzi
idacych w prawo a liczba krawedzi idacych w lewo na tej Sciezce. Jezeli krawedzi idg-
cych w lewo jest wiecej, to odchylenie jest liczbg ujemng. Szerokosciq drzewa nazwiemy
roznice miedzy maksymalnym i minimalnym odchyleniem jego weztéw. (Przyjmujemy,
ze puste drzewo ma szerokosé 0.)

Napisz procedure szerokosc : o drzewo — int obliczajaca szerokosé drzewa.

[X OI, zadanie Ptytki drukowane] Firma Bajtel rozpoczyna produkcje elektronicznych
uktadow szeregowo-réwnoleglych. Kazdy taki uktad sktada si¢ z czesci elektronicznych,
polaczen miedzy nimi oraz dwodch potaczen doprowadzajacych prad. Uktad szeregowo-
réwnolegly moze sktadaé sie z:

e pojedynczej czesci,
+

e kilku mniejszych uktadéw szeregowo-réwnoleglych polaczonych szeregowo,
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16.

17.

18.

3

e dwoch czedci rozgaleziajacych taczacych réwnolegle kilka mniejszych uktadow szeregowo-
réwnoleglych.

Uklady sg montowane na dwustronnych ptytkach drukowanych. Problem polega na
ustaleniu, ktore polaczenia powinny znalezé sie na goérnej, a ktére na dolnej stronie
plytki. Ze wzgledéw technicznych, jak najwiecej potaczeri powinno znalezé sie na dolnej
stronie plytki, jednak do kazdej czesci musi dochodzi¢ przynajmniej jedno potaczenie
znajdujace sie na goérnej stronie plytki.

Struktura ukladu szeregowo-réwnoleglego jest opisana za pomoca warto$ci nastepuja-
cego typu:

type uktad =
Element |
Szeregowo of uktad list |

Rownolegle of uktad list;;

Napisz procedure pytki : ukad — int, ktora dla danego ukladu wyznaczy minimalna
liczbe potaczen, ktore musza byé umieszczone na gornej stronie ptytki.

[BOI'2003, przeformutowane| Tomcio chee zrobi¢ model drzewa (acyklicznego nieskiero-
wanego grafu spojnego) z nitki i szklanych koralikow i to taki, w ktorym koraliki tego
samego koloru nie sasiaduja ze soba. Nitke juz ma, ale koraliki musi kupié¢ za swoje kie-
szonkowe. Ceny koralikéw réznych koloréw sa rozne, dla kazdego dodatniego catkowitego
n w sprzedazy sa koraliki jednego koloru w cenie n gr za koralik. Tomcio zastanawia sie
z jakich koralikéw zrobi¢ model drzewa, tak aby wydaé¢ jak najmnie;j.

Opis drzewa ma postaé¢ struktury listowej, w ktorej kazdy wezel to lista jego synow.
Napisz procedure koraliki, ktéra na podstawie opisu drzewa obliczy minimalny koszt
koralikéw potrzebnych do wykonania jego modelu.

Uwaga: Dwa kolory wystarcza do wykonania modelu, ale nie daja minimalnego kosztu.
Mozesz zalozyé¢, ze optymalna liczba koloréw nie przekracza log, n, gdzie n to liczba
koralikow.

[IX OI] Zadanie ,Waga”. Dany jest zestaw odwaznikow. Czy mozna na szalkach wagi
potozyé¢ czesé odwaznikéw tak, zeby waga nadal byta zréwnowazona? Jesli tak, to jaki
najciezszy odwaznik mozna przy tym uzy¢?

[IX OI] Zadanie ,Nawiasy”. Dane jest wyrazenie postaci x; + x9 £+ --- £ z,,. Na ile
roznych sposobéw mozna uzyskaé¢ wyrazenie rownowazne danemu wstawiajac nawiasy
do wyrazenia x1 — xo — --- — x,7 Uwaga: wstawiamy n — 1 par nawiaséw w pelni
okreslajac kolejno$¢ wykonywania odejmowan.
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19. [XI OI] Zadanie ,Sznurki”. Interesuja nas modele drzew (spojnych grafow acyklicznych)
wykonane ze sznurka. Kazde drzewo sklada sie z wierzchotkéw i pewnej liczby krawedzi
taczacych rézne wierzchotki. Ten sam wierzchotek moze by¢ potaczony z wieloma innymi
wierzchotkami. Wierzchotki graféw majg by¢ modelowane przez wezly zawiazane na
kawatkach sznurka, a krawedzie przez odcinki sznurka pomiedzy weztami. Kazdy wezet
moze byé wynikiem zasuplenia kawalka sznurka lub zwigzania w tym samym miejscu
wielu kawatkow. Kazda krawedZ ma dlugosé 1. Dlugosé sznurka uzytego do zrobienia
weztdéw jest pomijalna.

Chcemy zoptymalizowaé liczbe i dtugosé kawatkéw sznurka uzytych do wykonania mo-
delu drzewa:
e w pierwszym rzedzie nalezy zminimalizowaé liczbe potrzebnych kawatkéw sznurka,

e zakltadajac, ze liczba kawatkéw sznurka jest minimalna, nalezy zminimalizowaé dtu-
go$¢ najdluzszego kawatka sznurka.
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Wytyczne dla prowadzacych éwiczenia

W zadaniu [6] o wréoblach, dla kazdego wezlta drzewa nalezy obliczy¢: posortowang liste mozli-
wych ciezaré6w poddrzewa, przy ktorych jest ono zréwnowazone, oraz taczng mase poddrzewa
bez wrobli. lLaczac dwa poddrzewa scalamy dwie posortowane listy, zostawiajac tylko te
elementy, ktére wystepuja na obydwu listach. Dodatkowo, jezeli ciezary obu poddrzew sa
rowne i wystepuja na obu listach, to mozna rzuci¢ kamieniem we wspo6lnego ojca obu drzew i
umieszczamy wage obu poddrzew i ojca na liscie wynikowe;.

Fakt: Dla dowolnego wierzchotka, dtugosé obliczonej dla niego listy nie przekroczy dtugosci
najkrotszej sciezki od niego do jakiego$ liscia.

Analizujac koszt algorytmu mozemy przyjaé, ze przetworzenie kazdego wierzchotka zaj-
muje czas proporcjonalny do dtugosci wyznaczonej dla niego listy (+1). Nastepnie, koszt
przypadajacy na dany wierzchotek rozpraszamy przypisujac go wierzchotkom z poddrzewa,
ktorego jest korzeniem: na dany wierzchotek przypada koszt 1, na jego synéw po %, na wnuki
po i itd. Odwréémy teraz problem i policzmy, jaki tacznie koszt moze by¢ przypisany jed-
nemu wierzchotkowi. Nie bedzie to wiecej niz: 1+ % + i +--- < 2. Stad, taczy koszt czasowy
algorytmu wynosi O(n).
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Wyktlad 20. Kody Huffmana i algorytmy zachtanne

20.1 Rodzaje kodow
e Kody statej dtugosci (np. ASCII).
e Kody zmiennej dlugosci (np. Morse’a).

e Problem separatora — kody prefiksowe.

Przyklad: [SICP] Kod zmiennej dlugosci moze by¢ efektywniejszy niz kod statej dtu-

gosci.
A 000 C 010 E 100 G 110
B 001 D 011 F 101 H 111

Przy takim kodowaniu, wiadomosé¢:
BACADAEAFABBAAAGAH

jest zakodowana jako ciag 54 bitow:
001000010000011000100000101000001001000000000110000111

A0 C 1010 E 1100 G 1110
B 100 D 1011 F 1101 H 1111

Przy takim kodowaniu, ta sama wiadomos¢ jest zakodowana jako:
100010100101101100011010100100000111001111

Ten cigg sktada sie z 42 bitéw, a wiec, w poréwnaniu z kodem staltej dtugosci przedsta-
wionym powyzej, oszczedza ok. 20% pamieci.

e Problem zdefiniowania optymalnego kodu prefiksowego przy znanych (wzglednych) cze-
stosciach wystepowania znakdéw.

e Reprezentacja optymalnego kodowania w postaci regularnego drzewa binarnego.

Przyklad: Kod z poprzedniego przyktadu mozemy przedstawié jako drzewo. To, ze
kod jest prefiksowy odpowiada temu, ze kodowane znaki odpowiadajg liciom.

A /\
NN /\
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20.2 Algorytm Huffmana

Algorytm Huffmana polega na budowaniu drzewa kodowania od lisci do korzenia. Na poczatku
znamy zbiodr liSci — jest to zbiér wszystkich kodowanych znakéow.

W kazdym kolejnym kroku wybieramy dwa elementy o najmniejszych czestosciach wyste-
powania i sklejamy je, tak ze ich kody beda sie rézni¢ ostatnim bitem. Tak powstaly nowy
element zastepuje sklejone elementy, a jego czestosé wystepowania jest réwna sumie czestosci
wystepowania sklejonych elementéw.

Algorytm koriczymy, gdy zostanie nam juz tylko jeden element — drzewo kodowania.

Przyktad: Przesledzmy dziatanie algorytmu dla przyktadowych danych.

(C,1)(D,1)(E, 1)(F,1)(G,1)(H,1)(B, 3)(A,9)

(E, D(F, 1)(G, A,9)

AN
/\ /\ N

AN N N T

© 1/2\(13 1 h / \

D
AT / N
\ /\ /\

,9)

(G,

,9)

(A,9)
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N /\
N Ve

(F,1) (G, 1) (H,1)

Dowéd poprawnosci:

Lemat [CLR] Niech C bedzie alfabetem, a kazdy znak ¢ € C' wystepuje f(c) razy. Niech
x 1y beda para znakéw z C' o najmniejszej liczbie wystapien. Istnieje wtedy optymalny kod
prefiksowy dla C, w ktorym kody dla z i y maja te sama dlugosé i réznia sie tylko ostatnim
bitem.

Dowéd: Rozwazmy pewne optymalne kodowanie. Niech b i ¢ beda dwoma sgsiednimi lis¢mi
o maksymalnej gtebokosci hy, = h.. Bez straty ogolnosci mozemy zaltozy¢, ze f(b) < f(c) oraz
f(x) < f(y). Ponadto mamy f(x) < f(b) i f(y) < f(c), a glebokosci x 1 y nie przekraczaja
glebokosci b i ¢, hy, hy < hy = he. Zamieniamy b z z i ¢ z y. Dlugoé¢ kodu zmienia si¢ o:

f@)(hy = ha) + () (he = hy) + f(b)(ha — hy) + f(¢)(hy — he) =
(f (@) = f(0))(he — ha) + (f(y) — f(¢))(he = hy) <O

Tak powstate drzewo daje nie gorsze kodowanie, a wiec rowniez optymalne.

Lemat Niech C bedzie alfabetem, f bedzie funkcja okreslajaca czesto$¢ wystepowania sym-
boli, x i y beda réznymi symbolami o najmniejszych czestosciach wystepowania. Niech z
bedzie nowym symbolem. Przyjmijmy f(z) = f(z) + f(y). Niech T bedzie regularnym drze-
wem binarnym odpowiadajacym optymalnemu kodowaniu dla alfabetu (C'\ {z,y}) U{z} 1 f.
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Wowcezas drzewo T” powstale przez dodanie do wierzchotka 2 synow x i y jest optymalnym
drzewem kodowania dla C'1i f.

Dowod:  Gdyby 77 nie bylo optymalne, to istnialoby lepsze drzewo kodowania, w ktorym z i
y byliby bra¢mi. Oznaczajac ich ojca przez z i usuwajac je, uzyskalibySmy drzewo kodowania
lepsze od T', co nie jest mozliwe.

7 tych dwoch lematéw wynika natychmiast poprawnoéé algorytmu.

20.3 Implementacja algorytmu Huffmana

Zgodnie z poprzednim opisem implementujemy algorytm Huffmana:

let huffman 1 =
let rec process col =
if huff_size col = 1 then
huff_first col
else
let t1 = huff_first col
and coll = huff_remove col
in
let t2 = huff_first coll
and col2 = huff_remove coll
in
process (huff_put col2 (merge tl t2))
in
process (make_huff_col 1);;

Zaktadamy tu, ze elementy listy 1 sa posortowane niemalejaco wg czestosci wystepowania. Ko-
rzystamy tu z drzew Huffmana z operacja merge oraz kolejek priorytetowych drzew Huffmana,
z operacjami: make_huff, huff_size, huff_first, huff_put i huff_remove.

20.4 Implementacja drzew Huffmana

type ’a huff_tree =
Letter of (’a * float) |
Node of (’a huff_tree * ’a huff_tree * float);;
let frequency (t : ’a huff_tree) =
match t with
Letter (_,f) ->f |
Node (_,_,f) ->f;;

let merge tl t2 = Node (t1,t2,frequency tl +. frequency t2);;

20.5 Implementacja kolekcji drzew Huffmana

type ’a huff_col = ’a huff_tree fifo * ’a huff_tree fifo;;

let make_huff_col 1 =
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(fold_left (fun q x ->put q (Letter x)) empty_queue 1,empty_queue);;

let huff_size ((ql,92): ’a huff_col) = size ql + size qg2;;

let huff_put ((ql,92): ’a huff_col) t

((ql,put g2 t): ’a huff_col);;

let huff_first ((ql,q2): ’a huff_col)

if
if

ql empty_queue then first q2 else
q2 = empty_queue then first ql else

let f1 = first qi
and f2 = first q2
in

if frequency fl1 <= frequency f2 then f1 else f2;;

let huff_remove ((ql,q2): ’a huff_col) =

if
if

ql
q2

empty_queue then (ql,remove g2) else
empty_queue then (remove ql,q2) else

let f1 = first qi
and f2
in

first g2

if frequency f1 <= frequency f2 then
(remove q1,q92)

else
((ql,remove g2): ’a huff_col);;

Zasymuluj dziatanie algorytmu Huffmana pokazujac zawartosé kolejek implementujacych ko-
lekcje drzew.

20.6 Schemat programowania zachtannego

szukamy pewnego rozwiazania optymalnego, robimy to za pomoca ciagu wyboréw (,lo-
kalnych”) kolejnych elementow rozwiazania; analogia ze sterta cegiel i zbudowaniem jak
najwiekszego domu z 1000 cegiel,

wlasno$é wyboru zachtannego — ciag wyboréw optymalnych lokalnie prowadzi nas do
rozwigzania optymalnego globalnie,

jesli konstruujemy optymalne rozwiazanie przez dokonywanie kolejnych wyborow, to
taka wlasnosé zwykle dowodzimy indukcyjnie: pokazujemy, ze jesli istnieje rozwiazanie
optymalne zgodne z dokonanymi do tej pory wyborami, to istnieje rozwigzanie opty-
malne zgodne rowniez z kolejnym wyborem (wliczajac w to sytuacje, gdy dokonujemy
pierwszego wyboru),

jesli konstruujemy programy zgodnie z zasada ,dziel i rzadz”, to zwykle wlasnosci za-
chtannego wyboru dowodzimy w oparciu o wtasnos¢ optymalnej podstruktury — opty-
malne rozwigzanie jest funkcja optymalnych rozwigzan podproblemoéw i taczacego je
zachtannego wyboru.
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Cwiczenia

—_

\]

10.

. |CLR] Ciagly problem plecakowy.

. |[CLR, p. 17.1] Problem wyboru zaje¢ (historyjka o kinomanie i jak najwiekszej liczbie
filmoéw do obejrzenia).

Dany jest zbior odcinkéw na prostej. Jaka jest minimalna liczba gwozdzi, za pomoca
ktoérych mozna je przybié do prostej? Kazdy odcinek musi byé przybity przynajmniej
jednym gwozdziem.

. Rozplanowaé¢ zbioér zaje¢ po salach. Jaka jest minimalna liczba potrzebnych sal?
|CLR, ¢éw 17.2-4] Problem tankowania na stacjach benzynowych.

Napisz procedure silnie : int — int list, ktéra dla danej dodatniej liczby catkowitej
n znajduje najkrotszy taki ciag dodatnich liczb catkowitych [z1;x9;...;2k], ze x1! +
ol + -+ ! =n.

Na przyktad, dla silnie 42 poprawnym wynikiem jest n.p. [3;4;3; 3].

[PCh| Dany jest ciag nawiasow, otwierajacych i zamykajacych. Napisz procedure nawiasy,
ktora obliczy minimalng liczbe nawiaséw, ktore nalezy obrocié tak, aby uzyskaé po-

prawne wyrazenie nawiasowe. Jezeli nie jest to mozliwe, to poprawnym wynikiem jest
—1.

type nawias = Otwierajacy | Zamykajacy
val nawiasy : nawias list — int

. W trakcie wakacji n informatykéw pojechato razem na obdz informatyczny. Zamieszkali
oni w domkach kempingowych stojacych wzdtuz prostej drogi. Firma telekomunikacyjna
chce im zapewnié¢ dostep do Internetu, rozstawiajac wzdtuz drogi nadajniki sieci bez-
przewodowej. Jeden nadajnik moze obstugiwaé co najwyzej k domkéw znajdujacych
sie od niego w odlegtosci co najwyzej r. Napisz procedure wakacje : int — int —
int list — int, ktéra na podstawie liczb k i r, oraz listy wspétrzednych domkéw
obliczy minimalng liczbe potrzebnych nadajnikéw.

Ciag [x1;®2;...] nazwiemy naprzemiennym, jezeli:

e 1| <x9>x3<Tg4>...,lub

@ T > < T3 >Ty < ....

Ciag jednoelementowy i pusty sa réwniez naprzemienne.

Napisz procedure naprzemienny : int array — int, ktéra majac dany ciag liczb catko-
witych w postaci tablicy obliczy dlugosé¢ najdtuzszego jego naprzemiennego podciagu.

Na przyktad, naprzemienny [14;8;6;5;3;4;5;3;7;9;5;71] = 8.

Rozwazamy ciagi liczb catkowitych (x1, 9, ..., x) konstruowane zgodnie z nastepuja-
cymi regutami:
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11.

12.

13.

o 1] =1,

e x;,.1 = x; + f; dla pewnej liczby Fibonacciego f;.

Napisz procedure ciag: int — int 1list, ktéra dla danej dodatniej liczby catkowitej n
wyznaczy najkrotszy taki ciag (z1,z2,...,z), ze xx = n.

[XIT OI, zadanie Lot na marsa|] Bajtazar postanowil polecie¢ na Marsa, aby zwiedzi¢
istniejace tam stacje badawcze. Wszystkie stacje na Marsie leza na okregu. Bajtazar
laduje w jednej z nich, a nastepnie porusza si¢ za pomoca specjalnego pojazdu, ktory
jest napedzany odpowiednim paliwem. Litr paliwa starcza na metr jazdy. Zapasy pa-
liwa sa jednak niewielkie, r6zne jego ilosci znajduja si¢ w réznych stacjach. Bajtazar
moze tankowaé¢ paliwo na stacji, na ktérej w danym momencie sie znajduje, nie wiecej
jednak niz dostepna tam jego ilo$¢ (pojemno$é baku jest nieograniczona). Musi mu to
wystarczy¢ na dojazd do nastepnej stacji. Bajtazar musi zdecydowaé, gdzie powinien
wyladowaé, tak zeby mogl zwiedzi¢ wszystkie stacje. Na koniec Bajtazar musi wrocié
do stacji, w ktorej wyladowat. W czasie podrozy Bajtazar musi poruszaé sie po okregu,
stale w wybranym jednym z dwoch kierunkéw.

Student rozwiazuje zadania ze skryptu z WPF. Kazde zadanie ma dwa wspotczynniki
(t,p): t — trudnosci zadania i p — jego pracochtonnosci. W miare rozwiazywania zadari,
student jest coraz bardziej zmeczony. Stopien zmeczenia studenta okreslamy liczba z.
Student potrzebuje tz + p czasu na rozwigzanie zadania, po czym jego zmeczenie rosnie
o p. Zakladamy, ze na poczatku zmeczenie studenta wynosi 0. Napisz procedure wpf :
(int * int) 1list — int, ktora dla listy zadan w skrypcie [(t1,p1);-.-; (tn, pn)] zwroci
minimalny czas na ich zrobienie. Zadania mozna wykonywa¢ w dowolnej kolejnosci.

Firma X podjela sie szeregu zobowiazan, z ktérych wykonaniem zalega. Wykonanie kaz-
dego z nich zajmuje okreslong liczbe dni. Za kazdy dzieti opdznienia wykonania kazdego
z zobowiazan firma placi okreslone kary. Napisz procedure harmonogram, ktora obliczy
optymalng kolejno$é¢ wykonywania zalegtych zobowiazan. Procedura ta otrzymuje liste
trojek postaci:

(nazwa czynnosci, liczba dni, kara za dzieri zwloki)

Jej wynikiem powinna by¢ lista nazw czynnoéci w kolejnosci, w jakiej nalezy je wyko-
nywac.
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Wytyczne dla prowadzacych éwiczenia

Ad. 2 i [3] Oba problemy maja takie samo rozwigzanie. Wynika to z dualnego twierdzenia Dil-
worth’a (zobacz http://wazniak.mimuw.edu.pl/index.php?title=Matematyka_dyskretna_2/
Wyk’%C5%82ad_2:). Wprowadzmy czesciowy porzadek na odcinkach: jeden odcinek jest
mniejszy od drugiego, jezeli jego koniec jest mniejszy od poczatku drugiego. Kino-
man szuka najdtuzszego taricucha, a kazdy gwoézdz mocuje pewien antyltancuch. Dualne
twierdzenie Dilworth’a méwi zas, ze rozmiar najwiekszego tancucha jest taki sam, jak
minimalna liczba antylanicuchéw pokrywajacych caty zbior.

Ad. [12] Rozwigzanie polega na posortowaniu zadan po %

czas wykonania

Ad. [13] Rozwigzanie polega na posortowaniu zlecen po e
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Wyktlad 21. Algorytmy zachlanne c.d.

21.1 Problem kajakowy

Problenﬂ: Jak usadzi¢ n oséb o podanych wagach w minimalnej liczbie kajakow? Kajaki
sg dwumiejscowe i maja okreslong wyporno$é. W kajaku moze plynaé tylko jedna lub dwie
osoby. Zaktadamy, ze waga zadnej z oséb nie przekracza wypornosci kajaka, ale dwie osoby
moga juz przekroczy¢ wypornosé kajaka. Wagi 0s6b sa dane w postaci listy uporzadkowanej
niemalejaco.

Problem ten mozemy rozwiazaé¢ zachlannie i to na kilka sposobéw. W rozwiazaniach tych
bedziemy korzysta¢ z dwustronnej kolejki FIFO-LIFO. Dla uproszczenia zaktadamy, ze dane
sg posortowane niemalejaco.

1. Najgrubszego kajakarza nazwiemy grubasem. Tych sposréd pozostalych kajakarzy, kto-
rzy mieszczg sie z nim w kajaku, nazwiemy chudzielcami. Pozostalych réwniez nazwiemy
grubasami.

Idea algorytmu polega na tym, ze najwickszemu grubasowi znajdujemy jak najgrubszego
chudzielca, ktory moze ptynaé razem z nim. Czyli sadzamy razem najwiekszego grubasa
i najwickszego chudzielca. Zauwazmy przy tym, ze im chudszy grubas, tym grubszy
moze by¢ chudzielec. Tak wiec podzial na grubaséw i chudzielcéw bedzie zmienial sie
w czasie — chudsze grubasy beda przechodzi¢ do puli chudzielcéw, a w razie braku
grubaséw, najgrubszy chudzielec moze zostaé¢ uznany za grubasa.

Poczatkowo o wszystkich zakladamy, ze sa grubi i korygujemy podzial.

let kajaki 1 wyp =
let rec dobierz g ch =
if (is_empty_queue g) && (is_empty_queue ch) then
(g,ch) else
if is_empty_queue g then
(make_queue [last ch],remove_last ch) else
if queue_size g = 1 then (g,ch) else
if first g + last g <= wyp then
dobierz (remove_first g) (put_last ch (first g))
else (g,ch)
in
let rec sadzaj gp chp acc =
let (g,ch) = dobierz gp chp
in
if is_empty_queue g then acc else

if is_empty_queue ch then

"Podane sformulowanie problemu pochodzi z zadania Kajaki z IV OI. Problem ten zostal wczesniej sfor-
mulowany niezaleznie przez autora w réwnowaznej postaci.
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sadzaj (remove_last g) ch ([last g]::acc)
else
sadzaj
(remove_last g)
(remove_last ch)
([last g; last ch]::acc)
in

sadzaj (make_queue 1) empty_queue [];;

kajaki [1; 2; 2; 3; 3; 3; 4; 6; 6; 8; 8; 8; 9; 9; 10] 10;;
[[3; 31; [6; 3]1; [6; 41; [81; [8; 2], [8; 2]; [9]; [9; 1]; [10]]

Uzasadnienie poprawnogci:
e [stnieje optymalne rozwigzanie, w ktorym najwiekszy grubas g i najgrubszy chu-
dzielec ¢ ptyna razem.
— Jesli g ptynie sam, to mozna do niego dosadzié¢ c.
— Zalézmy, ze g plynie z jakim§ x, wiec * < ¢. ¢ i x mozna zamienié¢ miejscami.
o Wiasno§é optymalnej podstruktury — oczywista. Po obsadzeniu pierszego kajaka,

pozostali kajakarze powinni ptyna¢ minimalng liczbg kajakow.

2. Najchudszy kajakarz jest chudzielcem. Grubasy, to ci, ktérzy nie mieszczg sie z nim w
kajaku. Pozostali to chudzielce. Jesli jest tylko jeden chudy, to przyjmujemy, ze jest on
gruby.

Idea algorytmu polega, zeby najchudszego chudzielca posadzi¢ z jak najgrubszym ka-
jakarzem, czyli najgrubszym chudzielcem. Poczatkowo o wszystkich zakladamy, ze sa
chudzi, a nastepnie przerzucamy ich do puli grubych. W miare usadzania w kajakach
cze$¢ chudych przechodzi do puli grubych. Kajakarze, ktorzy raz trafia do puli grubych
na pewno beda siedzie¢ samotnie w kajaku. Na koniec grubasy siadaja samotnie.

let kajaki 1 wyp =
let rec dobierz ch g =
if is_empty_queue ch then (ch,g) else
if queue_size ch = 1 then
(empty_queue,put_first g (last ch)) else
if first ch + last ch >wyp then
dobierz (remove_last ch) (put_first g (last ch))
else
(ch,g)
in

let rec sadzaj chp gp acc =
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let (ch,g) = dobierz chp gp
in
if (is_empty_queue ch) && (is_empty_queue g) then acc else
if is_empty_queue ch then
sadzaj ch (remove_first g) ([first gl::acc)
else
sadzaj (remove_first (remove_last ch)) g
([first ch; last ch]::acc)
in

sadzaj (make_queue 1) empty_queue [];;

kajaki [1; 2; 2; 3; 3; 3; 4; 6; 6; 8; 8; 8; 9; 9; 10] 10;;
[[101; [91; [8]; [3; 41; [3; 61; [3; 6]; [2; 81; [2; 8]; [1; 9]]

Uzasadnienie poprawnosci:

e Jesli brak chudzielcow, to kazdy ptynie osobno.
e Jesli sg chudzielcy, to jest ich przynajmniej dwoéch. Wowczas istnieje optymalne
rozwiazanie, w ktorym najgrubszy g i najchudszy chudzielec ¢ ptyna razem.
— Jesli ¢ ptynie sam, to mozna do niego dosadzi¢ g.
— Zalozmy, ze c plynie z jakim$ x, wiec x < g. ¢ i * mozna zamieni¢ miejscami.
o Wtasnosé optymalnej podstruktury — oczywista. Po obsadzeniu pierszego kajaka,

pozostali kajakarze powinni ptyna¢ minimalna liczba kajakow.

3. Najgrubszego kajakarza sadzamy z najchudszym, o ile si¢ zmieszczg. Jesli nie, to naj-
grubszy kajakarz ptynie sam.

let kajaki 1 wyp =
let rec sadzaj q acc =
if is_empty_queue q then acc else
if queue_size q = 1 then [first g]::acc else
if first q + last q <= wyp then
sadzaj (remove_first (remove_last q)) ([first q; last q]::acc)
else
sadzaj (remove_last q) ([last q]::acc)
in

sadzaj (make_queue 1) [];;

kajaki [1; 2; 2; 3; 3; 3; 4; 6; 6; 8; 8; 8; 9; 9; 10] 10;;
[[3; 41; [3; 61; [3; 61; [8]; [2; 8]; [2; 8]; [9]; [1; 9]; [10]]
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Uzasadnienie poprawnosci.

To rozwiazanie generuje takie same wyniki jak poprzednie (z doktadnoscia do kolejnosci
elementow na liscie). Dlaczego?

. Mozemy tez wsadza¢ do kajaka pare dwoch kolejnych, jak najgrubszych. Grubi sa ci,
ktorzy nie zmieszcza sie do jednego kajaka razem z kolejnym chudszym. Najchudszy jest
z definicji chudy. Sadzamy razem dwoéch najgrubszych chudych. Stopniowo grubi moga
przenosié sie do puli chudych.

Tym razem zamiast kolejek wystarcza nam listy. Lista grubych jest uporzadkowana
niemalejaco, a chudych nierosnaco.

let kajaki 1 wyp =
let rec dobierz ch g =
match (ch,g) with
_,00) ->Cch, 1) |
([1,h::t) ->dobierz [h] t |
(chh::cht,gh::gt) ->
if chh + gh <= wyp then
dobierz (gh::ch) gt
else
(ch,g)
in
let rec sadzaj chp gp acc =
let (ch,g) = dobierz chp gp
in
match ch with
(1 ->acc |
[h] ->sadzaj [] g ([h]::acc) |
h1::h2::t ->sadzaj t g ([h2; hil]::acc)
in

sadzaj [1 1 [1;;

kajaki [1; 2; 2; 3; 3; 3; 4; 6; 6; 8; 8; 8; 9; 9; 10] 10;;
[[101; [91; [91; [1; 81; [2; 8]; [2; 8]; [3; 31; [3; 6]; [4; 6]1]

Uzasadnienie poprawnosci.
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Cwiczenia
Zadania rozwiazuje sie (mniej lub bardziej) zachtannie. Dla kazdego z nich, oprécz programu,
nalezy uzasadni¢ poprawnos¢ rozwigzania zachtannego.

1. [IT OI, zadanie Palindromy| Podziel dane stowo (liste znakéw) na maksymalna liczbe
palindromoéw parzystej dtugosci.

2. |V OI, zadanie Suma ciagu jedynkowego (uproszczone)| Dana jest liczba n > 0 oraz
0<s< % Podaj podzbior zbioru {1,...,n}, ktorego suma elementéow jest rowna
s. Czy jest to zbiér o minimalnej liczbie elementow?

3. Napisz procedure podzial : int — int list, ktora dla danej nieujemnej liczby catko-
witej przedstawi ja jako sume jak najwiekszej liczby (dodatnich) réznych liczb Fibonac-
ciego. Na przyktad, podzial 42 = [1; 2; 5; 13; 21].

4. [IV OI, zadanie Lotniska] W n miastach (ponumerowanych od 1 do n) znajduja sie lotni-
ska. Kazde lotnisko ma okreslong przepustowosé, tj. liczbe potaczen z innymi miastami.
Potaczenia takie sg zwrotne, czyli potaczenie z A do B jest jednoczesnie poltaczeniem z
B do A. Podaj potaczenia realizujace doktadnie podane przepustowosci lub stwierdz,
ze sie¢ nie da. Dane maja postaé listy uporzadkowanej niemalejaco wg przepustowosci
miast.

e wersja tatwiejsza: miedzy dwoma miastami moze byé¢ wiele polaczen,
e wersja trudniejsza: miedzy dwoma miastami moze byé co najwyzej jedno potacze-

nie.

5. |Zadanie Wektorki, wersja 1D; podobne do zadania Steps (nr 846) z UVa| Tworzymy
ciagi liczb catkowitych (zx) i (vx) W nastepujacy sposob:
e r9g=1,v9 =0,
e dla kazdego k > 0 wybieramy pewne v spetniajace vp_1 —1 < v < wvp_1 + 1 oraz

przyjmujemy Ty = Tp_1 + Ug.

Napisz procedure wy§cig: int — int list, ktéra dla danego n > 1 znajdzie najkrot-
szy taki ciag zg,x1, ..., T, ktory spetnia powyzsze warunki, oraz xr = n. Wynikiem
procedury powinna by¢ lista [zg;...; 2]

6. Dana jest lista par liczb postaci (x,y), * < y, opisujacych (domkniete) odcinki alejki
jakie moga o$wietli¢ poszczegolne latarnie, oraz para liczb (a, b), a < b, opisujaca odcinek
alejki, ktory chcemy o$wietli¢.

Napisz procedure ile : (int x int) list — (int * int) — int, ktora obliczy minimalng
liczbe latarni, jakie sa konieczne do oswietlenia danego odcinka alejki.

Przyktad:
ile [(1, 4); (7, 9); (-2, 3); (4, 9; (9, 12); (0, 5); (3, M (-1, 11) =4

7. [X OI, zadanie Czekolada| Dana jest tabliczka czekolady, ktora nalezy potamaé¢ na
czastki. Kazde przetamanie kawalka czekolady jest obarczone pewnym kosztem. Koszt
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10.

11.

12.

ten nie zalezy od wielkosci kawatka czekolady, ale od prostej, wzdluz ktoérej tamiemy.
Dla wszystkich prostych, na ktorych lezg krawedzie czastek czekolady mamy state okre-
slajace koszty tamania.

[IIT OI, zadanie Wieze| Na szachownicy n X n nalezy ustawi¢ n wiez tak, zeby zadne dwie
sie nie atakowaly, a ponadto kazda z tych wiez ma wyznaczony prostokat, w ktérym ma
sta¢. Znajdz takie ustawienie lub stwierdz, ze si¢ nie da.

[IT OI, zadanie Obchodzenie drzewa skokami| Jak obej$¢ wszystkie wierzchotki drzewa
(ogolnego) tak, aby odlegtosé miedzy kolejnymi wierzchotkami nie przekraczata 3.

[XT OI, zadanie Most| Dana jest grupa osob, ktore chea przejsé noca przez most. Maja oni
jedna latarke, ktora pozwala przejéé jednej lub dwém osobom. Kazda osoba potrzebuje
okreslonego czasu na przejscie przez most. (Mozesz zalozyé¢, ze dane sa posortowane.)
Jedli dwie osoby ida razem, to potrzebuja tyle czasu, co wolniejsza z nich. Jaki jest
minimalny czas potrzebny do przejscia wszystkich?

[XIT OI, zadanie Samochodziki; OSC, optymalna strategia wymiany stron| Jasio jest
trzylatkiem i bardzo lubi bawié¢ sie samochodzikami. Jasio ma n r6znych samochodzikéw.
Wszystkie samochodziki leza na wysokiej potce, do ktérej Jasio nie dosiega. W pokoju
jest malo miejsca, wiec na podtodze moze znajdowaé sie jednocze$nie co najwyzej k
samochodzikow.

Jasio bawi sie jednym z samochodzikow lezacych na podtodze. Oprocz Jasia w pokoju
caly czas przebywa mama. Gdy Jasio chce sie bawi¢ jakim$ innym samochodzikiem i jesli
ten samochodzik jest na podlodze, to siega po niego. Jedli jednak samochodzik znajduje
sie na potce, to musi mu go poda¢ mama. Mama, podajac Jasiowi jeden samochodzik,
moze przy okazji zabraé¢ z podlogi dowolnie wybrany przez siebie inny samochodzik i
odlozy¢ go na potke (tak, aby na podtodze nie braklo miejsca).

Mama bardzo dobrze zna swoje dziecko i wie doktadnie, ktérymi samochodzikami Ja-
sio bedzie chcial sie bawi¢. Dysponujac ta wiedzg, mama chce zminimalizowaé liczbe
przypadkéw, gdy musi podawaé Jasiowi samochodzik z potki. W tym celu musi bardzo
rozwaznie odkladaé¢ samochodziki na potke.

Napisz procedure samochodziki, ktora dla danej liczby k oraz listy samochodzikdw, kto-
rymi zechce sie bawié¢ Jasio, obliczy minimalng liczbe razy, kiedy mama bedzie musiata
Jasiowi podaé samochodzik.

[XV OI, zadanie Plakatowanie| Rozwazamy nastepujaca tamigtowke. Dana jest tablica
nieujemnych liczb catkowitych a = [|a1;...;a,|]. Jesli a; = ajp1 = -+ = aj—1 = a; (dla
1 <i<j <n), tow jednym ruchu mozna zmniejszy¢ wszystkie liczby a;, ajt1, ..., a;
o dowolna dodatnia liczbe, nie wigksza niz a; (tak zeby po zmniejszeniu nadal byly
nieujemne). Napisz procedure:

ruchy : int array — (int * int % int) list

ktora dla danej tablicy a wyznaczy najkrétsza sekwencje ruchéw potrzebnych do wyze-
rowania wszystkich liczb ay, ..., a,. Trojka liczb (i, j, k) reprezentuje zmniejszenie liczb
ajy...,a5 0 k.
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Wytyczne dla prowadzacych éwiczenia

Ad. [ Oczekujemy ztozonosci czasowej O(n?).

Ad. [3 To zadanie mozna zrobié¢ zachlannie na kilka sposobéw. Najprodciej jest wyznaczyé
najmniejsze takie s, ze s = Fiby + Fibg + --- + Fiby > n, gdzie n jest zadana liczba.
Wowczas sposrdd liczb Fibe, Fibs, ..., Fibg nalezy usunaé jak najmniej liczb Fibonac-
ciego, ktore w sumie dajg s — n. A to mozna juz robi¢ zachtannie, usuwajac w kazdym
kroku najwieksza liczbe, ktéra nie jest zbyt duza.

Ad. [Tl Mozna udowodnié, ze istnieje rozwigzanie optymalne, w ktérym tamiemy kawalki przez
cala szerokosé¢ tabliczki czekolady.

Ad. I8 Wskazowka: problem sprowadza sie do dwdch probleméw jednowymiarowych.

Ad. 11l W tym zadaniu, za historyjka kryje si¢ problem optymalnej strategii wymiany stron
w pamieci wirtualnej.
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Wyktlad 22. Algorytm mini-max

Problem: jak zaprogramowaé optymalng strategie grania w gre dla dwoch graczy? Mozemy
tu zastosowaé technike podobna do back-trackingu, przeszukujac wszystkie mozliwe sekwencje
ruchéw. Sekwencje te utworza drzewo. Jesli gra musi sie kiedy$ zakonczy¢, to drzewo to ma
skoniczong, wysokosé. Jesli przy tym za kazdym razem gracz ma do wyboru skoiiczong liczbe
ruchéw, to cate drzewo jest skoiiczone, a wiec mozna je przejrzeé.

Jakie kryteria powinnismy przyjac¢, wybierajac ruchy? Kazda sytuacja koricowa oznacza
wygrang jednego z graczy lub remis. Wygrana ponadto moze by¢ wicksza lub mniejsza. Moze
to odpowiada¢ liczbie wygranych punktéw i/lub pieniedzy. Sytuacje te mozemy ocenié za
pomocay funkcji przypisujacej im wagi rzeczywiste. Wagi dodatnie oznaczaja wygrana jednego
gracza, wagi ujemne drugiego, a zero to remis.

W ten sposéb przypisalismy lisciom wagi oceniajace sytuacje koricowe. Mozemy tez przy-
pisa¢ podobne wagi oceniajace sytuacje w trakcie gry, przy zalozeniu, ze obaj gracze graja
optymalnie. Co to jednak znaczy, ze gracze graja optymalnie? Co to jest optymalna strategia?

Moéwimy, ze w danej sytuacji gracz ma strategie prowadzaca do okreSlonego rezultatu,
jezeli bez wzgledu na to, jak bedzie gral drugi gracz, moze on osiagna¢ wynik nie gorszy od
danego, oraz drugi gracz moze dobieraé¢ swoje ruchy tak, aby osiagnaé¢ taki wynik. Optymalna
strategia to taka, ktéra prowadzi do najlepszego wyniku.

Twierdzenie Weztom drzewa gry mozemy przypisaé¢ wagi oznaczajace wyniki optymalnych
strategii zgodnie z nastepujaca rekurencyjna reguta:

e waga liscia, to waga oceniajaca sytuacje koricowa,

o jesli wezel drzewa odpowiada ruchowi wykonywanemu przez gracza chcacego uzyskaé
jak najwiekszy wynik, to waga ta jest rowna maksimum z wag jego synow,

e jesli wezet drzewa odpowiada ruchowi wykonywanemu przez gracza chcacego uzyskaé

jak najmniejszy wynik, to waga ta jest rowna minimum z wag jego synow.

Dowéd Indukceyjny ze wzgledu na wysokosé drzewa.

Jak wykorzystaé¢ tak uzyskane wagi? Waga przypisana korzeniowi rozstrzyga, ktoéry z
graczy ma strategie wygrywajaca.

Jak wykorzystaé ten algorytm do zaimplementowania optymalnej strategii gry? Nalezy
obliczy¢ wagi dla drzewa gry zaczynajacego sie w aktualnym stanie gry i zobaczy¢ jaki pierwszy
ruch realizuje wage tego wezta.

22.1 Algorytm mini-max

Sam algorytm postaramy sie zapisa¢ w sposob niezalezny od rodzaju gry. Graczy bedziemy
reprezentowaé przez liczby +1 i —1, w zaleznosci od tego, czy graja na max, czy na min.

let i = 1;;
let other who = -who;;

let rec minimax s who =
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if finished s who then
(result s who,pass)
else
let make_move m =
let (w,_) = minimax (move s who m) (other who)
in (who * w,m)
in
let (w,m) = choose (map make_move (moves s who))
in (w * who,m);;

Korzystamy tu z pomocniczej procedury wybierajacej optymalny ruch:

let choose 1 =
match 1 with
[ ->failwith "Pusta lista ruchoéow!"
(h::t) ->
fold_left
(fun (w,m) (wil,ml1) ->if wl >w then (wl,ml) else (w,m))
h t;;

let game s =
let (_,m) = minimax s 1
in m;;

22.2 Przyklad — gra w kamienie

Zilustrujmy na przykladzie prostej gry w kamienie brakujace elementy. Kazdy z graczy usuwa
z kupki 1-3 kamieni. Wygrywa ten, ktory wykona ostatni ruch.

let moves s who =
match s with

0 ->[1 |

1 —>[1] |

2 ->[1; 2] |

_ ->[1; 25 31;;

let finished s who = moves s who = [];;
let pass = 0;;

let result s who = other who;;

let move s who m s - m;;

22.3 «-f obciecie

[[Uwzgledni¢ wpltyw « o 4 poziomy i glebiej.]] Algorytm mini-max mozna polepszy¢. Za-
uwazmy, ze jezeli w drzewie gry jaki$ wezel ma wage «, a jego ojciec stara sie zmaksymalizowaé
(zminimalizowa¢) wynik gry, to waga ojca x spelnia x > a (z < «).

Rozwazmy dalej sytuacje pokazang na rysunku:
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max b <o

min y<p<a o

max T >«

Zauwazmy, ze waga wezta x nie moze by¢ mniejsza niz «. Podobnie, waga wezta y nie moze byé
wieksza niz . Jezeli ponadto 5 < a, to y < a, a tym samym calte poddrzewo gry zaczepione
w y nie ma najmniejszego znaczenia dla wagi x!

Algorytm - obciecia polega na pomijaniu poddrzew drzewa gry, ktore zgodnie z powyz-
sza regula nie maja wplywu na wagi przypisane weztom znajdujacym sie powyzej:

e wywolujac rekurencyjnie funkcje obliczajaca wagi, przekazujemy najlepsza do tej pory
wyznaczona wage ojca (),

e w momencie, gdy najlepsza aktualna waga syna () bedzie lepsza lub rowna wadze ojca,
to mozemy przerwaé obliczenie wagi syna, gdyz nie bedzie ona miata wpltywu na wage
ojca.

exception Obciecie of int * move;;
let rec alfabeta s who alpha =

if finished s who then (result s who,pass) else
let choose mvs =

try
fold_left
(fun (beta,mb) m ->
let (w,_) = alfabeta (move s who m) (other who) beta
in
if w * who >= alpha * who then raise (Obciecie (w,m)) else
if w * who >beta * who then (w,m) else (beta,mb))
(no_result who,pass)
mvs
with Obciecie (beta,mb) ->(beta,mb)
in

choose (moves s who);;
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let game s =
let (_,m) = alfabeta s i (no_result (other i))
in m;;

Korzystamy tu z pewnych dodatkowej procedury zaleznej od gry:

let no_result who = -2 * who;;

Dalsze usprawnienie mozna uzyska¢ poprzez dodanie spamietywania. Czesto ta sama sy-
tuacja w grze moze by¢ osiagnieta na wiele sposobdéw. Oznacza to, ze to samo poddrzewo
moze pojawiaé sie wielokrotnie w grze. Zamiast wielokrotnie przeprowadzaé dla niego te same
obliczenia, stosujemy technike spamietywania:

let tab = ref empty;;

let rec alfabeta s who alpha =
memoize tab (function (s,who,alpha) ->

W przypadku gry w kamienie, spamietywanie ogranicza koszt do liniowego ze wzgledu na
liczbe kamieni.

22.4 Analiza algorytmu «-f obciecia

Efektywnosé tego algorytmu istotnie zalezy od kolejnosci rozpatrywanych ruchéw. Ruchy
nalezy, w miare mozliwosci, staraé¢ sie rozpatrywac¢ od lepszych do gorszych. W ten sposéb
wieksza czedé¢ galezi jest obcinana. Z braku innych kryteriéw mozemy tez wybiera¢ najpierw
ruchy prowadzace szybciej do zakoniczenia rozgrywki. W ten sposob mamy wieksze szanse na
obciecie gatezi, ktorych przejrzenie jest bardzo pracochtonne.

Zastanoéwmy sie jednak, jakiego rzedu oszczednosci moze przynie$é a-f obciecie w po-
rownaniu z algorytmem mini-max. Zauwazmy, ze na kazdym poziomie drzewa gry, pierwsze
wywotanie rekurencyjne dokona obliczenia wszystkich podgatezi. Natomiast w kolejnych wy-
wotaniach rekurencyjnych mamy coraz wieksze szanse na obcinanie gatezi.

Zalozmy wiec, ze pierwsze wywolanie rekurencyjne (gracza grajacego na max.) dato wynik
A. Obciecie ma taka nature, ze jezeli napotkamy galaz pozwalajaca na obciecie, to wszystkie
dalsze galezie sa obcinane. Ile wiec gatezi (Srednio) bedzie wywolywanych? Nie obliczymy
tu doktadnego wyniku, zwlaszcza, ze zalezy on od konkretnej gry, przyjmiemy jednak pewne
upraszczajace zalozenia. Zalézmy, ze na kazdym poziomie mamy n gatezi do rozpatrzenia.
Oznaczmy galezie wychodzace z kolejnego wywolania rekurencyjnego (gracza grajacego na
min.) przez By, ..., B,. Zalozmy, ze prawdopodobieristwo, iz B; > A jest rowne p (niezaleznie
od A oraz i). Wowczas prawdopodobieristwo, ze bedziemy oblicza¢ wage i galezi wynosi:

e p (1 —p),dlai<n, oraz
o p" ! dlai=n.
Tak wiec oczekiwana liczba obliczanych wag gatezi wynosi:

np" !+ ni (kp" (1 =) = np" + Zn: (' '1-p) <@ -p) i (1) =
k=

k=1 k=1 0
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Zauwazmy, ze oszacowanie to nie zalezy od n i np. dla p = % otrzymujemy $rednio dwa
wywolania rekurencyjne.
Mozemy dalej oszacowac liczbe wywolani rekurencyjnych na poziomie drugim:

+n—l 14 1 1 < 2—p
n =n — n
1—p 1—p I—p~ 1-p

Biorac pod uwage wyktadniczy rozrost drzewa przektada sie to na zmiane stopni wierzchotkéw

w drzewie z n na %n, conp. dlap = % daje nam +/3n.
Oczywiscie powyzsze oszacowanie jest zgrubne. Algorytm a-f3 obciecia nigdy nie wykona
wiecej krokéw niz algorytm mini-max, potrafi jednak istotnie zmniejszy¢ srednia liczbe wywo-

tani rekurencyjnych, a co za tym zmieni¢ istotnie asymptotyczna zlozonosé programu.
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Cwiczenia
Rozwigzanie kazdego z ponizszych zadan wymaga uzycia jednej z trzech technik: back-trackingu,

programowania dynamicznego lub zachtannego. Pytanie ktorej?

1. |[PCh, Zadanie o misjonarzach i kanibalach| Przez rzeke chca przeprawié¢ sie kanibale i
misjonarze. Kanibali i misjonarzy jest po trzech. Maja jedna t6dke, ktéra moze ptynaé
do dwodch os6b. Lodka umieja wioslowaé kanibale i tylko jeden misjonarz. Jezeli w
dowolnej chwili, na dowolnym brzegu rzeki bedzie wiecej kanibali, niz misjonarzy, to
zjedza oni misjonarzy. W jaki sposéb wszyscy moga bezpiecznie przeprawié si¢ na drugi
brzeg.

2. |PCh, Zadanie o trzech malzenstwach|. Przez rzeke chca przeprawic sie trzy malzeristwa.
Maja jedna todke, ktora moze ptynaé do dwdch osoéb. Kazda z kobiet moze pozostaé
na brzegu w obecnosdci mezczyzn tylko, jezeli jest wéréd nich jej maz. W jaki sposéb
wszyscy mogg bezpiecznie przeprawic sie na drugi brzeg?

3. Na ile sposobéw mozna wypelié tablice n x k liczbami ze zbioru {1,...,n-k}, tak aby:

e kazda liczba pojawiala sie doktadnie raz,

e wiersze i kolumny tablicy byly uporzadkowane rosnaco.
Dla tablicy 3 x 3 jest ich 42. :-)
4. [CLR| Minimalny koszt mnozenia n macierzy, o wymiarach x1 X zg, £ X3, . .., Tp X Tpiq-
5. |[CLR 16.3] Dane sa dwa napisy (listy liter). Dostepne sa operacje:

e przepisz pierwsza litere z pierwszego ciagu na koniec drugiego,

e zamien pierwsza litere pierwszego ciaggu na inng litere i przenies ja na koniec dru-
giego ciagu,

e wstaw na koniec drugiego ciggu litere,

e usun z poczatku pierwszego ciagu pierwsza litere.

Kazda z tych operacji ma dodatni koszt. Jaki jest minimalny koszt zamiany pierwszego
ciggu w drugi?

6. [CLR 17.2-5] Dany jest zbior punktéow na osi. Podaj minimalna liczbe odcinkow jed-
nostkowych, jakimi mozna pokry¢ punkty z tego zbioru.

7. Rozwazmy taka oto tamigtowke: Dana jest lista liczb catkowitych | = [x1;x9;...;2,].
W jednym ruchu mozemy wybraé¢ dowolne dwa réwne elementy listy, usunaé je i wstawié
na koniec listy ich sume. Takie ruchy mozemy powtarza¢. Jaka jest minimalna dlugosé
listy jaka mozna uzyskacé?

Napisz procedure lamiglowka : int list — int, ktéra dla danej listy [ wyznaczy
minimalna dtugosé listy jaka mozna uzyskac.

Na przyktad, lamiglowka [4;3;4;5;12;2;3;1;6; 1] = 4.
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8.

10.

W korytarzu harcuja myszy. Korytarz ma dlugo$¢ n metréw. Dana jest tablica n
nieujemnych liczb catkowitych a opisujaca gdzie jest ile myszy, doktadnie na odcinku od
i do i + 1 metréw od wejscia do korytarza jest a.(i) myszy.

Dysponujesz k kotami (k < n). Twoim zadaniem jest takie rozmieszczenie kotow w ko-
rytarzu, zeby zlapaly jak najwiecej myszy. Kazdy kot moze pilnowaé¢ ustalonego przez
Ciebie spojnego fragmentu korytarza (na przyktad, moze mie¢ zatozona smycz odpowied-
niej dtugosci, przymocowana do podlogi posrodku pilnowanego fragmentu korytarza).
Fragmenty korytarza pilnowane przez rézne koty nie moga zachodzi¢ na siebie (zeby
koty sie nie pobily, a smycze nie poplataly), cho¢ moga sie styka¢. Niektore fragmenty
korytarza moga pozosta¢ niepilnowane przez zadnego kota.

Kot, ktory pilnuje fragmentu korytarza od i do j metrow od wejscia (dla ¢ < j), na kto-
rym znajduje sie s = a.(i)+a.(i+1)-+ - -+a.(j—1) myszy, zlapie: max(s — (j —i — 1)2,0)
myszy.

Na przyklad, dla &k = 2 oraz a = [|1;5;1;4;3;2;7;0|] poprawnym wynikiem jest 14,
jeden kot moze pilnowaé¢ fragmentu korytarza od 1 do 4 metrow od wejscia (tapiac 6
z 10 myszy), a drugi moze pilnowaé fragmentu korytarza od 4 do 7 metrow od wejscia
(tapiac 8 z 12 myszy).

Napisz procedure myszy : int — int array — int, ktora dla danej liczby k£ > 0 oraz
tablicy a, wyznaczy maksymalng liczbe myszy, jakie ztapiag koty.

Rozwiazanie tego zadania zostato oméwione w Delcie z czerwca 2016 .

http://www.deltami.edu.pl/temat/informatyka/algorytmy/2016/05/25/Myszy/

Rozpatrujemy przedstawienia liczby naturalnej n jako sumy réznych sktadnikéw niepa-
rzystych, tzn. rozwazamy takie ciagi (x1,...,xg), ze:

e 1 < ux;ix; jest nieparzyste (dlai=1,... k),

® 1 >x9 >0 > Tk,

° x1++xk:n

e Napisz procedure, ktéra dla danej liczby n obliczy, na ile réznych sposobéw mozna
ja przedstawi¢ jako sume réznych nieparzystych sktadnikéw. Na przykiad, dla
n = 2 poprawnym wynikiem jest 0, a dla n = 12 poprawnym wynikiem jest 3.

e Napisz procedure, ktora dla danej liczby n wyznaczy (pewne) przedstawienie tej

liczby jako sumy maksymalnej liczby nieparzystych sktadnikéw. Na przyktad, dla
n = 42 poprawnym wynikiem moze byé¢ [15; 11; 7; 5; 3; 1].

Rozwazamy ciagi liczb catkowitych (x1,x2,...,x;) konstruowane zgodnie z nastepuja-
cymi regutami:

® I = 17

e ;.1 =x;+ 1, lub

e x,.1 = x; - f; dla pewnej liczby Fibonacciego f;.

Napisz procedure ciag: int — int 1list, ktéra dla danej dodatniej liczby catkowitej n
wyznaczy najkrotszy taki ciag (z1,z2,...,z), ze xx = n.

Na przyklad ciag 42 powinno zwrocié [1;2;42] lub [1;21;42].
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11.

12.

13.

14.

Tworzymy ciag liczb catkowitych (zj) w nastepujacy sposob:

® To = 17
e dla kazdego k£ > 0 wybieramy pewne 0 < 4,7 < k i przyjmujemy ) = x; + ;.
Napisz procedure cigg: int — int list, ktora dla danego n > 1 znajdzie najkrot-

szy taki ciag xg,x1, ..., T, ktory spelnia powyzsze warunki, oraz xp = n. Wynikiem
procedury powinna by¢ lista [xo;...; 2]

Rozwiazujac to zadanie mozna tatwo wybraé zta technike. Konieczne jest wiec solidne
uzasadnienie poprawnosci. Oto garéé¢ kontrprzyktadow, ktore nalezy wziaé¢ pod uwage:

n Wynik

15 1,2, 3,6, 12, 15
382 1,2, 4,5,9, 14, 23, 46, 92, 184, 198, 382
7 1,2,4,5,9, 18, 36, 41, 77
12509 | 1, 2, 3, 6, 12, 13, 24, 48, 96, 192, 384, 397, 781, 1562, 3124, 6248, 6261, 12509

Rozwazamy ciagi liczb catkowitych (x1,x2,...,x;) konstruowane zgodnie z nastepuja-
cymi regutami:

® I = ]-7

e x;.1 =x;+ 1, lub

e x,.1 = x; - p; dla pewnej liczby pierwszej p;.
Napisz procedure ciag: int — int 1list, ktéra dla danej dodatniej liczby catkowitej n
wyznaczy najkrotszy taki ciag (r1,zo,...,x), ze T = n.

Mozesz zatozy¢, ze dane sa procedury:

e prime : int — bool sprawdzajaca czy dana liczba jest pierwsza, oraz

e primes : int — int list, ktéra dla danej dodatniej liczby catkowitej n zwraca
liste liczb pierwszych nieprzekraczajacych n (uporzadkowana rosnaco).

Dla danych dodatnich liczb catkowitych [ i m szukamy przedstawienia utamka %, jako
mozliwie najkrotszej sumy odwrotnosci dodatnich liczb catkowitych:

l 1 1 1

m S1 S9 Sk
Napisz procedure rozklad : int*int — int list, ktéra dla danych liczb [ i m wyznaczy
szukany ciag mianownikow [sq;...; sgl.

Dana jest dodatnia liczba calkowita x. Interesuja nas rézne rozktady x na sume roz-
nych (dodatnich) liczb Fibonacciego. Dwa rozklady, ktore réznia sie jedynie kolejnoscia
sktadnikow, uznajemy za takie same. Tylko rozktady, ktére maja inne zbiory sktadni-
kéw, uznajemy za rozne.

Napisz procedure rozklady : int — int, ktora dla danej liczby = policzy na ile réznych
sposob6w mozna przedstawi¢ x jako sume roznych (dodatnich) liczb Fibonacciego.

Na przyktad rozklady 42 = 6.
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

Dana jest lista dodatnich liczb catkowitych [z1; ;. . . ; ] oraz dodatnia liczba catkowita
k. Napisz procedure podzial : int list — int — int list list, ktora podzieli dang
liste na k spojnych fragmentow [[x1;...;%n, |5 [Tni41;- -5 Tnolie oo [Tnp_y 415+ -3 Tn]] W
taki sposob, ze max{z1 + -+ Tp,, Tny41+ + Trgy oo, Tny_y41 + - + Tp} jest jak
najmniejsze. Jezeli k > n, to w lidcie wynikowej moga, wystepowaé puste listy.

Na przyktad podzial [1; 4; 2; 2; 4; 1; 2; 4] 3 = [[1; 4; 2]; [2; 4]; [1; 2;
417.

Ciag [x1;®e;...] nazwiemy naprzemiennym, jezeli:
® 11 # 12,
® 1 =3 =I5 = ..., 0raz

® Lo =Ty —=Tg=—....

Ciag jednoelementowy i pusty sa réwniez naprzemienne.

Napisz procedure naprzemienny : int array — int, ktéra majac dany ciag liczb catko-
witych w postaci tablicy obliczy dlugos¢ najdtuzszego jego naprzemiennego podciagu.

Na przyktad, naprzemienny [10;4;7;4;1;2;4;0;2;5;4;2;7;2;1;3;4]] = 7.

[XVI OI, zadanie Stonie| Dane jest tablica p dtugosci n zawierajaca permutacje liczb
ze zbioru {0,...,n — 1}. Chcemy posortowaé tablice p rosnaco, ale jedyna operacja
modyfikujacg, ktéra mozemy wykonywaé na niej jest zamiana zawartosciami dwoch ko-
morek o podanych indeksach. Zamiana komorek zawierajacych liczby x i y kosztuje
x 4+ y + 1. Napisz procedure koszt : int array — int, ktéra oblicza minimalny koszt
posortowania tablicy p.

[Bentley, CLR 16-1] Bitoniczne rozwiazanie problemu komiwojazera to taki cykl w
ksztalcie wielokata, ktéry poczawszy od skrajnie lewego wierzchotka, idzie w prawo
(tworzac gorny obrys wielokata) do skrajnie prawego, po czym wraca do skrajnie le-
wego (tworzac obrys dolny). Wyznacz najkrotszy bitoniczny cykl Hamiltona dla danego
zbioru punktoéw na ptaszczyznie.

[II OI] Dany jest zestaw n czynnosci. Wykonanie kazdej z tych czynnosci trwa tym
dtuzej, im pdzniej sie ja zacznie, konkretnie jezeli zaczniemy wykonywaé czynno$é ¢ w
chwili ¢, to jej wykonanie bedzie trwaé¢ a;t + b;. Jaki jest minimalny czas wykonania
wszystkich tych czynnosci, jezeli zaczynamy je wykonywaé w chwili 07

Rozwazamy drzewa postaci:

type expr =
NWD of expr * expr |
NWW of expr * expr |
Number of int

Drzewa takie reprezentuja wyrazenia. NWD oznacza najwickszy wspolny dzielnik, a NWW
najmniejsza wspolna wielokrotno$é dwoch podwyrazeri. Argumentami Number sg liczby
nieujemne. Number z, dla x > 0 oznacza liczbe x. Number 0 oznacza miejsce, w ktore
nalezy wstawi¢ dodatnia liczbe.
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21.

Napisz procedure wstaw : expr*int — int, ktéra dla danego drzewa t i dodatniej liczby
catkowitej n znajdzie taka najmniejszg dodatnig liczbe catkowita x, ze gdy wstawimy
Number x w miejsce wszystkich wystgpiert Number 0 w ¢, to wartoscig wyrazenia bedzie
n. Jezeli taka liczba x nie istnieje, to poprawnym wynikiem jest 0.

Na przyktad, dla t = NWW(NWW(Number 2, Number 0), NWD(Number O, Number 49)) i
n =42, wstaw t n = 21.

Dane jest drzewo typu:

type choinka =
Koniuszek |
Galaz of choinka |

Rozgalezienie of choinka * choinka;;

opisujace ksztatt choinki.

(a) [PCh|] W weztach choinki (Rozgalezienie, Galaz i Koniuszek) mozemy umieszczaé
swieczki. Powiemy, ze choinka jest o$wietlona, jezeli dla kazdej krawedzi (taczacej
wezty) choinki przynajmniej w jednym jej koncu znajduje sie §wieczka. Napisz
procedure, ktora dla danej choinki obliczy minimalng liczbe $wieczek potrzebnych
do o$wietlenia choinki.

(b) [PCh] Na kazdej krawedzi (laczacej wezly) choinki wieszamy jedna bombke. Mamy
do dyspozycji trzy rodzaje bombek: czerwone po 2zl, niebieskie po 5zl i srebrne
po 7zt. Choinke nalezy przystroi¢ w taki sposdb, zeby na krawedziach o konicach w
tym samym wezle wisialy bombki o réznych kolorach, a taczny koszt przystrojenia
calej choinki byt jak najmniejszy.
(c) W wezlach choinki (Rozgalezienie, Galaz i Koniuszek) wieszamy bombki. Do-
stepne sa trzy rodzaje bombek:
e czerwone, wykonane z miedzi, kazda taka bombka wazy 1kg,
e srebrne, wykonane z bialego zlota niskiej proby, kazda taka bombka wazy 2 kg,
e zlote, wykonane ze szczerego ztota, kazda taka bombka wazy 3kg.
Bombki nalezy zawiesi¢ tak, aby choinka nie chwiata sie, tzn. dla kazdego rozga-
tezienia taczny ciezar bombek zawieszonych po lewej i po prawej stronie musi by¢
taki sam. Pytanie czy jest to mozliwe, a jezeli tak, to na ile sposobéw?

Napisz procedure, ktoéra dla danej choinki obliczy na ile sposobéw mozna powiesié¢
na niej bombki.
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Wytyczne dla prowadzacych éwiczenia

e Zadanie o drzewach NWW i NWD mozna rozwiazaé tak:

let wstaw expr n =
let £ x = (% wylicz expr z wstawionym x *) in
if £ n <>n then 0
else
let rec licz d =
if gcd d n = gcd (d * d) n then gcd d n
else licz (d * d)
in licz (n / £ 1)

Rozwiazanie, ktore rozktada n na liczby pierwsze i rozpatruje kazda liczbe pierwsza
osobno jest troche wolniejsze.
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Wyklad 23. Gry typu wygrana/przegrana i drzewa AND-OR

23.1 Drzewa AND-OR

[[Przerobi¢. W DAG-u trzeba uaktualnia¢ wszystkie Sciezki prowadzace do zmodyfikowanego
liscia.||

W niniejszym wyktadzie przedstawimy materiat dotyczacy gier konczacych sie wynikiem
binarnym — wygrana/przegrana. W przypadku takich gier wagi przyporzadkowywane weztom
drzewa mini-max mogg przyjmowac tylko dwie wartosci. Jesli przyjmiemy, ze naszg wygrana
oznaczymy przez true, a przeciwnika przez false, to zamiast méwi¢ o maksimum i minimum
mozemy powiedzieé, ze my gramy na or, a przeciwnik na and — stad nazwa: drzewa AND-OR.

Rozpatrujemy czesciowo rozwiniete drzewo gry. Wierzchotki drzewa sa typu AND lub
OR, w zaleznosci od tego, kto w danej sytuacji ma wykonaé¢ ruch. Liscie moga reprezentowaé
sytuacje koncowe lub sytuacje, w ktorych gra moze sie dalej rozwija¢. Liscie reprezentujace
sytuacje koncowe maja przyporzadkowane wagi zgodnie z tym, kto wygral. Liscie reprezen-
tujace sytuacje nierozstrzygniete maja wagi nieokreslone. Wezly wewnetrzne maja okreslone
wagi, jesli mozna je okresli¢ na podstawie wag ich potomkow.

Jesli korzen drzewa ma wyznaczong wage, to okresla ona, czy mamy strategie wygrywajaca,
a wagi synéow korzenia wskazuja, jaki ruch nalezy wykonaé. Jezeli korzen drzewa nie ma
okreslonej wagi, to nalezy rozwina¢ drzewo. Pytanie tylko w ktérym miejscu?

23.2 Zbiory falsyfikujace/potwierdzajace

Zalézmy, ze korzen ma wage nieokreslona.

Fakt: Nadajac lisciom z niekreslonymi wagami wagi true mozemy doprowadzi¢ do tego, ze
korzent ma wage true, i odwrotnie, nadajac liSciom wagi false mozemy doprowadzi¢ do tego,
ze korzen bedzie mial wage false.

Dowéd: Bo operacje and i or sg monotoniczne.

Definicja: Zbior falsyfikujocy (potwierdzajacy) to taki zbior lisci o nieokreslonych wagach,
ktory jezeli liscie te uzyskaja wagi false (true), to korzen uzyska tez wage false (true).

Fakt: Dowolne dwa zbiory potwierdzajacy i falsyfikujacy maja niepuste przeciecie.

Dowéd: Gdyby tak nie bylo, to moglibySmy przypisaé lisciom z jednego zbioru wagi true,
a z drugiego false i korzeniowi mozna by przypisaé¢ rownoczesnie obie wagi — sprzecznosé.
Interesuja nas minimalne zbiory falsyfikujace i potwierdzajace. Jezeli okreslimy wartosé
wierzchotka nalezacego do przeciecia zbioru falsyfikujacego i potwierdzajacego, to wyeliminu-
jemy jeden z nich. Strategia polega na tym, aby cyklicznie rozwija¢ wierzchotek, ktory nalezy
do przeciecia zbiorow falsyfikujacego i potwierdzajacego o minimalnej liczbie elementéw. Szu-
kany wierzchotek mozemy wyznaczyé¢ obchodzac drzewo i korzystajac z nastepujacych faktow:
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Fakt:
o Jezeli korzen drzewa jest typu and, to:
— najmniejszy zbior falsyfikujacy to zbior falsyfikujacy dla jednego z synow,
— najmniejszy zbiér potwierdzajacy to suma najmniejszych zbioréw potwierdzajacych
dla synow,
— szukany element jest w tym poddrzewie, ktére ma najmniejszy zbior falsyfikujacy.
o Jezeli korzeri drzewa jest typu or, to dualnie.

Rozwijamy tak drzewo gry, az okreslimy warto$é¢ korzenia.

23.3 Zwiniecie drzewa do DAG-u

Opisany algorytm mozemy usprawnié¢, nie konstruujac drzewa, lecz sklejajac wierzchotki od-
powiadajace identycznym sytuacjom na planszy. W ten sposob uzyskujemy DAG. Problem
wyznaczenia najmniejszego zbioru falsyfikujacego/potwierdzajacego dla DAG-u jest trudny.
Stosuje sie wiec nastepujaca heurystyke: wybieramy do rozwiniecia taki wierzchotek, jakby-
$my mieli drzewo stanowiace rozwiniecie DAGu. Oczywiscie rozwijajac DAG, nalezy pilnowacé,
aby skleja¢ powtarzajace sie wierzchotki. Mozemy tu stosowaé spamietywanie sytuacji, dla
ktorych utworzylismy wierzchotki.

23.4 Implementacja

Definicje wstepne, niezalezne od gry:

type player = And | Or;;
let i = Or;;

let other = function And ->0r | Or ->And;;

type boolean = True | False | Undefined;;

let and3 x y
match (x,y) with
(False,_) ->False |
(_,False) ->False |
(True,_) ->y |
(_,True) ->x |
_ ->Undefined;;
let or3 xy =
match (x,y) with
(True,_) ->True |
(_,True) ->True |
(False,_) ->y |
(_,False) ->x |
_ ->Undefined;;
let won = True;;
let lost = False;;
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Zaktadamy, ze gra jest okreslona podobnie, jak gra w kamienie w poprzednich wyktadach.

(* Drzewo AND-OR jest reprezentowane za pomoca mapy przyporzadkowujacej *)

(* parom (sytuacja,gracz) n-tki postaci: *)
(* - wartosé¢: True / False / Undefined *)
(* - minimalna liczba el. falsyfikujacych, *)
(* - minimalna liczba el. potwierdzajacych, *)
(* - dla rozwinietych: lista trdjek (ruch,sytuacja,gracz). *)

(* Selektory *)
let vertex dag s p = apply dag (s,p);;

let value (v,_,_,_) = v;;

let min_f (_,f,_,_) = £f;;

let min_t (_,_,t,_) = t;;

let succ (_,_,_,s) = s;;

let succ_move (m,_,_) = m;;
let succ_board (_,b,_) = b;;
let succ_who (_,_,who) = who;;

let follow dag x = vertex dag (succ_board x) (succ_who x);;
(* Wezel jest rozwiniety,jezeli ma syndéw lub ma wartoS¢. *)
let is_expanded v = (value v <>Undefined) || (succ v <>[1);;
(* Operacje na DAG-u *)

(* Czy juz jest taki wierzcholek? x)
let is_present dag s who = dom dag (s,who);;

(* Dodanie do DAG-u wezla o parametrach: x)
(x - s - sytuacja, *)
(* - who - gracz, *)
(* - v - wartosc, *)
(* - e - lista trdéjek (ruch,sytuacja,gracz). *)

let insert dag s who v e =

(* Rozmiar najmniejszego zbioru falsyfikujacego/potwierdzajacego *)
(* (w zalezno$ci od parametrdw selector/cumulator) dla syndw. *)
let minft selector cumulator =
(* Lista liczb do przeliczenia,pochodzacych od *)
(* syndéw z nieokreSlonymi wartoSciami. *)
let minl = map selector
(filter
(fun x ->value x = Undefined)
(map (follow dag) e))
in
if e = [] && v = Undefined then
(* Wierzchotek nierozwiniety. *)
1
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else if minl <>[] then
(* Zliczenie iloSci wierchotkdéw wyznaczajgcych warto§c. *)
cumulator minl
else
(* Wszyscy synowie sa okreS§leni. *)
infty

(x Przelicz warto$é wierzcholka. *)
and recalculate_value
if v = Undefined && e <>[] then
let ss = map (fun x ->value (follow dag x)) e
in
if who = And then
fold_left and3 True ss
else
fold_left or3 False ss
else v
in
(* Liczba wierzchotkdéw falsyfikujacych. *)
let minf = minft min_f (if who = Or then sum else minl)

(* Liczba wierzchotkdéw potwierdzajacych. *)
and mint = minft min_t (if who = And then sum else minl)
in

update dag (s,who) (recalculate_value,minf,mint,e);;

(* Dodanie nierozwinietego liScia. *)
let insert_leaf dag s who =
if is_present dag s who then
dag
else
insert dag s who Undefined [];;

(* Poczatkowa sytuacja do rozwazenia. *)
let initial s = insert_leaf empty s 1i;;

(* Rozwija w danym dag-u wezel v odpowiadajacy sytuacji s dla gracza who. *)
let rec expand_dag dag s who =

(* Rozwija 1i&¢ v odpowiadajacy sytuacji s. *)
let expand_leaf v =
if finished s who then begin
(* Rozgrywka skonczona. *)
insert dag s who (result s who) []
end else
(* Rozwin mozliwe ruchy. *)
let leafs = map (fun m ->(m,move s who m)) (moves s who)
in
(* Wstaw nowych syndéw do DAG-u. *)
let dagl =
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fold_left
(fun 4 (m,s) ->insert_leaf d s (other who))
dag leafs
(* Lista nastepnikow. x)
and e = map (fun (m,s) ->(m,s,other who)) leafs
in
insert dagl s who (value v) e

(* Przelicza warto$S¢ wezla na podstawie wartoSci potomkdw. *)
and recalculate_value d v =
let ss = map (fun x ->value (follow d x)) (succ v)
in
let vv =
if who = And then
fold_left and3 True ss
else
fold_left or3 False ss
in
insert d s who vv (succ v)
in

(* Rozwija podgraf zaczepiony w wezle v wybierajac minimalng *)
(* wartos¢ podanego aspektu. *)
let expand_compound v aspect =
(* Predykat sprawdzajacy,czy syn wymaga rozwiniecia. *)
let test s =
let vv = follow dag s
in aspect vv = aspect v && value vv = Undefined
in
(* Rozwijamy syna realizujacego min-f/min-t *)
let ssl = filter test (succ v)
in
if ssl = [] then
(* Potomek jest juz rozwiniety. *)
recalculate_value dag v
else
let dagl = expand_dag dag (succ_board (hd ssl)) (other who)
in
recalculate_value dagl v
in
let v = vertex dag s who
in
if not (is_expanded v) then
(* Rozwiniecie liscia. *)
expand_leaf v
else if succ v = [] then
(* Nie ma co rozwijaé. *)
dag
else if who = And then
(* Rozwiniecie wezta And. *)
expand_compound v min_f
else
(* Rozwiniecie wezta Or. x)
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expand_compound v min_t;;

(* Rozwijaj,az zostanie okreslona waga korzenia. *)
let rec keep_expanding dag s who =
if value (vertex dag s who) = Undefined then

keep_expanding (expand_dag dag s who) s who
else
dag;;

(* Najlepszy ruch. *)
let game s =
let dag = initial s

in
let dagl = keep_expanding dag s i
in
let v = vertex dagl s i
in

(succ_move (hd (filter
(fun s ->value v = value (follow dagl s))

(succ v))));;
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Wyktad 24. Wyszukiwanie wzorcow

Zastandéwmy sie nad nastepujacym problemem. Mamy dane dwa teksty, szukamy wystapieri
pierwszego tekstu w drugim. Na nasze potrzeby przyjmujemy, ze tekst to lista symboli. Wy-
nikiem powinna by¢ lista pozycji wszystkich wystapien wzorca w tekscie.

24.1 Naiwny algorytm wyszukiwania wzorca
Algorytm naiwny sprawdza wszystkie mozliwe pozycje, na ktorych wzorzec wystepuje w tekscie

i sprawdza, czy faktycznie tak jest.

let rec prefix w t =
match w with

[ ->true |
hw::tw ->
match t with
[ ->false |

ht::tt ->(hw = ht) && prefix tw tt;;

let pattern_match w t =
let rec iter t n acc =
let a = if prefix w t then n::acc else acc
in
match t with
[1 ->rev a |
_::tail ->iter tail (n+1) a
in
iter t 1 [1;;

Ztozonosé czasowa tego algorytmu jest rzedu O(|Jw| - [t]). Czy mozna lepiej? Oczywiscie tak.

24.2 Algorytm Rabina-Karpa
[[Uzupemié¢, CLR p.34.2||

24.3 Algorytm MP

Algorytm przedstawiony ponizej pozwala wyznaczy¢ wszystkie wystapienia wzorca w tekscie
w czasie liniowym. Jego zastosowanie jest jednak troche szersze. Dokladniej, algorytm ten
dla zadanego tekstu wyznacza wartosci tzw. funkcji prefiksowej P. Dla danego tekstu ¢ =
(tita... ty) funkcja prefiksowa jest zdefiniowana nastepujaco.

P(i) to najwieksze takie j, ze:

°« 0<j<i
° (tl - tj) = (tifj+1 . ti).
Inaczej mowiac, P(i) to dlugos¢ najdtuzszego wlasciwego prefiksu (tito... t;), ktory jest

réwnoczesnie sufiksem (t1t2... t;).
Oznaczmy dodatkowo przez G(i) zbior

G(i):{0§j<i:(t1... Ifj):(ti_j+1... tl)}
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Czyli G(i) to zbior dlugosci wszystkich takich wlasciwych prefiksow (tita. ..

rownoczesnie sufiksami tego stowa. Dodatkowo przyjmujemy, ze:

i > P(i) > P(P(i)) > --- > P¥(i) = 0, dla pewnego k € N,

G(Z + 1) = {0} @] {j +1:5¢€ G(’L) N tip1 = tj+1},

ti), ktore sa

G(i) ={P(i)}UG(P(i)) — najwiekszy element w G() to wlasnie P(i), natomiast kazdy
mniejszy element G(i) to dtugosé prefiksu tekstu, ktory jest sufiksem (t1t2... tp(;)).

G(i)

G(P(i))

L] G(P(P(i)))

P(P(P(i))) P(P(i))  P(i) i

G@i)={Pi(i):1<j <k},

G(i+1)={0}U{PI(i)+1:1<j<k A tig1="1tpig41}

Pi(i)4+1 ; gdzie j jest najmniejsze takie, ze

dlai >0 mamy P(i+ 1) =
0 ; Wpp.
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A oto i implementacja:

let pref t =
let
p = make (length(t) + 1) O and
pj = ref O
in begin
for 1 = 2 to length t do
while (!pj >0) && (t.(!pj) <>t.(i - 1)) do

pj :=p-(Upj)
done;
if t.(!pj) = t.(i - 1) then pj := !pj + 1;
p.- (1) <- !'pj
done;
P
end;;

Chcac zastosowaé algorytm MP do wyszukiwania wzorcow, obliczamy tablice prefiksowa dla
szukanego wzorca. Z jej pomocg mozemy znalezé wystapienia wzorca w czasie liniowym.

let find x y =
let

ref 0 and
ref 0 and
ref [] and
pref x

g G e
1

in

while !i <= length y - length x do
j=p.(13);
while (!j <length x) && (x.(!j) = y.(!'i + !'j)) do

jo=1'j+1

done;
if !'j = length x then w := !i::!'w;
i =11+ if !'j >0 then !j - p.(!j) else 1

done;

rev lw;;

find [|7a7; 717; )a,lj [l)a7; )l’; 7a); 717; 7a7; )b,; )a,; 7m,; 5a,|];;
[o; 21

24.4 Zastosowanie tablicy prefiksowej w automatach skornczonych

[[Uzupeic|]
[[Zastanowi¢ sie nad dodaniem algorytmu Boyera-Moora.||
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Cwiczenia

1.

Dana jest lista elementow. Wyznacz wszystkie nietrywialne rotacje cykliczne danej listy,
ktore daja w wyniku ja sama.

Dane sa dwa napisy (w postaci tablic znakow) x i y. Napisz procedure szukaj
char array — char array — int, ktéra znajduje najdtuzszy spojny fragment w napi-
sie x, ktory jest prefiksem (fragmentem poczatkowym) napisu y. Wynikiem procedury
powinna by¢ jego dtugosé.

Okresem ciagu [x1;x2;. .. ; Tp] nazwiemy najmniejsza dodatnia liczbe catkowita k, taka
ze T; = Tivg, dlat=1,2,...,n — k. Napisz procedure okresy : int list — int list,
ktorej wynikiem dla danej listy [x1;x9;...;2,] jest taka lista [y1;y2;...;ynl, Ze y; jest
okresem [zj; Tiy1;...;Tn).

Niech (z1, o, ..., x,) bedzie danym niepustym ciagiem liczb. Okresem catkowitym tego
ciggu nazwiemy najmniejszg taka liczbe k, ze:

e 1 <k<n,
e k jest dzielnikiem n,

o x; = x;,) dla wszystkichi=1,...n — k.

Zauwazmy, ze kazdy cigg ma okres catkowity, co najwyzej jest to k = n. Na przyklad,
okresem catkowitym ciagu [1;3;2;1;1; 3;2; 15 1; 3; 2; 1] jest 4, a okresem catkowitym ciagu
[1;3;2;1;1] jest 5.

Napisz procedure okres: int array -> int, ktora dla danego ciagu wyznaczy jego
okres catkowity.

Dana jest tablica a zawierajaca ciag n elementéw. Napisz procedure prepalindrom :
« array — int, ktéra dla danej tablicy a znajduje dtugosé najdtuzszego jej prefiksu,
ktory jest palindromem.

Dana jest tablica a zawierajaca ciag n elementéow. Napisz procedure presuf : a array —
int, ktora dla danej tablicy a znajduje dlugo$é najdtuzszego jej prefikso-sufiksu, ktory
ma przynajmniej trzy rozlaczne wystapienia w a.

Dana jest tablica a zawierajaca ciag n elementow. Napisz procedure double : o array —
int, ktora dla danej tablicy a znajduje dtugosé i najdtuzszego jej prefiksu, ktory po-
wtorzony dwukrotnie nadal jest jej prefiksem, tzn. a.(0) = a.(i), a.(1) = a.(i + 1), ...,
a.(i—1)=a.(2i — 1).

[XII OI, zadanie Szablon| Chcemy wykonaé¢ diugi napis. W tym celu najpierw przy-
gotowujemy odpowiedni szablon z wycietymi literkami. Nastepnie taki szablon mozna
przytozy¢ we wlasciwym miejscu do Sciany i malujemy po nim farba. Malujemy zawsze
po calym szablonie, ale dopuszczamy, aby litery byly malowane wielokrotnie. Literki na
szablonie znajduja sie koto siebie (nie ma tam przerw). Zadanie polega na wyznaczeniu
minimalnej dtugodci szablonu, za pomoca ktérego mozna wykonaé¢ caly napis.

|XIII OI, zadanie Okresy stéw| Napis @ jest okresem A, jesli @ jest prefiksem wlasciwym
A oraz A jest prefiksem (niekoniecznie wlasciwym) napisu QQ. Przyktadowo, napisy
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abab i ababab sy okresami napisu abababa. Maksymalnym okresem napisu A nazywamy
najdtuzszy z jego okresoéw, lub napis pusty, jesli A nie posiada okresu. Dla przyktadu,
maksymalnym okresem napisu ababab jest abab. Maksymalnym okresem abc jest napis
pusty.

Napisz procedure, ktora dla danego (w postaci listy) napisu obliczy liste dtugosci mak-
symalnych okreséw kolejnych jego prefiksow.
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Wytyczne dla prowadzacych éwiczenia

Ad. [I] Rozwigzanie: wyszukujemy danego tekstu w w tekscie ww.

Ad. B Najpierw odwracamy liste — sufiksy zamieniajg sie na prefiksy. Nastepnie liczymy
tablice prefiksowa P. Okres prefiksu do pozycji ¢, to ¢ — PJi].

Ad. I8 Rozwigzanie musi by¢ prefikso-sufiksem danego tekstu. Wszystkie prefikso-sufiksy mo-
zemy wyznaczy¢ korzystajac z tablicy prefiksowej i algorytmu [K|MP. Nie musimy jed-
nak sprawdzaé wszystkich z nich. Jezeli kolejne prefikso-sufiksy maja dtugosci &k i [ oraz
% < k < [, to nie musimy sprawdzaé, czy prefisko-sufiks dtugosci [ jest szablonem —
nawet jezeli tak, to prefiks-sufiks dhugosci k jest lepszym szablonem.
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Wyktlad 25. Tablica sufiksowa

Konstrukcja tablicy sufiksowej
Wyszukiwanie wielu wzorcow
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Cwiczenia
1. Dana jest tablica a zawierajaca n znakow. Rotacja cykliczng takiej tablicy o i (dla
0 < i < n) nazwiemy tablice powstala z przeniesienia elementow a.(0),...,a.(i—1) z po-
czatku tablicy na jej koniec, przy réwnoczesnym przesunieciu elementow a.(i), . .., a.(n—
1) o i pozycji w lewo.

Napisz procedure minrot : char array — int, ktéra dla danej tablicy znakéw a zwroci
taka liczbe 4, ze rotacja tablicy a o ¢ pozycji jest najmniejsza w porzadku leksykogra-
ficznym, sposrod wszystkich jej rotacji cyklicznych.

2. Dane sa dwa napisy (w postaci tablic znakow) x i y. Napisz procedure szukaj
char array — char array — int * int, ktéra znajduje najdtuzszy spdjny fragment
wystepujacy w obu napisach. Wynikiem procedury powinna by¢ para: pozycje jego
poczatkéw w obu napisach.

3. Dany jest tekst w postaci tablicy znakoéw [|c1;...;¢pn|]. Napisz procedure podstowo :
char array — (int * int), ktora znajduje takie pozycje w tekscie (i, j), ze:

e 0<i<j<n,

e liczba wystapieii k napisu [|c;;...;¢;|]] w danym tekscie, pomnozona przez jego
dtugosé (czyli k- (j — i+ 1)) jest maksymalna.

Dla pustej tablicy poprawnym wynikiem jest (0,0).
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Wyktad 26. Procedury duzo wyzszych rzedéw

Jaka jest réznica miedzy danymi i procedurami? W programowaniu funkcyjnym to rozréznie-
nie rozmywa sie. Dane moga by¢ traktowane jak procedury — kazdy interpreter czy kompilator
zamienia dane (kod Zrodlowy programu) na procedure (wykonywalny program). Procedury
wyzszych rzedow operuja na innych procedurach jak na danych. Tak wiec procedury moga
byé réwniez danymi. Mozna by powiedzieé, ze dane tym réznia sie od procedur, ze zawsze sa
podmiotem obliczeri, a nigdy nie sg wykonywane. Niniejszy wyklad powinien Panstwa prze-
konaé, ze wcale tak nie musi byé¢. Uzywajac jezyka programowania nie widzimy, w jaki sposéb
zrealizowane sa struktury danych i na jak jest zrealizowane wykonywanie procedur. Latwo
sobie wyobrazié¢, ze procedury moga mieé¢ postaé¢ kodu zZrédtowego lub czeéciowo skompilowa-
nego, ktory jest interpretowany. Tak wiec procedury moga by¢ zrealizowane w postaci danych
(interpretowanych przez procedure ewaluatora).

Podobnie, dane moga by¢ procedurami. Nie widzimy sposobu implementacji podstawo-
wych struktur danych wbudowanych w jezyk programowania. Poznamy teraz jedna z mozli-
wych ich implementacji — catkowicie proceduralna.

Disclaimer: Niniejszy wyktad ma charakter éwiczenia umystowego. Struktury danych wcale
nie sa implementowane w opisany sposéb, ani nie jest to najlepszy sposéb ich implementacji.
Jest to jednak mozliwe. Celem tego ¢wiczenia jest zilustrowanie w pelni zamiennego trakto-
wania danych jak procedur i procedur jak danych. Zdobywszy te umiejetnosé, bedziemy mogli
wznie$é sie na wyzszy poziom abstrakcji i tworzy¢ struktury, w ktérych dane sa przemieszane
z procedurami.

Niektore programy, ze wzgledu na system typéw Ocamla dziataja ,,jednorazowo”, tzn.
kazda konstrukcja jest poprawna i zostala przetestowana, jednak uzycie jednej konstrukcji
moze uniemozliwi¢ uzycie innej.

26.1 Definiowanie form specjalnych

W Ocamlu argumenty procedur sg obliczane gorliwie, tzn. najpierw sg obliczane ich wartosci,
a dopiero potem przystepujemy do obliczania wartosci procedury. Wyjatkiem sa formy spe-
cjalne, np. if — w zaleznosci od wartosci warunku, tylko jeden z pozostatych cztonéw jest
obliczany. Czy mozna takie formy zaimplementowaé¢ samemu? Tak. Potrzeba do tego dwdch
rzeczy. Musimy umieé¢ zabezpieczaé¢ wartosci przed zbyt wczesnym obliczaniem i definiowaé
makrodefinicje.

26.1.1 Makrodefinicje

W Ocamlu mozemy zmieniaé¢ sktadnie jezyka, wprowadzajac wtasne makrodefinicje. Stuzy
do tego preprocesor P4. Nie bedziemy tu moéwié o nim, lecz sporadycznie uzyjemy definicji
wprowadzajacych potrzebne nam formy specjalne.

26.2 Uleniwianie

Model obliczeniowy Ocamla charakteryzuje sie zachtannym obliczaniem wartosci — argumenty
funkcji sa obliczane bez wzgledu na to, czy sa potrzebne. Uleniwianie polega na zabezpieczeniu
wartosci przed obliczeniem, jezeli nie jest to potrzebne. Zamiast wartosci mamy ,,obietnice jej
obliczenia”, czyli procedure bezargumentowa, ktorej wartoscia jest dana warto$é. W momencie
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gdy warto$¢ jest nam potrzebna, obliczamy ja. Zeby nie oblicza¢ tej wartosci wielokrotnie,
stosujemy spamietywanie. W Ocamlu dostepna jest forma specjalna lazy i procedura force.
Lazy powoduje odroczenie (ze spamietywaniem) obliczenia wyrazenia. Chcac obliczy¢ wartosé
wykonujemy na wyniku lazy operacje force. Prostsza wersja uleniwiania, bez spamietywania,
moze wyglada¢ tak:

’a lazy_t = unit ->’a
lazy w = function () ->w
let force x = x ();;

let a = lazy 4;;

force a;;

Pelne uleniwianie zawiera réwniez spamietywanie:

type ’a value = NoValue | Exception of exn | Value of ’a;;

Il

let memoize f
let
v = ref NoValue
in
function () ->
match !v with
Value y ->y |
Exception e ->raise e |
NoValue ->
let
y=try £ O
with e ->begin
v := Exception e;
raise e
end
in
v := Value y;
yis
lazy w = memoize (fun () ->w)
let b = lazy (print_int 42; 42);;

force b;;
force b;;

26.3 Wartosci logiczne

Aby mowi¢ o wartosciach logicznych potrzebujemy:
e prawde i falsz,
e (if ...),

e koniunkcje, alternatywe i negacje.
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Wartoéé logiczng reprezentuje jako procedure dwuargumentowa, ktéra w przypadku prawdy
wybiera pierwszy, a w przypadku fatszu drugi argument.

let prawda x y = X;;

let falsz xy = vy;;

let jesli w k a = force (w k a);;

jesli prawda (lazy 1) (lazy 2);;

=1

let i xy = xy falsz;;

let 1lub x y = x prawda y;;

let nie x a b =xDb a;;

jesli (lub falsz prawda) (lazy 1) (lazy 2);;
=1

26.4 Produkty kartezjanskie
Aby mowic¢ o produkcie musimy mieé:
e konstruktor pary pr: « — 8 — produkt,
e rzuty: pl: produkt — aip2: produkt — f.

Produkt, to para argumentéw czekajacych na funkcje.

let pr x y = function f ->f x y;;
let pl p = p prawda;;

let p2 p = p falsz;;

let p x = pr 1 "ala" x;;

Pl ps;

=1

P2 p;;

= Hala”

Ze wzgledu na system typow w Ocamlu, para p musi by¢ zdefiniowana przy uzyciu dodatko-
wego argumentu x (7-ekspansja).
26.5 Listy nieskorniczone
Listy nieskoriczone mozna reprezentowaé jako funkcje z int. Potrzebujemy:
e liste stala,
e dotaczenie elementu na poczatek listy,
e pierwszy element listy,
e ogon listy.
let stala x n = Xx;;
let sklej h t n = if n = O then h else t (n-1);;

let glowa 1 =1 0;;
let ogon 1n =1 (n + 1);;
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26.6 Liczby naturalne Churcha

Pozostaly nam jeszcze liczby naturalne. (Rozszerzenie liczb naturalnych do catkowitych po-
zostawiamy jako ¢wiczenie dla ambitnych. :-) Utozsamiamy liczb¢ naturalna z liczba iteracji
zadanej funkcji.

n=f—fM"

let id x = x3;

let compose f g = function x ->f (g x);;
let zero f = id;;

let jeden f = f£f;; =id

Dodawanie i mnozenie:

let inc n f = compose (n f) f;; frtl=frof
let plus m n f = compose (m f) (n £);; frmrn — fmg fn
let razy = compose;; (razy mn) f = (compose mn) f =
= m(n f)=m(f") =
= (=
let potega m n = n m;; (potegammn) f = (nm) f=
— (mo-rom) f=
———
n razy

= mm...(m f)...)=
—_———
n razy
—————

n—1 razy
= m(m...(m fm)...) =
~————

n—2 razy

n

o

Do celéw testowych mozna uzywac:

let ile n = n (function x ->x + 1) 0;;
let compose f g = function x ->f (g x);;
let rec iterate n f =
if n = O then id else compose (iterate (n-1) f) f;;
ile (iterate 1000);;
= 1000

let dwa f = inc jeden f;;

ile (razy dwa dwa);;
- : int = 4
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let trzy f = plus dwa jeden f;;
let szesc f = razy dwa trzy f;;
let siedem f = inc szesc f;;
ile (razy szesc siedem);;

- : int = 42

let osiem f = potega dwa trzy f;;
ile (plus dwa (razy (plus dwa trzy) osiem));;
- : int = 42

Jak moglibyémy odrézniac¢ od siebie liczby naturalne Churcha? Podstawows operacja poréw-
nania jest tzw. test zera — sprawdzenie, czy dana liczba jest rowna zero. Szukamy wiec takiej
funkcji f, ze fO = id jest czyms istotnie innym, niz f* dla i > 0. Taka funkcja moze byé:

f(x) = falsz

let test_zera x = x (function _ ->falsz) prawda;;
jesli (test_zera zero) (lazy 1) (lazy 2);;
=1

Jak zmniejszy¢ n o 17 Liczba n to taki obiekt, ktory przeksztalca zadang funkcje f w funkcje
f™. Nie mamy jednak zadnego dostepu do tego jak n to robi. Problem ten mozna przedstawié¢
sobie tak: majac dane n, f i x nalezy obliczy¢ f"~!(z).

Rozwazmy funkcje:

g(a,b) = (b, f b)

oraz ciag:

(gi(xvx))ﬁ:ann 22(($,1ﬂ,($,f x)v(f x,f2 x)?"'?(anJ x’fn/x))

Wystarczy wiec z ostatniej pary w ciagu wydoby¢ pierwsza wspotrzedna. Co mozna zapisaé
tak:

let dec n f x =
let g (a,b) = (b,f b)
in let (y,_.) =n g (x,x)
in y;;
val dec:((’a*’b->’b*’c)->’d*’d->’e*’f)->(’b->’c)->’d->’e

lub tak, wykorzystujac zaimplementowane przez nas produkty kartezjanskie:

let dec n f x = pl (n (function p ->pr (p2 p) (f (P2 p))) (pr x x));;
val dec :

((((’a ->’b ->’b) ->’c) ->(’c ->’d ->’e) ->’e) ->

((°f ->°Ff _>;g) _>Jg) _>(°h ->’i ->’h) _>:j) _>

(’c ->’d) ->’f ->’j = <fun>

ile (dec dwa);;

=1

Odejmowanie, to wielokrotne zmniejszanie o jeden:
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let minus m n = (n dec) m;;
ile (minus dwa jeden);;
=1

Za pomocg odejmowania i testu zera mozna zaimplementowaé poréwnanie:

let wieksze m n = nie (test_zera (minus m n));;
jesli (wieksze dwa jeden) (lazy 1) (lazy 2);;
=1

26.7 Abstrakcja rekurencji

Procedura fold_left stanowi abstrakcje rekurencyjnego przetwarzania list. Czy istnieje kwin-
tesencja wszelkiej rekurencji? A co to jest rekurencja? Jak przerobié¢ definicje rekurencyjna
na nierekurencyjng — poprzez wprowadzenie dodatkowego parametru funkcyjnego. Przyktad:
silnia. Z rekurencja:

let rec fac n =
if n <= 1 then
1
else
n * fac (n - 1);;

Bez rekurencji:

let factorial fac n =
if n <= 1 then
1
else
n *x fac (n - 1);;

To jest procedura, ktora przetwarza procedure fac liczaca poprawnie silnie dla liczb < n na
procedure liczaca poprawnie silnie dla liczb < n 4 1. Teraz trzeba jakos chytrze podstawic
funkcje wynikows jako argument. Inaczej méwiac, szukamy funkcji, ktora jest punktem statym
factorial. Bedzie ona poprawnie liczy¢ silnie dla wszystkich liczb.

Operator punktu stalego — pierwsze podejscie.

let rec y £ = £ (y £);;

let £ = y factorial ;;
= factorial (y factorial) = factorial (factorial (y factorial)) = ...

To sie niestety zapetli, ze wzgledu na to, ze argument procedury factorial jest obliczany
przed jej zastosowaniem. Aby unikna¢ zapetlenia, musimy uleniwié¢ ten argument i wyliczaé
go tylko na zadanie. Operator punktu statego.
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let factorial fac n =
if n <= 1 then
1
else
n * (force fac (n - 1));;

let rec y £ = £ (lazy (y £));;
let fac = y factorial ;;
fac 3 = (y factorial) 3 =
= (factorial(lazy(y factorial))) 3 =
= 3 * (force(lazy(y factorial)) 2) =
= 3« (y factorial 2) =
= 3 % (factorial(lazy(y factorial)) 2) =
= 3% (2 x (force(lazy(y factorial))) 1) =
=3% (2% (y factorial 1)) =
= 3% (2% (factorial(lazy(y factorial)) 1)) =
=3%(2x1)=6

Kazda procedure rekurencyjna mozemy sprowadzi¢ do zastosowania operatora punktu statego
i uleniwiania.
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Oto kolejny przyktad, rekurencyjna procedura obliczajaca liczby Fibonacciego:

let fibonacci fib n =
if n <2 then
n
else
(force fib (n-1)) + (force fib (n-2));;

let fib = y fibonacci;;
fib 3 =y fibonacci 3 =
= fibonacci(lazy(y fibonacci)) 3 =
= force(lazy(y fibonacci)) 2 + force(lazy(y fibonacci)) 1 =
=y fibonacci 2 +y fibonacci 1 =
= fibonacci(lazy(y fibonacci)) 2 + fibonacci(lazy(y fibonacci)) 1 =
= force(lazy(y fibonacci)) 1 + force(lazy(y fibonacci)) 0+ 1 =
=y fibonacci 14y fibonacci 0+ 1=
= fibonacci(lazy(y fibonacci)) 1 + fibonacci(lazy(y fibonacci)) 0+ 1 =
=14+0+1=2
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Cwiczenia

1.

Zaimplementuj pary liczb catkowitych za pomoca operacji arytmetycznych i liczb catko-
witych.

Dla dowolnych dwoéch funkcji f : X — Aig: X — B istnieje doktadnie jedna taka
funkcja h : X — Ax B, ze mjoh = fimoh = g. Zdefiniuj wprost procedure prod, ktéra
na podstawie funkcji f i g wyznacza funkcje h dla proceduralnej definicji produktow.
(let prod f gxp=p (f x) (g x)3;;)

Zaimplementuj sumy roztaczne (koprodukty) za pomoca procedur. (Koprodukt zbiorow
A1 B to taki zbior A + B wraz z wlozeniami i4 : A - A+ B, ig : B - A+ B, ze
dla dowolnej pary funkcji f : A - X i g : B — X istnieje doktadnie jedna taka funkcja
h:A+B — X, ze hoiy = fihoip = g. Potraktuj te definicje dostownie.) Nalezy
zaimplementowaé¢ wtozenie A i B w A + B oraz procedure, ktéra na podstawie funkeji
f 1 g wyznaczy funkcje h.

Na potrzeby tego zadania mozesz przyjac, ze A i B to ten sam typ.

Potegowanie funkcji w czasie logarytmicznym. Co tak na prawde jest obliczane szybciej:
funkcja wynikowa, czy jej wartos¢?

Jak mozna rozszerzy¢ liczby naturalne Churcha do liczb catkowitych?

Jak za pomoca operatora punktu stalego mozna wyznaczaé¢ procedury wzajemnie reku-
rencyjne?
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Wyktlad 27. Strumienie

[[| Scali¢ z materiatami z Wazniaka. |||

27.1 Czas rzeczywisty, a czas symulowany

Programowanie imperatywne i analogia obiektowa. Czas w modelowanym systemie jest mo-
delowany przez czas w modelu systemu.

Programowanie strumieniowe — nie ma takiej analogii z czasem. Staramy sie w modelu
odda¢ strukture zaleznosci, a niekoniecznie kolejnos¢ zdarzen.

Strumien to ciag wartosci — cata, by¢ moze nieskoriczona, historia obiektu. Zamiast mowic¢
o akcjach i zmianach stanu obiektéw w danych chwilach patrzymy ,,jednym rzutem oka” na
cala historie obiektu w czasoprzestrzeni. Staramy sie oddaé zaleznosci miedzy liniami Swiata
jednych obiektow i innych.

27.2 Implementacja strumieni

Formalnie strumien to cigg — by¢ moze nieskonczony. Pomyst polega jednak na tym, zeby byt
on ,leniwy”, tzn. obliczane byty tylko potrzebne wartosci. Tak wiec strumieri to para: wartosé
i odroczony strumien pozostalych wartosci.

type ’a stream = Nil | Cons of ’a * ’a stream Lazy.t;;
let empty s = s = Nil;;

let head s =
match s with
Nil ->failwith "Empty" |
Cons (h,_) ->h;;

let tail s =
match s with
Nil ->failwith "Empty" |
Cons (_,t) ->force t;;

EXTEND ... Makro Cons
Majac do dyspozycji takie konstruktory i selektory mozemy zdefiniowaé¢ kilka pomocniczych
operacji na strumieniach:
let rec const_stream c =

Cons (c,const_stream c);;
let ones = const_stream 1;;
let rec filter_stream p s =

if empty s then

Nil

else
let h = head s
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and t = tail s
in
if p h then
Cons (h,filter_stream p t)
else
filter_stream p t;;

let rec stream_ref s n =
if n = 0 then
head s
else
stream_ref (tail s) (n - 1);;

let rec stream_map f s =
if empty s then
Nil
else
Cons (f (head s),stream_map f (tail s));;

let rec stream_fold f a s =
if empty s then
Cons (a,Nil)
else
Cons (a,stream_fold £ (f a (head s)) (tail s));;

let rec for_each p s =
if not (empty s) then begin

p (head s);
for_each p (tail s)
end;;

let print_int_stream s =
let p x =
begin
print_int x;
print_string "\ n";
flush stdout
end
in
for_each p s;;

27.3 Przyklady strumieni nieskonczonych

Sprobujmy zdefiniowaé strumien liczb naturalnych:

let rec integers_from x =
Cons(x,integers_from (x+1));;

let nats = integers_from O0;;

Podobnie mozemy zdefiniowaé¢ strumieni liczb Fibonacciego:
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let fibs =

let rec fibo a b =

Cons (a,fibo b (a+b))

in fibo 0 1;;
Jak widaé, jezeli jestedmy w stanie skonstruowaé iteracyjna procedure wyliczajaca kolejne
elementy strumienia, to tym samym jesteSmy w stanie zdefiniowaé¢ strumien tych wartosci.
Procedura taka stanowi ukryta w strumieniu ,maszynerie”, ktéra na zadanie podaje kolejne
elementy strumienia. Takie definicje strumieni nazywamy nieuwiktanymi (w odroznieniu od
uwwiktanych, ktore poznamy dalej). W przypadku definicji nieuwiktanych bytem rekurencyj-
nym jest procedura, a nie strumieri. Strumien jest wtérny wobec procedury rekurencyjnej.

27.4 Strumien liczb pierwszych — sito Eratostenesa

Sprobujmy skonstruowadé nieskoriczony strumieni liczb pierwszych, generowanych metoda sita
Eratostenesa. Sposéb konstrukcji takiego strumienia mozemy przedstawi¢ w postaci sche-
matu przypominajacego schematy blokowe ukladéw przetwarzajacych sygnaty. Strumienie sa
zaznaczone liniami ciaglymi, a pojedyncze wartosci przerywanymi.

Schemat ten mozemy zapisa¢ w postaci nastepujacego programu:

let divisible x y = x mod y = 0;;

let sito p s =
filter_stream (function x ->not (divisible x p)) s;;

let rec sieve s =
Cons (head s,sieve (sito (head s) (tail s)));;

let primes =
sieve (integers_from 2);;
27.5 Definicje uwiklane

Definiujac nieskoriczone strumienie nie musimy tego zawsze robi¢ poprzez podanie odpowied-
niej procedury rekurencyjnej (integers-from, fibgen, sieve). Mozemy uzy¢ elementoéw stru-
mienia do zdefiniowania jego samego.

let rec ones =
Cons (1,ones);;
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Do budowy bardziej skomplikowanych strumieni potrzebujemy dodatkowych operacji buduja-
cych strumienie. Na przyktad, do utworzenia strumienia liczb naturalnych czy liczb Fibonac-
ciego potrzebujemy dodawania strumieni.

let rec add_int_streams sl s2 =
if empty sl || empty s2 then
Nil
else
Cons (head s1 + head s2,add_int_streams (tail s1) (tail s2));;

let rec nats =
Cons (1,add_int_streams ones nats);;

Zamiast dodawania strumienia jedynek, mozemy uzyé¢ operacji zwiekszania o jeden:

let succ x = x + 1;;
let rec nats =
Cons(0,stream_map succ nats);;

A oto uwiktana definicja liczb Fibonacciego:

let rec fibs =
Cons (0,Cons (1,add_int_streams fibs (tail fibs)));;

Mozemy tez w uwiklany sposob zdefiniowa¢ strumien liczb pierwszych. Uzyjemy do tego
predykatu sprawdzajacego, czy liczba jest pierwsza:

let rec primes =
Cons (2,filter_stream prime (integers_from 3))

Natomiast predykat prime? zdefiniujemy uzywajac ...strumienia liczb pierwszych:

and prime n =
let rec iter ps =
if square (head ps) >n then
true
else if divisible n (head ps) then false
else iter (tail ps)
in
iter primes;;
Catosé dziata poprawnie, poniewaz strumien jest leniwa struktura danych. Pierwszy element,
2, jest dany explicite. Natomiast sprawdzajac kolejne liczby, czy sa pierwsze, zawsze mamy juz

obliczone potrzebne liczby pierwsze. Konkretnie, najwieksza obliczona liczba pierwsza zawsze
jest wicksza od pierwiastka z kolejnej liczby pierwszej, 22 =4 > 3,32 =9>5, ....
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27.6 Iteracje jako strumienie

W przypadku definicji nieuwiktanych uzywalisémy procedur iteracyjnych do zdefiniowania stru-
mieni. Mozemy ten mechanizm odwrocié i uzyé strumieni do opisania proceséw iteracyjnych
— kolejne elementy strumienia mogg reprezentowaé kolejne kroki iteracji. Oto przyktad, stru-
mien kolejnych przyblizen pierwiastka, metoda Newtona:

let sqrt_improve g x = (g +. x /. g) /. 2.0;;

let sqrt_stream x
let rec guesses
Cons (1.0,
stream_map (function guess ->sqrt_improve guess x) guesses)
in guesses;;

Sprobujmy przyblizy¢ liczbe m. Uzyjemy do tego celu szeregu zbieznego do 7:

Tyl
4 3 5 7

let scale_stream c s =
stream_map (function x ->x *. c) s;;

let pi_summands =

let
succ x =
if x >0.0 then
-.x -. 2.0
else
-.x +. 2.0
in

let rec s =
Cons (1.0,stream_map succ s)
in
stream_map (fun x ->1.0 /. x) s;;

let partial_sums s =
let rec ps =
Cons (head s,add_float_streams (tail s) ps)
in ps;;

let pi_stream = scale_stream 4.0 (partial_sums pi_summands);;

Taki strumieri jest co prawda zbiezny, ale bardzo wolno. Po zsumowaniu pierwszych 1000
elementéw ustalone sa dopiero trzy pierwsze cyfry: 3.14. Jest to dosyé¢ oczywiste, jezeli
zauwazymy, ze suma pierwszych n elementéw jest obarczona bltedem rzedu %

Mozna ,przyspieszy¢’ zbieznosé tego szeregu stosujac ,akcelerator Eulera”. Jesli S, jest
sumag pierwszych n wyrazoéw szeregu, to szereg zakcelerowany ma postac.

S (STH-I - ‘S’TL)2
n+1l —
Snfl - QSTL + SnJrl
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Dziala on dobrze dla ciagéw o malejacych modutach bledéw przyblizenia.
Dlaczego on dziata? Przedstawmy kolejne sumy czesciowe szeregu w postaci granica plus
blad: S, = x+en, |en| > |ent1]| > 0. Wowcezas elementy przyspieszonego szeregu maja postac:

T+e . ($'+'en+4,_‘17—'en>2 o
T ¥ enot — 22 — 2e, + x4+ ent

2
—r+te (ent1 —en) _
- n+1l — =
€n—1 — 2€n + ent1

2 2 2
€n+1€n—1 — 2€nt1€n + €511 — €501 + 2€n€nt1 — €5

€n—1— 2 + €ent1

2
En+1€n—1 — €
€n—1 — 2 + ent1

::L‘—'—

Jezeli np. |e,| = e - ¢ i znaki e, s takie same lub naprzemienne, to e,y1€,_1 — €2 = 0, czyli
ciag natychmiast osiaga granice.

[[.... sprawdzi¢, kiedy mozna strumien wiele razy przyspieszac ...||

Oto implementacja akceleratora Eulera:

let rec euler_transform s =
let sO = stream_ref s O
and sl = stream_ref s 1
and s2 stream_ref s 2
in Cons
(s2 -. square (s2 -. s1) /. (sO -. 2.0 *. sl +. s2),
euler_transform (tail s));;

Taki strumieri jest juz zbiezny w rozsadnym czasie. Przeliczenie 1000 elementéw przyspieszo-
nego szeregu daje przyblizenie 3.141592653. Jeszcze lepsze wyniki daje wielokrotne przyspie-
szanie. Skonstruujmy strumien kolejnych przyspieszeri strumienia sum czesciowych i wybie-
rzemy z niego strumienn pierwszych elementéw:

let rec pi_table =
Cons (pi_stream,stream_map euler_transform pi_table);;

let pi_stream = stream_map head pi_table;;
let pi = stream_ref pi_stream 8;;

Taki strumien juz w 6smym elemencie osiaga granice precyzji arytmetycznej.

27.7 Strumienie par — liczby Ramanujana

Przedstawimy teraz jako przykltad operowania strumieniami, konstrukcje strumienia liczb Ra-
manujana. Liczby Ramanujana to takie liczby naturalne, ktére mozna przedstawic¢ jako sumy
szesciandéw dwoch liczb naturalnych na dwa rézne sposoby. Pierwsze z tych liczb, to: 1729,
4104, 13832, 20683. Niech waga pary liczb naturalnych to bedzie suma szescianéw jej sktado-
wych. Pomyst konstrukcji strumienia liczb Ramanujana polega na skonstruowaniu strumienia
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(nieuporzadkowanych) par liczb naturalnych uporzadkowanego wg niemalejacych wag, wy-
chwyceniu par o powtarzajacych sie wagach i wypisaniu tych wag.

Nastepujaca procedura taczy dwa strumienie uporzadkowane wg niemalejacych wag ele-
mentéw w jeden uporzadkowany strumien. Waga jest okreslona w postaci funkcji w

let rec merge_weighted w sl s2 =
if empty sl then s2 else
if empty s2 then sl else
let hl = head si
and h2 = head s2
in
if w hl <w h2 then
Cons (hl,merge_weighted w (tail s1) s2)
else if w hl >w h2 then
Cons (h2,merge_weighted w sl (tail s2))
else
Cons (h1,Cons (h2,merge_weighted w (tail s1) (tail s2)));;

Nastepujace definicje okreslaja wagi par oraz funkcje tworzaca strumien par uporzadkowanych
wg wag.

let cube x = x * x * X3,
let weight (x,y) = cube x + cube y;;

let rec pairs s =
Cons ((head s,head s),
merge_weighted
weight
(stream_map (function x ->(head s,x)) (tail s))
(pairs (tail s)));;

Nastepujaca procedura pozostawia jedynie reprezentantéw sekwencji elementéw o powtarza-
jacych sie wagach.

let rec non_uniq w s =
let rec skip we s =
if empty s then Nil
else if we = w (head s) then skip we (tail s)
else s
in
if empty s then Nil
else if empty (tail s) then Nil
else
let hl = head s
and h2 = head (tail s)
in
if w hl = w h2 then
Cons (w hl,non_uniq w (skip (w hl) s))
else
non_uniq w (tail s);;
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Strumien liczb Ramanujana mozemy zdefiniowa¢ nastepujaco:

let ramanujan =
non_uniq weight (pairs nats);;

27.8 Co jeszcze ...

Strumienie jako reprezentacja danych, np. szeregéw potegowych. Operacje na funkcjach re-
prezentowanych w taki sposob.
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Cwiczenia

Zdefiniuj strumienie i narysuj schematy odpowiadajace ich definicjom. (Tam, gdzie sie da, w
sposob uwiklany.)

1.

2.

10.

Strumien silni.

Strumieni postaci: jedna jedynka, dwie dwojki, trzy trojki itd. (Do rozwiazania uwikta-
nego potrzebne jest scalanie strumieni monotonicznych.)

Napisz procedure codrugi: ’a stream -> ’a stream, ktora przeksztalca strumien
postaci (s1; S2; $3; 84 ... ) W strumient postaci (s1;s3;8s;...). Powinna ona dziata¢ za-
rowno dla strumieni skoniczonych, jak i nieskoniczonych.

Przeplot elementow dwoch strumieni (mozna sprytnie, zamieniajac w wywotaniu reku-
rencyjnym miejscami argumenty).

Strumien wszystkich par (uporzadkowanych) elementéow z dwoch danych strumieni (w
dowolnej kolejnosci).

Strumien liczb catkowitych, ktére w rozktadzie na liczby pierwsze maja tylko 2, 31 5
[R.Hamming].

Dany jest nieskoriczony strumien liczb s = (s1, 2, 83,...). Jego strumieri réznicowy, to
strumien postaci: s = (s9 —s1, 83— 82, 84— 83, ... ). Strumien roznicowy drugiego rzedu,
to strumieri réznicowy strumienia réznicowego. Ogolniej, strumienn réznicowy n-tego
rzedu polega na n-krotnym wzieciu strumienia réznicowego, zaczynajac od s. Zdefiniuj,
w spos6b uwiktany, strumien zlozony z pierwszych elementéw strumieni réznicowych
kolejnych rzedow (s1,s2 — s1,(s3 — s2) — (s2 — $1),...). Narysuj diagram ilustrujacy
rozwigzanie.

[IOT 2005] Usrednienie strumienia s = (s1, s2,. .. ), to strumieni (o jeden element krotszy)
postaci: (%, %, e )

Dla danego strumienia liczb naturalnych s oblicz taki strumien (x1,x9,...), ze z; jest
liczba takich niemalejacych strumieni liczb catkowitych (y1,y2, .. ., ¥it+1), ktorych usred-
nieniem jest (s1,82,...,58;).

Dany jest nieskoiiczony strumien nieskonczonych strumieni s. Zdefiniuj jego ,,przekatna’
.

Stowa Fibonacciego to ciag napiséw zdefiniowany nastepujaco: Fy = b, Fr = a, dlai > 2
stowo F; powstaje ze sklejenia stow F;_1 1 F;_5. Oto poczatkowy fragment tego ciagu:

F;

b

a

ab

aba
abaab
abaababa

@Cﬂﬂkww?—“s.
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Zauwaz, ze kazde stowo Fibonacciego F; (dla ¢ > 1) jest prefiksem kolejnego stowa
Fibonacciego F;41. Tak wiec, wszystkie te stowa sa prefiksami pewnego nieskoniczonego
ciagu znakow a i b. Zdefiniuj strumien tych znakéw.

11. Szereg potegowy ag+ax-+agx?+. .. mozemy reprezentowac jako strumien jego kolejnych
wspolczynnikéw; przy takiej implementacji szeregéw potegowych zaimplementuj:
e pochodng,
o calke,
e interpolacje wybranych funkcji (np.: €*, Inz, cosx, sinx),
e mnozenie szeregdw potegowych,
e niech X bedzie szeregiem potegowym o pierwszym wspoétczynniku rownym 1; oblicz
odwrotno$é X, tzn. taki szereg S, ze X - S = 1; niech X = 1+ z - X'/, wowczas:

l+z-X)-S=1

S+z-X'-S=1
S=1-z-X"-8

e korzystajac z wynikéw poprzedniego zadania zaimplementuj dzielenie szeregéw po-
tegowych.

12. Na podstawie wzoru: e = 2, Zl, skonstruowaé strumien kolejnych cyfr liczby e.
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Wyktad 28. Programowanie obiektowe

28.1

Ideologia programowania obiektowego

Rozszerzenie paradygmatu programowania imperatywnego. Obiektom z modelowanego
problemu odpowiadaja obiekty obliczeniowe.

Wyrézniamy klasy obiektow z modelowanego problemu. Miedzy obiektami (lub ich
klasami) zachodza roznego rodzaju zaleznosci. Typowe rodzaje zaleznosci, to:

— relacja zawierania,

— relacja znajomosci,

— relacja dziedziczenia.
Relacje zawierania i znajomosci to relacje miedzy pojedynczymi obiektami. Sa one

realizowane w ten sposob, ze jeden obiekt obliczeniowy posiada dowigzanie do drugiego
obiektu.

Relacja dziedziczenia, to relacja miedzy klasami obiektow.
Metodologia projektowania i programowania obiektowego (w skrocie):

— Wyré6znienie (klas) obiektow wystepujacych w opisie problemu.

— Projekt hierarchii klas i zalezno$ci miedzy obiektami tworzacymi model danych.
— Analiza przypadkéw uzycia i typowych interakcji z systemem.

— Dodanie obiektow sterujacych i realizujacych interfejs.

— Analiza interakcji (komunikacji) miedzy obiektami i metod potrzebnych do zreali-
zowania systemu.

— Implementacja.

Przyklad: Dokonaé¢ analizy hierarchii klas i zaleznosci miedzy obiektami dla gry bedacej
tematem programu zaliczeniowego.

28.2 Programowanie obiektowe

28.2.1 Klasy i obiekty

Obiekty (tej samej klasy) mozemy traktowac jak rekordy zawierajace:

pola z atrybutami,

metody dostepu do obiektu.

Definicja klasy ma postac:

class punkt =
object

val mutable x = 0O
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val mutable y = 0
method polozenie = (x,y)
method przesun (xv,yv) =

begin
X <- X + XV,
y<-y*tyv
end

end;;

7 obiektu korzystamy w nastepujacy sposob:

let p = new punkt;;
p#przesun (1,0);;
p#przesun (3,2);;
p#polozenie; ;

Tres¢ definicji klasy jest wykonywana za kazdym razem, gdy tworzony jest obiekt. Czasami
chcemy, aby inicjacja obiektu (konstruktor) byta sparametryzowana. Mozemy to uzyskac
parametryzujac klase. Przy tym parametry inicjacji sa widoczne przez calty czas zycia obiektu.

class punkt (x0,y0) =
object
val mutable x = x0
val mutable y = yO
method polozenie = (x,y)
method przesun (xv,yv) =
begin
X <- X + XV,
y<-y+yv
end
method na_poczatek =
begin
x <- x0;
y <- yO
end
end;;

let p = new punkt (8,5);;
p#przesun (-4,-3);;
p#polozenie;;
p#na_poczatek;;
p#polozenie; ;

28.2.2 Duziedziczenie

Istotnym elementem obiektowego paradygmatu programowania jest dziedziczenie. Dziedzi-
czenie polega na tym, ze definiujac nows klase mozemy okresli¢, ze stanowi ona wzbogacenie
istniejacej juz klasy — dziedziczy jej cechy i metody. Oznacza to, ze nowo definiowana klasa
posiada wszystkie atrybuty i metody klasy, z ktérej dziedziczy.
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class kolorowy_punkt p c =
object
val color : int = c
inherit punkt p
method kolor = color
end;;

let p = new kolorowy_punkt (3,1) 42;;
p#przesun (1,1);;

p#polozenie;;

p#kolor;;

Typ klasy dziedziczacej i tej, z ktorej sie dziedziczy sa rézne. W pewnym jednak sensie mozemy
traktowaé typ klasy dziedziczacej jak podtyp klasy, z ktoérej dziedziczy. Dlatego tez méwimy
o nadklasach i podklasach.

Mozliwe jest réwniez wielodziedziczenie — po prostu w tresci definicji klasy moze sie
pojawié¢ wiele klauzul inherit.

7 pojeciem dziedziczenia zwiazane jest pojecie rzutowania typow. Typ podklasy mozna
rzutowaé na typ nadklasy. Operator rzutowania typéw ma postac:

(p : kolorowy_punkt :>punkt)

Jezeli typ rzutowanego obiektu jest znany, to mozna go pomingé:
(p :>punkt)

28.2.3 Metody wirtualne

Metody wirtualne, to sposéb tworzenia abstrakcyjnych nadklas. Metoda wirtualna ma okre-
slony typ, ale nie ma implementacji. Implementacja taka musi by¢ zdefiniowana w podklasach.
Dopoéki wszystkie metody wirtualne nie zostana zinstancjonowane, nie mozna tworzy¢ obiek-
tow danej klasy.

class virtual punkt =
object
val mutable x = 0
val mutable y = 0
method polozenie = (x,y)
method virtual przesun : int * int ->unit
end;;

class p =
object
inherit punkt
method przesun (xm,ym) =

begin
X <- X + Xm;
y<-y+tym
end

end;;
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Ciekawe zadania:
e pret i tuk,

e stacje benzynowe z ré6znymi cenami.
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Wyktad 29. Co jeszcze?
e Uruchamianie, testowanie i asercje w programach. Profilowanie programoéw.
e Pliki
e atrapy i straznicy
e obiegi drzew,
e konwersja wyrazen z postaci infiksowej na prefiksowa i postfiksowa (ONP),
e problem plecakowy,

e optymalne mnozenie wielu macierzy.
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